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Prefacio

Al terminar mis estudios de Licenciatura en la Facultad de Ciencias Matemdticas
en Julio de 1992 ya me habia planteado la posibilidad de realizar unos estudios de
doctorado. Lo que naturalmente no tenia nada claro era el tema de una posible tess,
cosa habitual pues al terminar sus estudios de Licenciatura los estudiantes! suelen
tener una idea bastante vaga sobre lo que representa la investigacién en el campo de
sus estudios, y mas especificamente sobre los temas de investigacién que se cultivan en
el Departamento en el que desean realizar sus estudios de doctorado. Después de los
dos primeros meses de cursos de doctorado, las cosas seguian sin estar nada claras.
Sospecho que en buena parte ello se debia a lo dificil que resulta integrarse (bajo
mi punto de vista) en el mundo de la investigacién, si no se tiene una vinculacién
mas o menos formal con la Universidad. La situacién cambié radicalmente en el
momento en el que consegui una plaza de ayudante de Escuela Universitaria, lo que
sucedié en Diciembre de 1992. Tras las vacaciones de Navidad empecé a Iz'ntegrarme
en el Departamento. A finales de Enero, David me comenté que acababa de recibir
una tesis Doctoral {(en concreto, la tesis de Ivan Christoff) en la que se estudiaba
un modelo de procesos concurrentes en los que se incluia informacién probabilistica.
En aquellos momentos mis conocimientos de concurrencia eran bastante limitados.

De hecho se puede decir que se reducian a una breve introduccién a las algebras de

I1Muy probablemente ello es especialmente cierto para los alumnos de la especialidad de Ciencias
de la Computacién, que por limitaciones en el tiempo que han dedicado al estudio de la Informédtica, y
por estar dirigida dicha especialidad a una formacién general en temas de programacion, apenas han
tenido contacto con las cuestiones relacionadas con la Teoria de la Programacién que de una u otra

forma constituyen el micleo de la investigacién del Departamento con componentes mateméaticas.



procesos CCS y CSP, y a un par de articulos sobre semanticas para CSP. Sobre el tema
de las probabilidades en procesos concurrentes mi conocimiento se reducia al conjunto
vacio !! Quedamos en el compromiso de echarle un vistazo a esta tesis y si finalmente
no entendia nada pasar a otras cosas. En consecuencia comencé a trabajar en la tesis
de Christoff y el hecho fue que el tema me parecié muy interesante. A continuacién
segul mi estudio con otros trabajos sobre concurrencia y probabilidades. Por supuesto
que el trabajo que técnicamente mas influyé en mi investigacion posterior fue el
correspondiente a la tesis de Fernando Cuartero, que Fernando estaba terminando

entonces bajo la direcciéon de David.

Tengo que agradecer sinceramente mi interés por los modelos concurrentes proba-
bilisticos a estas dos tesis, pues su calidad y claridad fue en buena medida la causa
de que continuara trabajando en el tema y de que finalmente pudiera escribir la
presente tesis. Posiblemente, si no hubiera tenido la suerte de encontrarme con estos
dos trabajos en aquellos momentos, esta tesis nunca se habria realizado y yo habria

dirigido mis pasos a otro tema de investigacion.

Hemos llegado a Agosto de 1993. Yo me encontraba en Mosci por vacaciones y
se me ocurrié la idea de intentar realizar una representacién del modelo de Fernando
utilizando sistemas probabilisticos con transiciones etiquetadas. Es decir, pretendia
juntar los dos modelos probabilisticos de los que mas conocimiento tenfa: el de Ivan
Christoff y el de Fernando Cuartero. Estas ideas quedaron plasmadas en [Nui93],
donde se entremezclan, de forma bastante cadtica, resultados cientificos con otros
temas que no tienen nada que ver con mi investigacién. Como quiera que se trataba
de mi primer trabajo, y el mismo fue realizado totalmente en solitario, los resultados
fueron bastante decepcionantes. El principal problema que se me planteaba era el de
representar de forma finita procesos en los cuales aparecia el operador paralelo en el
ambito de una recursién. Como es bien sabido esto no puede hacerse, dado que la
recursion en el ambito de un operador paralelo puede dar lugar a infinitos estados
(claro que en aquellos momentos yo no era de los que lo sabia !!). Sin embargo,
consegui definir un complejo formalismo que parecia funcionar en parte. La clave
consistia en llevar cuenta de las veces que se habia desplegado la recursién en el

ambito de un operador paralelo, para lo cual habia que aumentar la potencia de los
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estados de los sistemas de transiciones. Cuando mis mayores me informaron de que
estaba intentando hacer algo que en general resultaria imposible abandoné esta via,
aunque creo que con los adecuados retoques formales se podrian conseguir resultados
muy interesantes sobre la base de este primer trabajo. Quien sabe si en el futuro

tendré tiempo y oportunidad para retomar esta via de investigacion.

El siguiente punto de inflexién se produce durante la lectura de la tesis de Fernando
Cuartero en Octubre de 1993. Yo llevaba tiempo pidiéndole a David que pensara en
algin trabajo de doctorado para mi. En la lectura, una de las pegas que algin miembro
del tribunal planteé a Fernando fue la falta de ejemplos de aplicacién de $u modelo.
A la salida de la lectura David me dijo: “Pues bien, si te atreves ya tienes trabajo de
doctorado”. Lo que parecia un trabajo sencillo, consistente en desarrollar una serie de
programas, se complicé notablemente. Ello fue asi pues buena parte de los ejemplos
que me interesaba abordar precisaban un repetido uso del operador paralelo, y mas
exactamente de la composicion en paralelo de n procesos. Pero por razones técnicas
el operador paralelo del modelo de Fernando no es en general asociativo, por lo que
tuve que comenzar por investigar propiedades de conjuntos de procesos compuestos en
paralelo que aseguraran la asociatividad del operador sobre ellos, y ello constituyé a la
postre la parte mds creativa y laboriosa del trabajo. Finalmente, el trabajo [NGfi94]

pudo terminarse y presentarse cumpliendo las expectativas al respecto.

Una vez acabado dicho trabajo habia que empezar a pensar en un tema para mi
tesis, y de nuevo la mejor fuente de inspiracién la constituyeron los trabajos conocidos.
Aunque el tratamiento matemaético en el trabajo de Fernando era realmente excelente,
habia algunas decisiones de disefie que no me convencian en absoluto. Mis objeciones
principales eran dos: la pérdida parcial de la informacién probabilistica en el operador
de eleccién externa y la forma no habitual en que se define la semantica de pruebas. Yo
ya tenia conocimiento del modelo generativo y me parecia que el mismo era bastante
mas intuitivo que el modelo reactivo, que era el utilizado por Fernando con unas

ligeras modificaciones debidas al hecho de utilizarse un lenguaje basado en CSP.

En consecuencia mis primeros pasos se dirigieron al estudio de cudles serian las
consecuencias de considerar una interpretacidn generativa de las probabilidades. Res-

pecto a la semdntica de pruebas, Fernando la definia de una forma composicional,



iv

lejos por tanto de la definicién habitual basada en la adecuada semaéntica opera-
cional. Poniendo todo junto afronté la definicién de un modelo probabilistico con una
interpretacion generativa de las probabilidades basado en una semantica de pruebas
definida de forma operacional. Tras seis meses de duro trabajo, obtuvimos la deseada
semantica de pruebas y dos caracterizaciones alternativas de la misma. Ello consti-
tuyo el nicleo de un articulo que fue enviado al congreso CONCUR’95. El hecho
de que el mismo fuera aceptado fue un gran estimulante para seguir adelante con el
trabajo, amén de una bendicion a las ideas en que estaba basado. De hecho, la parte

central de esta tesis es una version extendida (a unas 70 piginas) del citado articulo?.

Durante el resto del ano 95 continud el trabajo en este modelo, que por mi parte
alterné con actividades en otros campos de investigacion, como la Programacién Fun-
cional. En concreto se desarrolld una semantica axiomatica para el modelo generativo,
se hizo una interpretacion reactiva de las probabilidades, y se analizaron una serie de
ejemplos de aplicacion del nuevo lenguaje a la especificacion de sistemas concurrentes

que dependieran de una u otra forma de informacidén probabilistica.

La conjuncién de todo este trabajo ha dado lugar a lo que finalmente es la presente

tesis,

2Un referee dijo que seria oportuno incluir en el articulo la demostracién completa de alguno de
los teoremas. El problema era que la demostracién completa de uno de los teoremas centrales del

articulo ocupa mds de 15 pdginas en esta tesis !!
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Capitulo 1

. » ‘
Introduccion ;

|

|

El presente trabajo estd dedicado al estudio de modelos formales de proceios concu-
rrentes en los que se ha introducido una cierta informacién probabilisticja. Usual-
mente, en el primer capitulo de una tesis se comienza por justificar el fdesarrollo
tedrico que vendra a continuacion. En nuestro caso se trataria de describir ia utilidad
de los modelos de procesos concurrentes para describir la realidad. A cor}nﬁinuacién
se concretaria mas, explicando posiblemente de un modo informal, la foﬁma de in-
cluir informacion probabilistica en modelos concurrentes para conseguir {ma forma
ajustada de describir los procesos reales, y finalmente se darfa un resumen de los con-
tenidos del trabajo. En nuestro caso nos centraremos en el ltimo de estos puntos,
puesto que consideramos que en trabajos anteriores ya ha sido amplia y{la,justada—
mente comentada la utilidad de los procesos concurrentes en los cuales se incluye
informacién probabilistica (e.g. [Chr90b, Han91, Sei92, Chr93, Low93, Cliia93]). En
lo que se refiere a una descripcién informal del uso de las probabilidades, confsideramos
magnifica la introduccién de la tesis de Linda Christoff {Chr93] donde se prt;esenta una
Overview for Mom. Tan excelente nos parece, que al respecto creemos que lo mejor
que hubiéramos podido hacer seria una mera traduccién de lo escrito a;lh’, que en

consecuencia hemos decidido omitir. }

I
z

i
|
|



Capitulo 1. Introduccién

1.1 Estado del Arte

En esta seccién presentamos un recorrido por los distintos modelos que han sido
propuestos para tratar sistemas concurrentes en los cuales ha sido afiadida una cierta
informacién probabilistica, centrindonos especialmente en los mas relacionados con
las algebras de procesos. Este estudio ha pretendido ser lo mas amplio posible,
siendo nuestro objetivo el de tratar especialmente las propuestas de extensiones pro-
babilisticas de modelos de especificacién relacionados directamente con las algebras de
procesos, para dar lugar as{ a una buena guia de referencia para investigadores en este
rea. Empezaremos resefiando los primeros trabajos en los que se estudiaron sistemas
con probabilidades. Después pasaremos a estudiar las extensiones probabilisticas de
las algebras de procesos clasicas (CCS, CSP, ACP, LOTOS), y continuaremos con
otros trabajos realizados en el ambito de los procesos probabilisticos (es decir la
extension con probabilidades de los sistemas de transiciones etiquetadas) y algunos
trabajos recientes sobre autématas probabilisticos. Ademas, se repasan algunos de
los trabajos que se han realizado sobre el tema, bastante relacionado con las probabi-
lidades, de las prioridades. Esta iltima parte no es, ni lo pretende, ni mucho menos
completa, dado que no conocemos dicho campo con la profundidad que se requeria

para ello.

1.1.1 Primeros trabajos

La inclusién de informacion probabilistica en modelos no es una cosa reciente. Ya en
1963, Rabin [Rab63] modifica la nocién clasica de autémeatas incluyendo informacién
probabilistica. Hemos de avanzar hasta la década de los 80 para encontrar diversos
estudios sobre la verificacion de programas probabilisticos y la definicién de légicas
temporales con informacién probabilistica (e.g. [FH82, Koz83, H584, Var85, JP89,

HJ89]), pero su marco de trabajo esta muy alejado del nuestro.

No es hasta 1989 cuando aparecen los primeros trabajos en los cuales las probabili-

dades se estudian en un marco cercano al de las dlgebras de procesos. En [LS89, 1.591]
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se extiende la nocidn de sistemas de transiciones etiquetadas con informacién proba-
bilistica, considerando una interpretacién reactiva de las probabilidades. Con ello se
consigue caracterizar la bisimulacién {Mil80, Par81] usando una nocién de pruebas
probabilisticas!, en el sentido de que con una probabilidad arbitrariamente cercana
a 1, existe una prueba que distingue a dos procesos que no son equivalentes bajo
bisimulacién. Finalmente, extienden la nocién de bisimulacién, definiendo una nueva

relacién de equivalencia entre procesos probabilisticos: la bisimulacién probabilistica.

En [BM89] se extiende el estudio realizado en [L.S89], probando que a dos sistemas
de transiciones etiquetadas (en principio sin informacién probabilistica) se les puede
asignar pesos de forma que los nuevos sistemas obtenidos son indistinguibles para
una nocién muy general de pruebas probabilisticas si y solamente si estos sistemas
son bisimilares. Ademas, se muestra un par de procesos computables bisimilares los
cuales no son equivalentes bajo la nocién de pruebas probabilisticas para ninguna

asignacioén computable de pesos a sus transiciones.

De todas formas, no es hasta 1990 cuando empiezan a aparecer los primeros tra-

bajos en el ambito de las algebras de procesos probabilisticas.

1.1.2 Modelos basados en CCS j

i

CCS [Milg0, Mil89] es, junto con CSP, el dlgebra de procesos més utili;ada para
la especificacién y verificacion de propiedades en sistemas concurrentes. La forma
comunmente utilizada para dar semantica a lenguajes basados en CCS es mediante
una semantica operacional [Plo81], a partir de la cual se introduce la nociéin de bisi-
mulacién. Siguiendo con dicho habito, los modelos probabilisticos de CCS utilizan

normalmente semanticas operacionales en lugar de semdnticas denotacionales.

El primer trabajo en el 4&mbito de las dlgebras de procesos probabilisticas aparece

|
La bisimulacién se puede caracterizar mediante una semdntica de pruebas no probabilistica

[Abr87), pero para ello hay que ampliar notablemente la capacidad de las pruebas, permitiendo usar
miiltiples copias del proceso que estd siendo probado, para que la prueba pueda experimentar con

una copia cada vez.
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en 1990. En [GJS90] se presenta una version probabilistica de SCCS [Mil83] (Syn-
chronous CCS) a la que llaman PCCS. En este trabajo, la suma no determinista de
procesos pasa a ser una suma probabilistica de la forma Y ;¢ /[pi] E:, donde p; € (0,1] y
5" p; = 1. El proceso asi obtenido ofrece una eleccién probabilistica entre los procesos
E;, de modo que cuando una accién se puede ejecutar por mas de uno de estos pro-
cesos, se elige entre ellos proporcionalmente a las probabilidades p; de cada proceso
E;.

Al estar basado en CCS, no se distingue entre la eleccion interna y la eleccién
externa, por lo que para simular una eleccion interna entre dos procesos se ha de
utilizar la accién 7 como prefijo, con lo que se representa el proceso P @, ) (segin la

notacién utilizada en esta tesis) en la forma [p]7.P + [1 — p]7.Q).

En [vGSST90, vGSS595], utilizando PCCS, se definen los modelos reactivo, gene-

rativo y estratificado para procesos probabilisticos.

Definen el modelo reactive [LS89] como dquel donde el entorno sélo puede ofrecer
una accién cada vez. La semantica que dan es para un subconjunto de PCCS en
el que las sumas (operador de eleccion) deben estar guardadas por probabilidades y

acciones, y se elimina la funcién de renombramiento.

Si el proceso puede ejecutar la accion ofrecida por el entorno, entonces hace una

transicion interna de acuerdo a una cierta distribucién de probabilidad. Por ejemplo,
- 1 3

consideremos el proceso § = ;a.P+4 Ja.() +1b.R, y supongamos que el entorno ofrece

la accién a. En tal caso, § ejecutard la accion e y pasara a comportarse como P
3

con probabilidad igual a ;, mientras que con probabilidad 2

a comportarse como . S1 en cambio el entorno ofreciera la accidon b, entonces S

ejecutara a y pasara

ejecutarfa dicha accidon pasando a comportarse como R con probabilidad 1.

Para este lenguaje se da una semdntica operacional donde P2 pr denota que el
proceso P puede ejecutar la accién « y con probabilidad p convertirse en P’. Por

ejemplo, la semantica del operador de eleccion viene dada por

aifpi/ri]
> [plei.B; ——¢ E; donde r; =) p;
el JEL
Pt
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El indice k sirve para distinguir entre dos transiciones iguales (por ejefnplo, para

distinguir entre las dos transiciones iguales que produce el proceso %a.m'l + %a.m'l).

En el modelo generativo, el entorno puede ofrecer una eleccidn entre ‘dos 0 més
acciones y el proceso realiza la eleccién de acuerdo a alguna distribucién de probabi-
lidad. Por ejemplo, si el entorno ofrece una a o una b al proceso 3a.P + $a.Q + 1b.R,
entonces este proceso ejecutara la accidén a con probabilidad % y la ac}:ién b con
probabilidad % Si se escoge la accidn a, entonces el proceso pasa a comportarse como
P con probabilidad § y como @ con probabilidad 2. Si sélo se hubiese ofrecido una a,
el proceso la ejecutaria, pasando a comportarse como P con probablhdad y COomo
Q con probabilidad 2.

] . " . . - [
Se define una semdantica operacional cuyas transiciones tienen la forma P:[pLP’ , lo
que significa que con probabilidad p el proceso P ejecutard la accién @ y se convertird

en P’. La regla para la eleccion es:

o ofp;-d]
EjinE' = S plE— B Gel) |

icf
Para definir la semantica del operador de restriccién se introduce una funcién que

define la probabilidad con la que el proceso E ejecutard una accidn del conjunto A.
i
vo(B,A) =S {pil 3ou B+ BB A acA)

Entonces la restriccién se define mediante la siguiente regla:

E—-{}-)]—n F = E fAﬂn E'lA dondeac A A 7= VG(E A)

El modelo estratificado permite mayor control sobre las elecciones probabilisticas.
Supongamos que queremos especificar un proceso que debe elegir, de forma ezterna,
entre ejecutar la accién a con probabilidad 313-, eligiéndose en otro caso entre b y ¢ con
igual probabilidad. Si definimos este proceso en la forma %a + %b + %c y'suponemos
que el entorno no puede ofrecer la ¢, entonces {en el modelo generativo) el proceso
elegiria entre a y b con igual probabilidad (es decir con probabilidad %) en lugar
de elegir con probabilidades £ y % como se queria especificar. Para solucionar este

problema deberiamos haber especificado el proceso en la forma 3a + 2(3b + 3c) sin
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realizar el producto de las probabilidades. En tal caso, si el entorno no ofrece la
accidn ¢, entonces con probabilidad % se ejecutara la accién a y con probabilidad £ la
accion b. Por tanto, en el modelo estratificado se permiten elecciones entre procesos

arbitrarios. La semantica operacional se define mediante dos relaciones:

.’ LN . [ 4 0
e Una relacion de transicion de acciones, que se denota por P — (@, la cual tiene

la definicién normal excepto que no existe una regla para la eleccién.

e Una relacién de transicion de probabilidades, que se denota por P —=Q, la
cual indica que con probabilidad p, el proceso P pasara a comportarse como el

proceso (.

La regla para el operador de eleccién es
S [ E: s B
el

Para definir la semantica del operador de restricion se introduce una funcién que
nos da la suma de las probabilidades de las transiciones correspondientes a cada

conjunto A:

1 si F—=y AacA
vs(E, A) = 0 si E-25 A pgA
S{pi| EVE%E A vs(Ei, A)#0)  eo.c.

Entonces se define Ia restriccién en la forma

Para cada modelo se define el correspondiente concepto de bisimulacién fuerte
inducido por cada semantica operacional. Finalmente, se dan funciones de abstraccién

que permiten pasar de un modelo a otro.

Partiendo de este trabajo los modelos reactivo y generativo se han estudiado en

profundidad, mientras que el modelo estratificado ha quedado un poco mas olvidado
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(lo cual puede deberse a la dificultad conceptual que implica el hecho de no p;)der agru-
par sucesivas elecciones probabilisticas). De hecho, casi todos los trabajos posteriores
estdn basados bien en el modelo reactivo o en el generativo, no habiendo aparecido
practicamente ninguna interpretacién alternativa del significado de las prbba.bilida—
des (una excepcién vendria dada por nuestro modelo generativo limz’tado;[NdF%c],

el cual explicaremos mas adelante).
i

En [JS90] se consideran las extensiones probabilisticas de varias nociones de equi-
valencia definidas para procesos no probabilisticos. Se consideran las extensiones de
las nociones de fraza [Hoa85)|, traze mazimal [BW82), fallos [BR85], fallos mazimales,
mentd [OH83] y bisimulacidn [Par81, Mil89] al caso probabilistico. Estas nociones se
estudian primero en el &mbito de sistemas probabilisticos de transiciones etiquetadas,

siendo traducidas después al marco del lenguaje PCCS.

Demuestran que, al contrario de lo que ocurria en el marco no probabilistico, la
mazimalidad de trazas o fallos no aumenta la capacidad de distinguir procesos con
respecto a las equivalencias de trazas y fallos respectivamente. Ademas, en el caso
probabilistico, la equivalencia de fallos y de menis coinciden. También demuestran
que la equivalencia de trazas y la equivalencia de fallos no son congruencias, mientras
que la bisimulacién probabilistica [LS89)] si lo es. Finalizan dando una axioina.tizacién

correcta y completa de la bisimulacién probabilistica.

En [Tof90] se define una versién con pesos de SCCS. Por ejemplo, el ‘signiﬁcado
del proceso mP + n@ (m,n € IN) es que ¢l proceso escogera m veces a P por cada
n veces que escoja a (). La ventaja del uso de pesos, sobre el uso de prol:;abilidades,
es que no se necesita hacer reajustes de las mismas. Por ejemplo, la regla que se da

para la restriccidn es: '

!
Ev2s. B A doess(E') ‘
ElA2 B'TA

donde el predicado doess(E'} es cierto si E' puede ejecutar una accién del conjunto

A. La definicién formal de doess(E’) es i
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ac AN E 2y B E 2 E' A doess(E"

doesa(F) doess(E)
En un trabajo posterior [Tof94], se extiende el modelo anterior con una nocién de

tiempo, presentdndose varios ejemplos que muestran la utilidad del modelo para la

especificacion de sistemas concurrentes.

En [HJ90, Han91] se define un modelo basado en CCS con probabilidades y con
tiempo discreto (es decir, con rango los naturales). Los procesos alternan entre estados
probabilisticos y estados de acciones. En los estados de acciones el proceso ofrece al
entorno una eleccidén entre un conjunto de acciones. Tras ejecutar una accién, el
proceso pasa a un estado probabilistico. El entorno sélo puede ofrecer una accidén
en cada momento, tratindose por tanto de un modelo reactivo segin [vGSSTY0].
Cuando el proceso se encuentra en un estado probabilistico, el proceso elige entre

diversos estados de acciones de acuerdo a la distribucion de probabilidad que se indica.

En este modelo se hace una diferencia entre la eleccién externa (que se denota por
Y P} y la eleccién probabilistica (que se denota por . [p;]N;), la cual podemos
i€l il
entender como una eleccion interna generalizada con probabilidades.

En el lenguaje sin tiempo se denota por Fp a los estados probabilisticos y por Ey

a los estados de acciones. Después se definen dos relaciones:
o N5 P, que significa que N puede ejecutar la accién « y convertirse en N.
e P& N, que significa que P pasa a comportarse como N con probabilidad p.

La regla que se da para el operador de eleccion probabilistica es

E [pi]N; &> N; donde p= Z p;

el NjEN,'
Jel
Como su eleccion probabilistica es interna, las reglas para el operador de restriccion
son muy sencillas:
. PAN NS P
P\a s N\a N\a S P\a

o, & # a
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En [HJ94] se extiende la logica temporal definida en [CES86] de forma que se pueda
demostrar la correcién de sistemas que contengan informacién temporal y probabilis-

tica.

En [YL92] se extiende CCS con un operador probabilistico de eleccién interna.
Basédndose en la teorfa clsica de semantica de pruebas [dNH84, Hen88|, definen una
nocién de pruebas probabilisticas donde un proceso pasa una prueba con un conjunto
de probabilidades. De esta forma, extienden las nociones de preorden may ¥ must de
forma que un proceso puede pasar una prueba si el supremo del conjunto :de proba-
bilidades con las cuales el proceso pasa la prueba es mayor que 1, mientrﬁs que un
proceso debe pasar la prueba cuando el infimo de dicho conjunto es igual a 1. Ademads,
muestran que cuando se restringen a una clase de procesos probabilisticos, al olvidar

la informacién probabilistica se recuperan los predrdenes clisicos sin probabilidades.

En [JHSY94, JY95] se dan caracterizaciones alternativas para los preordenes
definidos en [Y192]. Las caracterizaciones estdn basadas en la nocién de traza (para
el caso del preorden may) y en la nocién de fallo (para el caso del preorden must) de

CSP.

En [LS92] se define un cdlculo de probabilidades basado en SCCS, y se estudia la
verificacién composicional de procesos probabilisticos con una intepretacién reactiva
de las probabilidades. Ademds, definen una légica probabilistica (basada en la légica
de Hennessy-Milner [HM85]) la cual es utilizada para realizar la descomposicién de
procesos, y es lo suficientemente expresiva como para identificar procesos equivalentes
bajo bisimulacién probabilistica. Finalmente, definen axiomatizaciones completas

para el cdlculo y para la ldgica.

1.1.3 Modelos basados en CSP

En 1978, Hoare presenta el lenguaje CSP [Hoa78]. Se trataba de un lenguaje de

- * 3
programacioén concurrente, pero con un notable fundamento formal. A partir del

|
‘
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mismo se desarrollé mas tarde el modelo TCSP? [Bro83, BHR84, Hoa83]. Si bien
el salto cualitativo conceptual entre ambos lenguajes es notable, la primera versién
fue de gran utilidad, y mas adelante serviria en particular para basar en el mismo la

definicién del lenguaje Occam [Lim84].

Aunque la mayoria de las algebras de procesos probabilisticas estan basadas en
CCS, en el ambito de CSP hay también diversas propuestas interesantes, entre las
que destacaremos los trabajos de Seidel, Lowe y Cuartero. En ellas veremos que, en
contraste con lo ocurrido en las versiones probabilisticas de CCS, las seménticas para
las extensiones probabilisticas de CSP suelen estar basadas en modelos denotacionales
(normalmente en el modelo de fallos [BR83], o en el modelo de drboles de aceptacién
[Hen85}).

Karen Seidel [Sei92, Sei95] desatrolla un modelo probabilistico de CSP, definiendo
una semantica en términos de medidas de probabilidad sobre el espacio de trazas
infinitas. En su modelo, denota por {P] A a la probabilidad con la que el proceso P

ejecuta una traza del conjunto A.

Los operadores se definen como transformaciones sobre las medidas de proba-

bilidad. La definicién esquematica de cada uno de sus operadores es la siguiente:

e El proceso a — P puede ejecutar una traza del conjunto A si P puede ejecutar
una traza del conjunto A’, donde A’ = {s|{a)s € A}.

e La probabilidad con la que el proceso P , M Q ejecuta una traza del conjunto
A es igual a p multiplicado por la probabilidad con la que el proceso P ejecuta
una traza del conjunto A, mas 1—p multiplicado por la probabilidad con la que

el proceso () ejecuta una traza del conjunto A.

e Ll proceso P || () puede ejecutar una traza w € A si P y () pueden ejecutar
trazas u y v tales que u = v = w 6 u y v son iguales hasta una cierta posicién

v w es igual al prefijo comun a v y v seguido por acciones .

2Qriginalmente se introdujo la T por “Theoretical” para diferenciar al modelo algebraico del
lenguaje previo, pero posteriormente dicha inicial cays en desuso. Més tarde reaparece en [RR86,

RR88] pero ahora para expresar “Timed” en una extensién temporizada del modelo CSP.
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Pero como resulta esperable se presentan problemas a la hora de definir la eleccién
externa, pues con la definicién propuesta, no es posible precisar la probabilidad con

la que el proceso ¢ =+ STOP O b — STOP ejecuta la accidén a. |

En consecuencia, para definir la seméantica de la eleccidn externa se introducen
medidas de probabilidad condicionales. Para cada proceso P, conjunto de trazas A, y
traza y, la expresién (P[)(A, y) representa la probabilidad de que el proceso P ejecute

una traza de A, suponiendo que el entorno ofrece la traza y (y nada mas).

A partir de dicho concepto se define un operador de eleccién externa sin proba-
bilidades. Informalmente, el proceso P sO @ funciona como P cuando se ofrece
una traza de S, y como @ cuando la traza no estd en S. Incluso en el marco de
este complejo modelo, se ve obligada a limitar la definicién al conjunto de trazas que

verifican una cierta propiedad, quedando sin definir sobre el resto. i

Los problemas contintdan, pues sobre dicho modelo no se puede dar una definicién
semantica razonable para el operador de ocultamiento, dado que para cualquier traza
y ofrecida por el entorno al proceso P\ X, la correspondiente traza 3’ que se ofrece
a P no es una sola, sino cualquier traza 3 tal que ¥\X = y. En consecuencia,
deberiamos de partir de un modelo més complejo en el que se nos informe sobre el
comportamiento del proceso P cuando se le ofrece un conjunto de trazas en lugar de

una sola.

Gavin Lowe [Low93, Low93] define dos lenguajes basados en CSP temporal [RRS6,
RR88, DS95]: uno con prioridades, y otro con probabilidades. En la versién con
prioridades de CSP temporal, para dar semdntica a los términos sintdcticos se calcula
el conjunto de comportamientos que un proceso puede tener, donde la rep.resentacic')n
de un comportamiento incluye un registro de las prioridades dadas a cada accién.
Cuando pasa al lenguaje con probabilidades, la seméantica recoge las probabilidades

con las que pueden suceder distintos comportamientos.

Pasando al estudio en detalle de los lenguajes propuestos, comienza introduciendo
un operador de eleccién externa con prioridades. El proceso POQ funcionari como
P si el entorno ofrece cualquiera de las acciones que P puede ejecutar en su primer

paso, y como ( st el entorno ofrece un conjunto de acciones de entre las cuales @
]
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puede ejecutar alguna en su primer paso, sin que P pueda ejecutar ninguna de.las

acciones del conjunto en su primer paso.

De igual forma se definen operadores con prioridades asociados a los operadores
paralelos. Dependiendo de la forma de sincronizacién entre los procesos, y de cual de
las dos componentes de la composicién paralela tiene mayor prioridad, se distinguen

cuatro tipos de operadores para la composicién paralela.

Después se pasa a definir el lenguaje con probabilidades. En dicho lenguaje se
incluyen probabilidades en la eleccion interna en la forma usual, es decir, el proceso
P ,N, @ funcionard como P con probabilidad p y como ) con probabilidad ¢ (donde
pt+aq=1)

La eleccién externa probabilistica se define como un operador derivado de la

eleccién interna y de la eleccion externa con prioridades; en concreto
def
P,0,Q0 = (PDQ),N (QUP)

Sin embargo, no ahade probabilidades para los operadores de composicién para-
lela, de modo que su semantica permanece similar a la que tenfan en el modelo con

prioridades.

Fernando Cuartero [Cua93, CdFV96] presenta una variante de CSP con proba-
bilidades, en la cual éstas son interpretadas de una forma reactiva (en términos de
[vGSST90]). Por lo tanto, en la eleccién externa las probabilidades sélo tienen sentido
cuando los dos procesos compuestos pueden ejecutar acciones comunes en su primer
paso. Si los procesos no tienen acciones comunes en su primer paso, las probabilidades
no influyen en la definicién de la eleccion externa. Por ejemplo, si el entorno ofrece
la accién a al proceso P = [f]le = PiD[%]a — P, entonces P ejecutard la accidn a y
pasara a comportarse como P; con probabilidad £ y como P, con probabilidad 2. Por
otra parte, los procesos @1 = {3]la = PO 2> P, y Q2= [3]e —» PO[LJo o P se
consideraran equivalentes.

Se estudian tres semanticas para el nuevo lenguaje: de pruebas, denotacional y
operacional, las cuales se prueban equivalentes (es decir, identifican a los mismos

procesos). Ademads, se da una serie de reglas y axiomas, los cuales son correctos con
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respecto a las semdnticas anteriores, formando un conjunto completo.

De entre los comentados, este ultimo modelo es el que se encuentra mds cercano
al nuestro. De hecho, como veremos, nuestra seméntica axiomadtica est4 inspirada en
la de Cuartero. La principal diferencia (la cual complica bastante nuestro modelo)
viene del hecho de que nosotros consideramos una interpretacién generativa de las
probabilidades, con lo cual los procesos @, y (J2 descritos anteriormente pasan a ser

distintos en nuestro marco semantico.

1.1.4 Otras algebras de procesos !

Para el caso de ACP [BK84, BW90] sélo conocemos una extensién probabilistica.
En [BBS92] se definen axiomatizaciones completas para algunos lenguajes basados en
ACP donde se introducen probabilidades en los operadores adecuados, considerandose
una interpretacién generativa de las probabilidades. Con ello se sigue el camino usual
para dar semdntica a lenguajes basados en ACP, que consiste en hacerlo algebraica-

mente, es decir, por medio de axiomas.

LOTOS [LLOT88| es un algebra de procesos en la que se combina el operador de
eleccién de CCS con los operadores paralelo y de ocultamiento de CSP. Entre las

extensiones probabilisticas de LOTOS podemos citar las siguientes.

En [MFV93] se propone una extensién probabilistica que es compatible hacia arri-
ba con LOTOS. Se define una seméntica operacional y a partir de ella una'semdntica
de pruebas para el lenguaje. Sin embargo, la extension se limita a la introduccién de
un operador probabilistico de eleccién interna, de modo que se combina una eleccién
no probabilistica con la eleccién interna probabilistica (es decir, algo similar a lo que
ocurria en [Y192]). El trabajo concluye con la presentacién de la especificacién de un

sistema de comunicaciones utilizando el nuevo lenguaje.

En [KLL94] se considera una extensiéon probabilistica de un subconjunto de LO-
TOS. Se define una seméantica del nuevo lenguaje en la que se considera concurrencia
real. Para hacerlo se utilizan estructuras de eventos [Win87, Win89)], usando una

variante probabilistica de la definida en [Lan93]. Pero al igual que en el caso anterior,
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la extension probabilistica del lenguaje se sigue reduciendo a la introduccion de una

eleccion interna probabilistica.

A partir de la semaéntica de pruebas definida en {dFNQ95], en [NdF95¢| los ope-
radores de eleccién y paralelo de LOTOS son extendidos con una probabilidad. Se
da una semantica operacional del nuevo lenguaje, y a partir de ésta se definen in-
terpretaciones reactivas y generativas de las probabilidades. La principal ventaja de
estas caracterizaciones, frente a las descritas en [vGSST90], proviene del hecho de que
en nuestro caso utilizamos una inica semantica operacional, en contraste con lo que
se hace en [vGSSTO0]. Las diferencias entre los modelos provienen de los diferentes
conjuntos de pruebas que se consideran en cada caso. Como en otros trabajos, al
olvidar las probabilidades se pueden recuperar las nociones de must y may, al menos
para una clase adecuada de procesos. Ademas se define una nueva interpretacién de
las probabilidades: el modelo generative limitado. En este modelo sélo se admiten las
pruebas deterministas tales que las distribuciones de probabilidad son consideradas
uniformes sobre los conjuntos de acciones que se ofrecen en cada momento. Final-
mente, se presenta un conjunto de leyes las cuales son correctas con respecto a los

modelos anteriormente definidos.

1.1.5 Modelos para procesos probabilisticos

A partir de la nocién de sistemas de transiciones etiquetadas [Plo81] han habido varias
propuestas de extensiones probabilisticas, las cuales etiquetan con probabilidades las

transiciones.

En [Chr90a, Chr90b] se definen procesos probabilisticos, y se dan cuatro érdenes

parciales entre procesos probabilisticos.

1. s <4 & significa que interaccionando con cualquier prueba secuencial, s’ tiene
una probabilidad menor o igual de bloqueo (deadlock) que s. Esto corresponde

a la nocién de modelo reactivo de [vGSST90].

2. s <, § significa que interaccionando con cualquier prueba, después de ejecutar
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cualquier cadena de acciones observables (es decir, sin incluir la accién 7), la
probabilidad de bloqueo de s’ es menor o igual que la de s, con respecto a las

acciones observables que pueden ser ejecutadas en el siguiente paso.

3. s <4, & significa que interaccionando con cualquier prueba, la probabilidad de
bloqueo de s’ es menor o igual que la de s, al ejecutar cualquier cadena de
acciones observables finalizada por cualquiera de las acciones que pueden ser
ejecutadas en el dltimo paso.

;

4. s <4, ¢ significa que interaccionando con cualquier prueba, la probabilidad

de bloqueo de s’ es menor o igual que la de s, al ejecutar cualquier cadena de

acciones observables.

De la forma en que estdn definidos estos érdenes parciales, se verifica que:

) (s<ses) = (5%es) = (5 <4 §)
11) (S Sste 3') = (S Lwie 5’) = (3 <ir 3')

Sin embargo no existe una relacion de inclusién entre <; y <yie-

Se presenta una representacion matricial para los procesos probabilisticos y usando
resultados de teoria de autématas con probabilidades [Paz71], se consigue caracteri-
zar las equivalencias entre procesos inducidas por los o6rdenes parciales <; v <ge,
examinando el comportamiento de log procesos para un nimero finito de cadenas de

elementos observables.

Finalmente se presenta un lenguaje basado en CSP, para el cual se define una

seméantica operacional en términos de operaciones entre procesos probabilisticos.

En [HT92] se hace un estudio de varias nociones de equivalencia para procesos
probabilisticos que resultan ser muy similares a las estudiadas en [JS90] por lo que
en esencia se llega a los mismos resultados. En concreto demuestran que; las equiva-
lencias para mends, fallos, trazas, trazas maximales y trazas finitas son decidibles en

tiempo polinomial para sistemas probabilisticos finitos de transiciones etiquetadas,
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3. Para finalizar, con-

extendiendo los resultados de [PT87} al marco probabilistico
siguen un algoritmo que, en tiempo polinomial, decide si dos sistemas probabilisticos

finitos de transiciones etiquetadas son bisimilares.

En [CSZ92] se presenta una semantica de pruebas para sistemas probabilisticos
finitos de transiciones etiquetadas, con una interpretacién generativa de las proba-
bilidades. Al igual que en el caso no probabilistico, los procesos y las pruebas son
esencialmente iguales, salvo que en las pruebas se incorporan una serie de estados de
aceptacion. Se muestra que los predrdenes clasicos de pruebas se pueden recuperar,
simplemente olvidando las probabilidades. Finalmente, se define un operador para
componer en paralelo dos de estos sistemas, y se presenta un ejemplo de aplicacion

de este nuevo operador y del lenguaje definido.

En [YCDS94] se presenta una caracterizacién alternativa del preorden anterior,
mediante la definicién de un conjunto de pruebas esenciales (llamadas trazas proba-
bilisticas) que tiene el mismo poder de distincion entre procesos que la familia com-
pleta de pruebas. Para hacerlo se estudia primero el caso en el que las pruebas
no tienen acciones ocultas, y después se pasa al caso general. Ademas, en el caso

eneral, el preorden resulta ser de hecho una relacién de equivalencia, de modo que
g > P q ) q

PSP =p<p(=p=p)

En [Chr93] se definen distintos 6rdenes parciales para procesos probabilisticos en
funcién del tipo de entorno en el que se encuentran los procesos. Se consideran tres

tipos de entornos:

1. de traza, cuando el entorno sélo ofrece una accion en cada paso.

2. de escoba (broom), cuando el entorno ofrece en todos los pasos un conjunto de

acciones, salvo en el tultimo paso en el que ofrece una sola accién.

3. barbado (barbed), cuando el entorno en cualquier paso ofrece un conjunto de

acciones.

3Estudios sobre la complejidad de la decidibilidad de equivalencias entre procesos no proba-
bilisticos se encuentran por ejemplo en [PT87, KS90, HT91].
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A partir de estos tipos de entornos se definen tres érdenes parciales:

1. p =4 p’ significa que al interaccionar con un entorno de traza, la probabilidad
de bloqueo de p’ es menor o igual que la de p. Este orden parcial es equivalente
al orden parcial <;, definido en [Chr90b].

2. p =< P’ significa que al interaccionar con un entorno de escoba, la probabilidad

de bloqueo de p' es menor o igual que la de p.

3. p <. P significa que al interaccionar con un entorno barbado, la probabilidad
de bloqueo de p' es menor o igual que la de p. Este orden parcial es equivalente
al orden parcial <, definido en [Chr90b].

Después se da una representacién matricial (similar a la dada en [Chr90b]) para
los procesos probabilisticos, caracterizandose la equivalencia entre procesos para las

tres relaciones inducidas por los drdenes parciales anteriormente expuestos.

Ademads, se presentan algoritmos para verificar las equivalencias entre procesos
generativos (es decir que pueden interaccionar con los tres tipos de entornos an-
teriormente definidos), que resultan tener complejidad polinémica (mien;cras que la
verificacién utilizando matrices es de orden exponencial}). Estos algoritmos estdn

inspirados en el trabajo de Tzeng |Tze85, Tze92].

En [CC92] se definen tres légicas para formalizar las seménticas anteriores. Ade-
mds, utilizando predicados en estas légicas expresan propiedades de seguridad (safety)

y vivacidad (liveness).

1.1.6 Autématas Probabilisticos

Recientemente se han presentado diversos trabajos en los que se extiende el modelo de
Autématas de Entrada/Salida [LT87] con probabilidades. Esencialmente, un autéma-
ta de entrada/salida es una sistema de transiciones etiquetadas donde las acciones son
divididas en dos conjuntos: las controlables localmente {acciones de entrada) y las no
controlables. Estas wltimas se dividen a su vez en dos tipos: las acciones de salida y

las internas. Ademds, las acciones de entrada siempre tienen que estar disponibles; es
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decir, cualquier automata tiene que poder ejecutar una accion de entrada si el entorno

se la ofrece.

En [SL94] se estudian varias extensiones de las relaciones de bisimulacién y simu-
lacion, utilizando como modelo una extension con probabilidades de los autématas
de entrada/salida con una interpretacion reactiva de las probabilidades. Para poder
estudiar propiedades sobre el modelo, se hace una adaptacion de la légica TPCTL

descrita en [Han91, HJ94] olvidando la informacién temporal.

En [Seg95a] se define una semantica basada en trazas para el modelo de autématas
probabilisticos definido en [SL94], y se extiende el método de simulacién de [LV91] al

nuevo modelo.

En [Seg95b] se extiende el modelo de [SL94| con informacién temporal y se estu-
dian varias semanticas, en particular una similar a la de [Seg95a] pero considerando

informacién temporal.

En [WS594] se extienden los autématas de [LT87] con probabilidades, dandose una
interpretacion generativa de las probabilidades. Cuando restringen los autématas a
aquellos que no tienen acciones ocultas, encuentran una semantica fotalmente abstrac-

ta con respecto a una definicién natural de pruebas probabilisticas.

1.1.7 Modelos con prioridades

En esta seccién vamos a considerar algunos trabajos que extienden algebras de pro-
cesos con una nocion de prioridad. A la hora de construir algebras de procesos con
prioridades, se han considerado fundamentalmente dos aproximaciones: asociar prio-

ridad con eventos o asociarla con operadores de eleccidn.

Asociar prioridad con eventos

Esta prioridad se puede asignar de una forma global o local.

e Prioridad global.
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En [BBKS&6] se define una extensién con prioridades de ACP, en la que se consi-
dera un orden parcial entre las acciones. Por lo tanto, se trata de una asignacién
global de prioridades, dado que si @ < b en un estado, no puede ocurrirque b < a
en otro estado. Este orden parcial expresa prioridad potencial, en el sentido de

que en cada estado existen dos posibilidades:

— La relacién de prioridad es la expresada por medio del orden parcial sobre
el conjunto de acciones, lo cual ocurre si el estado esta en el ambito de un

operador de prioridad 6.

— No existe ninguna estructura de prioridad entre las acciones.

En [Jef92] se considera un lenguaje que toma operadores de CCS y CSP, ex-
tendiéndolos con tiempo y prioridades, de modo que la asignacién de prioridades
se realiza mediante un orden total entre las acciones, salvo para las acciones
ocultas, a las que se les asigna prioridad localmente. Presenta una axiomati-
zacién para una nocién de bisimulacién fuerte, y muestra como transformar un
proceso temporal en uno no temporal mediante el etiquetado de las acciones

con tiempo.

Prioridad Local.

En [CH90| se extiende CCS con una nocién de prioridad en la que para cada
accién a € Act se definen una versién con prioridad @ y una versién sin prio-
ridad a. Ademads, definen una equivalencia observacional fuerte y dan una

axiomatizacién completa para los términos finitos.

En [BGLG93] se define un 4lgebra de procesos con una extensién temporal
(sobre un dominio denso) y una nocién de prioridad. La asignacién de prioridad

se hace localmente, asociando en cada momento una prioridad a cada accién.

En [NCCC94] se estudia un lenguaje similar al de [CH90] sobre el qﬁe se define
una equivalencia observacional débil y se da una axiomatizacién completa para

los términos finitos.
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Asociar prioridad con el operador de eleccién

En [S890], se extiende con una probabilidad el operador de eleccién de CCS. En
particular, esta probabilidad puede ser igual a 1, lo cual representa una forma de tratar
la prioridad. Para poder tratar estos casos eztremos, se considera una interpretacién
estratificada de las probabilidades. Se define una nocion de bisimulacion probabilistica

la cual resulta ser una congruencia sobre el calculo definido.

En [CW95], se extiende CCS con un operador de eleccién con prioridad. Se
define una nocién de bisimulacion fuerte, que resulta ser una congruencia, y se da
un conjunto de axiomas, el cual es completo con respecto a la bisimulacién fuerte.
Ademads, los axiomas siguen satisfaciéndose si consideramos los procesos ordinarios

de CCS sin este operador de eleccién con prioridad.

1.2 Resumen de la Tesis

En esta seccion haremos un breve resumen del resto de este trabajo. En todo caso,
en la introduccién de cada uno de los capitulos se explican con mayor profundidad

los contenidos y objetivos del correspondiente capitulo.

En el Capitulo 2 presentamos nuestro lenguaje, al que denominamos PPA. Damos
una interpretacion intuitiva de cada uno de los operadores del lenguaje, y a conti-
nuacion definimos una semantica operacional. A partir de la semantica operacional
definimos una semantica de pruebas en el sentido clasico, y aprovechamos para discutir
la utilidad de los factores de prenormalizacion para conseguir una interpretacion mas
intuitiva de las probabilidades con las que los procesos pasan las pruebas. Finalizamos
el capitulo con una explicacién de una de las decisiones de diserio mas discutibles de
las tomadas a lo largo de esta tesis: la separacion entre transiciones internas y externas
en la semdantica operacional; y en general con una descripcién de los problemas que

acarrea el hecho de tener acciones ocultas junto con probabilidades.

En el Capitulo 3 estudiamos una interpretacién reactiva de las probabilidades.
Bajo dicha interpretacion las pruebas que resultan pertinentes son simplemente las

trazas de acciones. Definimos una caracterizacion alternativa de la seméantica de
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pruebas utilizando trazas probabilisticas, que no son otra cosa que trazas ordinarias
junto con la probabilidad de que el proceso ejecute la misma al ser ofrecida por el
entorno. Mostramos que los operadores de eleccién externa no son congruentes para
este modelo, y definimos una semantica denotacional basada también en el concepto
de trazas probabilisticas que resulta ser completamente abstracta para el sublenguaje

en el que se omite el operador de eleccién externa.

El Capitulo 4 constituye la parte central de esta tesis. En el mismo estudiamos
la interpretacién generativa de la semantica de pruebas para PPA. En eslte caso, las
pruebas pueden ser tan complejas como los procesos. Como en el caso anterior defi-
nimos una caracterizacién alternativa para la semantica de pruebas. La misma estard
basada en una variante de los conjuntos de aceptacion en los que se incluye la infor-
macién probabilistica adecuada. Ast, los estados no seguirdn siendo meros conjuntos
de acciones, sino conjuntos de pares (accién, probabilidad). Ademds, en lugar de uti-
lizar secuencias de acciones para caracterizar los estados de un proceso, utilizaremos
secuencias de pares (estado, accién). Finalmente, un conjunto de aceptacién no serd
un conjunto de estados, sino un conjunto de estados con una probabilidad asociada.
Para probar que efectivamente se trata de una caracterizacién alternativa, haremos
una transformacion de los procesos a una clase de formas normales, aunque hablando
con propiedad no deberiamos utilizar dicha denominacidn, al tratarse de procesos
sintacticos que en ocasiones resultan ser infinitos. A partir de la demostracién obte-

nemos ademas como subproducto dos resultados muy interesantes:

e Fl conjunto de pruebas precisas para caracterizar la seméantica se puede reducir
notablemente, limitindonos a considerar las que denominamos barbas proba-

bilisticas.

e Fl hecho de utilizar factores de prenormalizacidén no influira en la equivalencia

inducida por la semdntica de pruebas.

A continuacién se define una seméantica denotacional para PPA. La misma esta
basada en el concepto de drboles de aceptacion, efectuando de nuevo las oportunas

modificaciones para adecuarlas al marco probabilistico. Estas modificaciones serdan
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similares a las comentadas anteriormente para el caso de la adaptacién de los conjun-
tos de aceptacién. Finalmente, se demuestra que esta semantica es completamente
abstracta con respecto a la semantica de pruebas, obteniendo en suma la equivalencia

entre las tres semanticas.

En el Capitulo 5 estudiamos un sistema axiomatico correcto y completo respecto
de la semantica de pruebas para el modelo generativo. Empezamos el estudio con los
procesos finitos, esto es, procesos en los que no aparecen ni recursiones ni procesos
divergentes. Para dicho subconjunto mostramos un sistema de axiomas correctos.
Para realizar la correspondiente prueba de completitud, introducimos formas nor-
meales para los procesos finitos. Estas formas normales coinciden con las descritas en
el Capitulo 4, si nos restringimos a las formas normales finitas. A continuacién se
estudia el sistema axiomatico para el lenguaje completo. Damos primero una serie
de axiomas que caracterizan el comportamiento del proceso divergente. Pero ahora
hemos de axiomatizar una relaciéon de orden, en lugar de una equivalencia, pues hemos
de tratar con aproximaciones finitas para definir la semdntica de los procesos recur-
sivos. Entre los axiomas aparece uno, en principio un tanto extrafio, que resultara de
gran utilidad a la hora de demostrar la completitud del nuevo sistema de axiomas.
Como veremos, el citado axioma resulta necesario por estarse trabajando con un

dominio que no es w-algebraico.

En el Capitulo 6 se presentan una serie de ejemplos que muestran la utilidad del
nuevo lenguaje para especificar procesos concurrentes donde la informacién proba-
bilistica juega un papel fundamental. En estos ejemplos se utiliza frecuentemente un

operador de composicion paralela que sera definido en el Apéndice A.

En el Capitulo 7 presentamos nuestras conclusiones y damos una seric de lineas

para trabajo futuro.

Para finalizar, en el Apéndice A estudiamos la inclusidn en nuestro modelo de un
operador paralelo y de un operador de restriccién (ocultamiento). El hecho de que
hayamos relegado a un apéndice el estudio de tales cuestiones proviene del notable
esfuerzo, especialmente de orden técnico, que conlleva su estudio. Ademas, al desga-

jar el estudio de estas cuestiones del nucleo de la tesis nos concedemos mucha mas
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libertad para tratarlos de un modo mas informal y especulativo. Asi, para el caso del
operador paralelo consideramos tres posibilidades: sin probabilidades asociadas, con
una probabilidad, y con dos probabilidades. Una vez definida la seméntica opera-
cional de cada uno de los nuevos operadores, pasamos a hacer un estudio seméantico
mas profundo del operador que incorpora una tinica probabilidad. Al ignal que ocurria
con la eleccién externa, el nuevo operador no es congruente para la semantica de prue-
bas del modelo reactivo. En el caso del modelo generativo, definimos la seméntica
denotacional del operador paralelo, y extendemos el conjunto de axiomas definido en
el Capitulo 5, incorporando una serie de axiomas para el nuevo operadof, median-
te las cuales podemos probar que el operador paralelo puede ser considerado como
operador derivado (al igual que ocurre en los modelos no probabih’sticosj dado que
podemos eliminar sus apariciones en cabeza. En consecuencia podemos elirﬁinar todas
las apariciones en los procesos finitos, mientras que ello sélo seria posible en el caso
infinito por medio de expansiones infinitas que nos conducirian a procesos sintdcticos

infinitos.

En el caso del operador de restriccién los resultados no son tan halagiiefios. Mos-
tramos que la inclusién de un operador tal nos conduciria a una serie de dificultades
para las que hemos encontrado posibles soluciones que no acaban de satisfacernos
totalmente. Una posible solucién es la inclusién de prioridades en el modelo, lo cual
complica notablemente todo el desarrollo ya realizado. Otra posible solucién seria
admitir al operador de restriccién como operador primitivo. Esto nos conduciria a
unas formas normales mucho mis complejas que las que tenemos, pues no resulta
en absoluto claro cual seria la forma adecuada de incorporar la informacién sobre

apariciones del operador de ocultamiento en las nuevas formas normales.
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PPA: Algebra de Procesos

Probabilistica
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En este capitulo vamos a presentar nuestra dlgebra de procesos probabilistica, a la
que llamaremos PPAl. Este lenguaje estd basado en un subconjunto del lenguaje
presentado en [Hen88] (este lenguaje aparecié por primera vez en [dNH8T7], siendo su
principal caracteristica que se sustituye el operador de eleccién de CCS por dos ope-
radores de eleccién, similares a los presentes en CSP), donde los operadores de eleccién
han sido etiquetados con una probabilidad. Por lo tanto, tendremos simulténeamente

una eleccién externa probabilistica y una eleccién interna probabilistica.
t

En principio, trabajaremos con un sublenguaje en el que no tenemos ni operadores
de composicién paralela ni operador de ocultamiento o restriccién. En el Apéndice A
veremos como se puede aadir un operador de composicién paralela sin variar las
semanticas definidas para el lenguaje, mientras que el hecho de afiadir un operador
de ocultamiento o restriccion nos llevaria a la necesidad de modificar la semdantica
para introducir una cierta nocién de prioridad. En este trabajo los valores eztremos
de las probabilidades (es decir 0 y 1) no seran considerados, dado que nos obligarian

a extender los modelos con informacién sobre prioridades (de forma similar a lo que

'Hemos decidido mantener las iniciales del nombre en inglés, Probabilistic Process Algebra, que

es el que utilizamos en [NdFIL.95].

25
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nos sucede al tratar un operador de ocultamiento o restriccién).

El resto del capitulo esta estructurado como sigue. En la Seccion 2.1 definimos
la sintaxis de nuestra algebra de procesos y damos una explicacion intuitiva de los
operadores. En la Seccion 2.2 definimos una semantica operacional para PPA. En la
Seccidén 2.3 definimos una semantica de pruebas (parametrizada por un conjunto de
pruebas) inducida por la seméntica operacional definida en la seccién anterior. Final-
mente, en la Seccién 2.4 comentaremos algunos problemas que aparecen al intentar
definir una nueva semantica operacional en la que se combinen transiciones ocultas y

observables.

2.1 Sintaxis de PPA

Definicién 2.1 Dado un conjunto? de acciones Act y un conjunto de identificadores
Id, el conjunto de procesos que constituyen PPA se define por medio de la siguiente

expresion BNF:
Pu= Nl |Q|Xa;P|P®, P| P+, P|recX.P

donde p € (0,1), a € Act y X € Id.

Dado un proceso P, definimos inductivamente el alfabeto de P, que notaremos por

afP), en la forma:
o a(Nil) = a() = a(X) = 0.
o afa; P') = {a} Ua(P).

[ ] a(P1+pP2):a(P1 EBPPQ)ZCI(Pl)UCE(Pz).

2En {NdFL95] pediamos que el conjunto de acciones fuera finito, dado que en las demostraciones
de ciertos teoremas (p.e. de abstraccién completa) considerdbamos ciertas pruebas que tenfan que
ofrecer fodas las acciones que pertenezcan al conjunto de acciones. Sin embargo, esta restriccidn
no es de hecho necesaria, pues en cada caso nos podemos restringir a las acclones que aparezcan
en los procesos, con lo que trabajariamos siempre con conjuntos finitos de acciones, sin mas que

restringirnos a las acciones que aparezcan en dichos conjuntos finitos.
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e a(recX.P') = o P').

Nétese que para todo procese P € PPA, su alfabeto es finito. 0

De ahora en adelante nos restringiremos a procesos de PPA en los cuales no haya
apariciones libres de identificadores (es decir, si un identificador X aparece en un
proceso P, deberd estar en el ambito de una declaracién del tipo recX.P’ donde P
es un subproceso de P'). Ademds, usualmente omitiremos las apariciones del proceso
Nil cuando su aparicién se pueda deducir del entorno {asi expresaremos el proceso
a; b, Nil simplemente como @e;b). A continuacién damos una explicacién intuitiva de

cada uno de los operadores:

Nil es un proceso que estd bloqueado, es decir no puede ejecutar ninguna accién.

2 es un proceso divergente, es decir un proceso que realiza continuamente com-

putaciones internas.

v

a; P es un proceso que primero ejecuta la accion a, y después pasa a comportarse

como P.

P @, @ es un proceso que se comporta como P con probabilidad igual a p, y
como () con probabilidad igual a 1 —p. Esta eleccién se realiza de forma interna

y de forma no determinista, es decir sin interaccidn alguna con el entorno.

P +, @ es un proceso que puede funcionar como P o como (), pero esta
eleccién depende del entorno. Ello significa que si el entorno ofrece acciones que
sélamente uno de los dos procesos puede ejecutar, entonces el correspondiente
proceso serd elegido. Por el contrario, si ambos procesos pueden ejecutar accio-
nes de las ofrecidas por el entorno, entonces la eleccién se efectuard teniendo
en cuenta las probabilidades con las cuales ambos procesos pueden ejecutar las
acciones ofrecidas, las probabilidades con las que el entorno ofrece las acciones,

y la probabilidad p que aparece en la eleccidon externa.

Por tanto, como en el caso no probabilistico, la eleccién externa tiene también

un grado de no determinismo, ¢l cual, excluyendo el debido a elecciones internas
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presentes en los procesos componentes de la eleccion externa, se debera a uno

de los dos factores siguientes:

1. Los procesos componentes tienen acciones comunes de entre las que pueden

ejecutar en su primer paso.

2. El entorno ofrece distintas acciones que pueden ser ejecutadas unas u otras
por los dos procesos en su primer paso, si bien cada una de dichas acciones

no tiene porgué ser necesariamente ejecutable por los dos procesos.

Obviamente, ambos factores de no determinismo pueden aparecer simultanea-

mente. En los ejemplos 2.2, 2.3 y 2.4 se ilustran las distintas situaciones posibles.

e recX.P es utilizado para definir procesos recursivos.

Ejemplo 2.2 Consideremos el proceso P, = a; Pl’-}-%a; P{'. Siel entorno ofrece una «,
posiblemente junto con mds acciones, el proceso P, ejecutara a (con probabilidad 1) y
pasara a comportarse como P] con probabilidad igual a  y como Py’ con probabilidad
igual a % Este es por tanto un ejemplo de 1o determinismo del primer tipo descrito.

0O

Ejemplo 2.3 Consideremos el proceso P, = a; P +1 b; Py'. Si el entorno ofrece
la accién a con probabilidad %, la acciéon b con probabilidad %, y otras acciones con

probabilidad total %, entonces P, ejecutaria la accién a con probabilidad proporcional

a 1-1 pasando a comportarse como Pj, y ejecutaria b con probabilidad proporcional a

2.1 pasando a comportarse como P}, Pero la suma de dichas probabilidades es menor

7

. 11,31 __ 7
que uno; en concreto vale 7 - ¢+ %3 = 3,

por lo que habra que normalizarlas (este
concepto quedara mas claro cuando definamos la composicién entre un proceso y una

prueba). La forma de hacerlo consiste en dividir cada una de dichas probabilidades

3.1
mientras que ejecutard la accion b con probabilidad TIsT = $. Este es un ejemplo
46 43
del segundo tipo de no determinismo. a
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Ejemplo 2.4 Consideremos el proceso P = (g; P1—|—41b; P2)+_31_ (a; P3+%b; P,). Supon-
gamos que el entorno ofrece la accién a con probabilidad %, la accién b con proba-
bilidad % y otras acciones con probabilidad total % Entonces, la probabilidad total
(antes de normalizar) con la que P gjecutarfa acciones ante dicha oferta es igual a

Loel L 3 2 2 (L. 11 2y__19
3(4 5+4 5)+3 (2 5+2 5)"’60'

Tras normalizar, el proceso P ejecutard la accién a con una probabilidad igual a
iiip211 B ., . 1324212 10
45mi2d = § = .5, y la accién b con probabilidad $4-Epl2E = § = 14

60 80 60 80 19

Las distintas continuaciones del proceso P tras ejecutar una accion son:

e El proceso P ejecutara la accidén e y pasard a comportarse como P, con proba-
1.1

bilidad %% = .

650

o Kl proceso P ejecutara la accidén a y pasard a comportarse como Pj con proba-
2.1

bilidad 1% = £.
60

e El proceso P ejecutard la accién b y pasard a comportarse como P, con proba-

- 1.3.2
bilidad 4% = 3.
&
e El proceso P ejecutara la accidén b y pasard a comportarse como P; con proba-

2
bilidad Ly

=

e

6
En este ejemplo se combinan los dos tipos de no determinismo externo que se

pueden producir en la eleccidn externa. |

Para finalizar esta seccion, generalizaremos los operadores de eleccion de forma
que puedan tener un numero arbitrario de argumentos (en lugar de dos). Estos
operadores generalizados serdn utilizados frecuentemente a lo largo de esta tesis (e.g.
para definir formas normales, para definir pruebas generalizadas, etc.). Para el caso
de la eleccidén externa, exigiremos que los procesos estén guardados mediante prefijo

y que no se produzca no determinismo por causa de dos prefijos iguales.

Definicién 2.5 Sean P, P,,..., P, procesos de PPA, sean a4, @y, ..., a, € Act accio-
nes diferentes, y sean py,pa,...,pn > 0 tales que 3 p; = 1. Definimos inductivamente

la eleccion externa generalizada en la forma:
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1
1. Z[l] al;Pl = a1;P1

=1
n n—1 A

2. Y ol as P = (an; Pu) +p, D [PE] (@ivn; Pivt) .
=1 =1

Definicién 2.6 Sean Py, Ps,..., P, procesos de PPA, y sean py,pa,...,p, > 0 tales

que 3. p; < 1. Definimos inductivamente la eleccidn interna generalizada en la forma:
0
1L Plpl P =0

2. [1]P1=P1

n n—1
3. @[P£]P£=P1®pa@[f—i+ﬁlpi+1 [si Epi=1 A n>1]
i=1 i=1

4. PBlpi Piz@[%]ﬂeapﬂ [stendop=3p; <1 A n>0]
i=1

i=1

a

Nétese que en la eleccidn interna generalizada la suma de las probabilidades puede

ser menor que 1. La diferencia entre 1 y dicha suma indica la probabilidad de
2

divergencia®. Por ejemplo, P = @([3] A) ([3] P2) = (A @1 P2) @2 £, es decir
=1
la probabilidad de que el proceso P diverja en su primer paso es igual a £ (junto con

las probabilidades aportadas por P, y P,).

2.2 Semantica Operacional de PPA

En esta seccién introduciremos una semantica operacional para nuestra algebra de

procesos. En dicha semantica operacional tendremos dos tipos de transiciones:

" 3Naturalmente, a dicha probabilidad habria que afiadir la que aportasen cada uno de los argu-

mentos de la suma, multiplicadas por la probabilidad de cada argumento.
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o El significado intuitivo de una transicién del tipo P —, @ es que si el entorno
ofreciera todas las acciones que constituyen el conjunto de acciones Aet, con una
distribucién equiprobable, entonces la probabilidad de que el proceso P ejecute

la accién @ y pase a comportarse como el proceso @) es igual a p.

¢ El significado intuitivo de una transicién del tipo P >—, Q es que el pro-
ceso P pasa a comportarse como el proceso ¢ con probabilidad igual a p, sin

interaccionar con el entorno {es decir, se trata de una transicién interna).

En nuestro modelo, las transiciones internas se efectian lo antes posible, de modo
que un proceso no puede realizar transiciones observables hasta que ha realizado
todas sus transiciones internas pendientes. Esto quedaria plenamente justificado si
introducimos una componente femporal en nuestro lenguaje. En la mayoria de las
propuestas para extender con tiempo las dlgebras de procesos, las acciones ocultas
se consideran urgentes; es decir, un proceso no puede dejar pasar el tiempo mientras
pueda evolucionar mediante una transicion interna. Un ejemplo de esto se puede ver
en [NJ91, Sch95, LAFN96.

Para evitar una notacién mas complicada, hemos evitado la introduccién de indices
en la definicién de las transiciones. Usualmente (a partir de [GJS90]), tales indices se
utilizan para distinguir entre diferentes apariciones de una misma transicién probabi-
listica. En lugar de utilizar dicha solucién, nosotros consideraremos que si una tran-
sicion se pueda derivar més de una vez, entonces cada derivacidn genera una ocurren-
cia diferente de esta transicion, lo cual puede ser formalizado usandoe muiticonjuntos
de transiciones en lugar de utilizar conjuntos de transiciones. Otra forma de evitar
estos problemas consiste en aumentar el nimero de reglas, como se hace por ejemplo
en [L.S92).

Ejemplo 2.7 Sea P = a; Nil +10; Nil. Entonces, P tendra la transicién P —»1 Nil
2

dos veces. Consideremos ahora el proceso @ = @' D1 ¢)'. De nuevo, la transicién

Q> 1 Q' aparece dos veces. _ )
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En el resto de este trabajo utilizaremos la siguiente notacion:

¢ P> 2 dp, P P>—, P e P> not. Ap, P': P>, P’
o P4y M 3 pip P o« P/ X oy pipty P
o P 2t Jda,p, P': P 25, P s P/ 1ok Aa,p, P': P 25, P

Aligual que en el caso no probabilistico, podemos extender la relacién inducida por
las transiciones internas, >—, considerando una relacion P >— P’ que indica que
el proceso P ha evolucionado al proceso P’ tras ejecutar una secuencia de transiciones
internas, tal que el producto de las probabilidades asociadas a las mismas es igual a p.

En nuestro caso pediremos ademas que el proceso P’ no pueda ejecutar transiciones

internas.

Definicién 2.8 Sean P, P’ dos procesos. Diremos que P evoluciona a P’ por medio
de una transicion interna generalizada con probabilidad p si P >— P’ se puede

derivar aplicando las siguientes reglas:

P >3} P st P esestable (i.e. P >/>)
P> P'si 3q,¢,Q: P>—=,Q>=, PPAp=q-q

O

Al igual que en el caso de las transiciones de la forma >— tendremos que conside-
rar las posibles repeticiones que se produzcan entre transiciones; asi la nueva relacién
induce un multiconjunto de transiciones en lugar de un conjunto. Por ejemplo, si tene-
mos dos veces la transicion P >—, ¢}, y podemos generar la transicién generalizada

Q >} P’ tres veces, tendremos la transicién generalizada P >—; P’ seis veces.

Tras esta introduccién nos encontramos ya en condiciones de enunciar las reglas

que permiten definir las transiciones de cada uno de los operadores.

2.2.1 Nil, © y Prefijo

El proceso Nil es un proceso inactivo, es decir un proceso que no puede producir

ninguna transicion. El proceso §) es un proceso que solo tiene actividad interna, por
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lo tanto para él sélo tendremos una regla que nos indica que, con probabilidad 1,
evoluciona de forma interna a si mismo:

Para el caso del operador de prefijo tendremos también una tinica regla, indicando
que un proceso de la forma a; P ejecuta la accion a, con probabilidad 1, y pasa a
comportarse como P; es decir:

PREy————
( )G;P—a)lp

2.2.2 Eleccién Interna

Para la eleccién interna tendremos dos reglas que indican que un proceso de la forma
P &, Q pasa a comportarse de forma interna (y por lo tanto no determinista) como

P con probabilidad p y como @ con probabilidad 1 — p.

(INTY) (INT2)

P®,Q >, P P&, Q>—1,0¢

2.2.3 Eleccion Externa

Para el caso de la eleccién externa tendremos dos grupos de reglas. En el primer
grupo trataremos el caso en el que alguno de los procesos que componen la eleccién

externa puede ejecutar transiciones internas:

P>, PA Qpg=0 (EXTQ)QHQQ’/\ Py =0

EXT1
( )f"'p“J rg 7T W P, Q> P+,

P>, P'ANQ>>,

EXT3
( ) P4,Q >—g.4, P +,Q

Las dos primeras reglas indican que si sélo uno de los procesos puede evolucionar

mediante una transicién interna, entonces se puede realizar tal transicién, pero sin
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por ello resolver la eleccidn interna. La condicion Qg = 0 (resp. Py = 0) que aparece
en la primera regla es la que indica que la probabilidad de que el proceso @ (resp. P)
realice una transicion interna es igual a 0. Formalmente, dicha funcién se define en

la forma:

Re=Y{s|R> R}
Rr

La tercera regla indica que si los dos procesos pueden efectuar transiciones inter-
nas, éstas se ejecutaran al mismo tiempo, sin que de nuevo se resuelva la eleccién. De
nuevo, esta decision es bastante natural, dado que todo el no determinismo interno
se tiene que resolver antes de que el proceso pueda empezar a realizar transiciones
observables; por lo tanto asumiendo una cierta hipdtesis de mdzimo progreso pode-
mos considerar que estas transiciones se realizan a la vez. De todas formas, las tres
reglas dadas se pueden convertir en sélo dos, suprimiendo la dltima, si bien habra
que tener en cuenta en ellas si los dos procesos pueden realizar transiciones internas
o no. En tal caso, conservamos basicamente el mismo significado intuitivo de los
procesos, pero optamos por una semantica de entrelazamiento, de modo que si los
dos procesos compuestos en eleccion externa pueden realizar transiciones internas al
mismo tiempo, éstas seran realizadas en alternancia. Las reglas correspondientes a

dicha variante serian las siguientes:

(EXT1') Py - (EXT?2) ;

donde la funcién f(P, Q) viene definida en la forma:

p o osiQ >/
f(P,Q): l—p SlP>7L>

1 e.0.Cc

Finalmente, nétese que a pesar de las reglas anteriores 4+, no es un operador
estdtico. Dichas reglas indican que las acciones internas (i.e. las transiciones internas)
no resuelven las elecciones externas, pero si lo haran las acciones externas gobernadas

por el segundo grupo de reglas para la eleccién externa. Como ya hemos dicho al
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principio de esta seccién (ver pagina 31), las transiciones internas se han de realizar
antes que las externas; por lo tanto estas reglas s6lo seran aplicables cuando los dos
procesos estén estables, es decir, no puedan realizar de momento més transiciones

internas. Elo se indica por medio de las condiciones incluidas en las reglas.

P‘%if'/\ szo
P+in>p.éP’

Q i)'qg/\ Pm =0
P+,Q _a>(1—p)-fi Q'

(EXT4) (EXTS)

El valor § se obtiene a partir de la probabilidad ¢ con la cual la transicién observa-
ble es realizada, y teniendo en cuenta si ambos procesos pueden realizar transiciones
externas. Si uno de los procesos no puede realizar acciones externas, la probabilidad
total va a parar al otro proceso; por contra, si los dos pueden realizar transiciones
externas, entonces se tiene en cuenta la probabilidad p de la eleccién externa. En
concreto, la probabilidad de que un proceso pueda realizar transiciones observables

viene dada por la funcién
Ry=Y{s|{Ja:R->, R}
Rf
a partir de la cual el valor de ¢ queda definido como

q
p-Pe+(1-p)-Qy

Gg=

2.2.4 Recursion

Para el operador de recursidn tenemos una unica regla que indica que la recursién se

despliega:

(REC) recX.P >—; P{recX.P/X}

Con esta definicién de semdntica operacional tenemos que las transiciones internas
v observables no se entremezclan; es decir, si un proceso puede realizar transiciones
internas, entonces no puede realizar transiciones observables y viceversa. Esto queda
expresado en el siguiente lema, cuya demostracién por induccidén estructural resulta

trivial.
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(PRE) PG, F

(INT1) (INT?)

a;P—aHP P@pQHl—pQ

P, P'A Qg=0 Q>—¢@'A Pg=0 Pr>——=g4 P'A Q>—,, Q'
(EXT]-)P+PQ§‘—*GP'$pQ (EXTZ)P—H'H'G;Q" (EXTS) HT‘Q‘;'—’mWTPL:;Q‘

(EXT4)P—G+ P'a Qa= {E_X_Té) Q--a—}q?‘/\ P@‘=0

P-I-pQ—a}p,qP" T Tplw— T(1—p)-g=

(REC) (DIV) ge—s

rec X.P>— P{rec X.P/X} 0>— 10

R$=ERIHS|R>—)3R"]}, R+:ZRJ{S|HG:RL}SR’H’6:W¥TPW

Figura 2.1: Semantica Operacional de PPA.

Lema 2.9 Sea P un proceso. Entonces, si P >— tenemos P #—. O

Notese que el otro sentido de la implicacion no es cierto, dado que, por ejemplo,
Nil no puede realizar ningiin tipo de transiciones, ni internas, ni externas. Nétese

también que la condicion del lema anterior es equivalente a que si P — entonces
P >/—.

La demostracion del siguiente corolario es trivial a partir del lema anterior y de

la definicién de la semantica operacional.

Corolario 2.1 Sea P un proceso. Entonces se tiene
0

Finalmente, en la Figura 2.1 mostramos agrupadas todas las reglas que definen la

semantica operacional de PPA.

2.3 Semantica de Pruebas

Una vez que hemos definido la seméntica operacional de nuestro lenguaje, vamos a

pasar a definir una semantica de pruebas inducida por la misma. Para definir una
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semantica de pruebas, lo primero que debemos definir es la nocién de prueba. Siguien-
do la teoria cldsica de semdntica de pruebas [INH84, Hen88] consideraremos que las
pruebas seran procesos construidos con la sintaxis dada en la Definicién 2.1, pero
extendiendo el conjunto de acciones con una nueva accidn w ¢ Act, que indica la ter-
minacion con éxito de la prueba. Este es un punto que representa un cambio drastico
con respecto al modelo mds cercano al nuestro, que es el presentado en [Cua93]. En el
mismo las pruebas no pueden ser procesos cualesquiera, sino que tienen que cumplir
unas propiedades bastante restrictivas: ausencia de no determinismo, tanto interno
como externo, y continuacion de la prueba sélo tras una de las acciones ofrecidas en
cada paso. Ademads la seméntica de pruebas no se puede definir a partir de la com-
posicién paralela de un proceso y una prueba, sino que tiene que definirse mediante
un procedimiento ad-hoc que precisa de induccién estructural sobre la sintaxis de los

Procesos.

Definicién 2.10 Dado un conjunto de acciones Act y un conjunto de identificadores
Id, el conjunto de las pruebas, que notaremos por 7eést, se define mediante la siguiente

expresion BNF':
Tu= Nil|Q|X |a;T| T, T|T+,T | recX.T
donde p € (0,1}, a € Act Uw, y X € Id. 0

La semantica operacional de las pruebas es la misma que la definida en la seccién

anterior para los procesos, considerando w como una accién mas.

A continuacion debemos definir cémo interaccionan una prueba y un proceso.
Como en e] caso no probabilistico, esta interaccién serd modelada mediante la com-
posicién en paralelo del proceso y la prueba, considerando como conjunto de sin-
cronizacién el conjunto de acciones Act (obsérvese que la accién w no pertenece al

conjunto de sincronizacién) y ocultando* las acciones del conjunto Act.

4Realmente esto no es fundamental, simplemente lo hacemos para mantener una notacién uni-
forme entre las transiciones de la composicidn paralela que se producen por causa de una transicién
externa y las que se producen por causa de una transicion interna, dado que lo Unico que nos interesa

es la probabilidad con la cual se realizan las transiciones.
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Como en el caso de la eleccidn externa tendremos dos grupos de reglas, uno que
trata las transiciones internas, tanto las del proceso como las de la prueba, y otro

para las acciones observables.

P>—,PATg =0
P T, P 11

T>=,T'"NPy =0

P, P

(PAR1) (PAR2)

P>, PAT >—, T

PAR3
( ) P|Tvr—pq P | T

El significado de estas reglas es similar al de las tres primeras reglas de la eleccion
externa que ya explicamos en su momento: si el proceso y/o la prueba pueden realizar
transiciones internas, éstas se realizan antes de cualquier transicion externa. Ademas,
como también indicamos para el caso de la eleccién externa, estas tres reglas se
podrian reducir a dos si queremos evitar el hecho de que los dos procesos realicen sus
transiciones internas al mismo tiempo (ver pagina 34). De todas formas, el hecho de
que las transiciones internas se realicen al mismo tiempo no implica que el cilculo

definido sea sincrono.
Nos queda por presentar una regla que considere el caso de la sincronizacion entre
el proceso y la prueba, y otra para la ejecucion de la accién de terminacién con éxito,

w, por parte de la prueba:

Tl)pT’/\P@:O
TPITVS, N

P2, PAL ==, I
P|Tvr—, P |T

(PARA) (PARS)

Cuando ni el proceso ni la prueba pueden realizar transiciones internas, se podran
aplicar estas reglas. Ndtese que una vez que la composicion entre proceso y prueba
realiza una transicion etiquetada con la accion especial w, esta composicidon no puede
realizar mds transiciones (lo cual tiene sentido, dado que la prueba ya ha tenido €zito).

Nétese también que para aplicar la regla tenemos la condiciéon Py = 0, de modo
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que si nos encontramos un proceso divergente (es decir, que sea operacionalmente
equivalente a 1), ninguna prueba serd pasada, dado que la composicién en paralelo
entre el proceso y la prueba generard una secuencia infinita de transiciones internas

asociadas a la divergencia del proceso, que tendrd probabilidad 1 de realizarse.

Falta por indicar como se definen los valores de las probabilidades r; y r; asociadas
a estas transiciones. Tendremos

. peg P i

To = ——=

p(P,T)

donde p(P,T) es un factor de normalizacién, similar al utilizado en [CSZ92] (con-
siderando que dicho factor se utiliza solamente cuando sélo se pueden ejecutar accio-
nes visibles), que nos indica la suma de las probabilidades de las acciones que el par
proceso-prueba puede ejecutar en su primer paso cuando tanto el proceso como la
prueba estan estables. Al dividir por dicho factor, la suma de las probabilidades de
las transiciones generadas por transiciones observables que la composicién entre el
proceso y la prueba pueden realizar se hace igual a 1. La definicién formal del factor

de normalizacién es la siguiente:

wPT) =% {p-q|3P,T': PS5, PAT -5, T}
+3{p|3IT: T 5, T}

En realidad la forma en la que se ha definido el factor de normalizacién, y en
consecuencia los valores de ry y r2, no resulta ser candnica. Otras definiciones alter-
nativas serian por tanto justificables. De hecho somos conscientes de que la opcién
que hemos tomado no es la mds intuitiva, pero hemos preferido optar en esta Tesis,
como ya se hizo, conscientemente o no en [CSZ92], por una definicién relativamente
sencilla que no complique exageradamente los computos precisos para manejarla. En
concreto, bajo nuestra definicién la accién w podria robar probabilidad a las accio-
nes observables ejecutables por el par proceso-prueba, en el caso de que éstas sean

ofrecidas por el proceso junto con otras acciones no ofertadas por la prueba.
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Para resolver este problema, en lugar de estos valores, podriamos haber intro-
ducido unos factores de prenormalizacién como los que ya utilizamos en [NdF95b],

de modo que obtuviéramos

IR OR AR C) 2 (p)

" W(P,T) T W(PT)

donde fP 'T(p) viene dado por el cociente entre p (la probabilidad asociada a la tran-
sicién observable del proceso) y el factor de prenormalizacion correspondiente al pro-

ceso P al ser puesto en paralelo con 7.

P
P3P T P, PAT 5, T'}

PT, \ _
1 (P) = Ea‘ﬂ

De igual forma, ff T(¢) es igual al cociente entre ¢ (la probabilidad asociada a la
transicién observable de la prueba) y el factor de prenormalizacion correspondiente

a la prueba 7" al actuar sobre P.

PT, \ _ 9
2 (q)—za{]rHP’,T’,p’: T, T"AP =p P} +5{r|37": T =, 1"}

En definitiva, los factores de prenormalizacion sirven para recalcular la probabili-
dad de las acciones que realmente tanto el proceso como la prueba podran ejecutar

al componer ambos en paralelo.

Una vez definidos los factores de prenorrﬁalizacién, deberiamos definir un nuevo
factor de normalizacion p'(P,T), que sigue las pautas del definido anteriormente, si
bien en este caso hemnos de considerar fIP ’T(p) y f2P ’T(q) en lugar de p y q. Por lo

tanto:

f(P,T) =S A 0 - 1P )| 3P, T P2, PAT 25, T}
+5{ £ 3T TS, T')
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Veamos a continuacidén un ejemplo que ilustra las diferencias entre ambas aproxi-

maciones al problema de la normalizacién.

Ejemplo 2.11 Sean P=a+ 1 b, T=a+ 1w, y consideremos P | T. La composicién
tiene dos transiciones: P | T ——,, Nil | Nil y P | T +5,, Nil que obviamente no
pueden ser ampliadas. Si utilizaramos los factores de prenormalizacién para calcular
las probabilidades de ambas transiciones, obtendriamos z; = z, = %, lo cual es
bastante razonable, dado que en el entorno en el que se encuentra el proceso P, la
accién & no es ofrecida; en consecuencia la probabilidad con la que el proceso P ofrece
de hecho la accién a deberia devenir en 1, lo cual se consigue al utilizar los factores
de prenormalizacién. Sin embargo, si no utilizamos factores de prenormaiizacién (o
equivalentemente f57 y f5°7 no fueran otra cosa que la funcién identidad), como
ocurre en este trabajo o en [C8Z92], obtenemos £; = § mientras que z, = &. Es
decir, la presencia de la accidn b le ha gquitado probabilidad a la transicién que se
realiza por la sincronizacién en la accién e, yendo a parar a la transicidn que ejecuta

la aceién w. 0

En cualquier caso, a pesar de que utilizar los factores de prenormalizacion resulta
mas intuitivo, las relaciones de equivalencia inducidas por la semantica de pruebas no
cambian, se utilicen dichos factores o no, como se vera en el Capitulo 4, lo que justifica
formalmente el obviarlos, si asumimos que nuestro interés a la hora de introducir
la semantica de pruebas no es otro que el de tener un mecanismo para definir la

equivalencia semantica entre procesos.

En la Figura 2.2, mostramos agrupadas las reglas que definen la interaccién entre

los procesos y las pruebas.

El siguiente paso de cara a definir la semdantica de pruebas consiste en definir
el concepto de computacién de la composicién entre un proceso y una prueba, dis-
tinguiéndose a continuacion las computaciones con éxito, que seran aquéllas en las
cuales la prueba ejecuta la accién de aceptacion w. Como quiera que las computa-
ciones tendrdn asociada una probabilidad, agregando las de las computaciones con

éxito obtendremos finalmente la probabilidad con la cual un proceso pasa una prueba.
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P>, PPANT=0 T>,T"NPgy =0 P>—, PAT >—, T

P|{Tvwr—s, P|T P|Tvw——, P|T P|T vr—p, P T
P, PPAT 5, T T2, T'"APg =0
PITr=, PP T P|T %, Nil

donden:;—(%qi—ﬂ)- v ngﬁ

Figura 2.2: Reglas para la composicién de procesos y pruebas.

Definicién 2.12 Sea P un proceso y T una prueba. Una computacion C' es una

secuencia mazimal de transiciones de la forma

C:P|Tl—)~p1 P1|T1|—>p2"-Pn_1 |Tn_1 IL};,T‘R

donde * denota o a una etiqueta vacia o a Ja accion especial w, y por mazimal
entendemos que C' no se puede extender mas, esto es no existen p > 0, R’ tales que
R+, R |

Cuando la dltima transicién es de la forma P,_; | Thoy ——,, Nil, diremos que
la computacién ha tenido ézite. Denotaremos por Ex{P,T) al conjunte de computa-

ciones con ézito a partir de P | T

La probabilidad de una computaciéon C, Pr(C), se define inductivamente en la
forma:
Pr(Nid)=1
Pr(P|T+=,C)=p- Pr(C)

Finalmente, definimos la funcién pass(P, T'), que nos indica la probabilidad con

la que el proceso P pasa la prueba T', en la forma

pass(P, T) = Z Pr(C)
CeEz(P,T)
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Ahora, dada una familia de pruebas, podemos definir la nocién de equivalencia de
pruebas asociada a la misma. En principio, segiin consideremos una u otra familia de

pruebas, tendremos diferentes relaciones de equivalencia.

Definicién 2.13 Dado un conjunto de pruebas probabilisticas, 7, y dos procesos
P y @, definimos la relacién de equivalencia de pruebas inducida por la familia de

pruebas T, ~+, en la forma
Pmr @ sii VT €T : pass(P,T) =pass(Q, T)

g

Para terminar esta seccién damos el siguiente lema que nos indica qué tanto las
pruebas que contienen elecciones internas, como las que contienen elecciones externas
induciendo no determinismo debido a que las dos pruebas compuestas contengan
acciones comunes entre las que se ofrecen en su primer paso, pueden ser eliminadas

por resultar redundantes.

Lema 2.14 Sea P un proceso, sean T, T pruebas, y sea a € Act. Entonces,
1. pass(P, (T &, T")) =p- pass(P,T) + (1 —p) pass(P, T")

2. pass(P, (a;T) +p (a;T")) = pass(P, a;(T®, T"))

Demostracién: Para el primer apartado, si el proceso no puede realizar transiciones
internas, el resultado es trivial, por aplicacién de la regla (PAR2). En caso contrario,

consideremos los siguientes multiconjuntos de procesos y pruebas:
{P| P>y P} {GIT>>, T - {GIT >, Tk}

Utilizando repetidas veces la regla (PAR3) hasta que la prueba y/o el proceso no
puedan realizar mds transiciones internas, y utilizando después si ello es necesario las
reglas (PAR1) y (PAR2) obtenemos

P1T}—)311'“'—)Sij‘Pi|T.|?'
P|T‘|_-}t11""——>tikPE|TI::
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donde 8118 =pi-q; ¥ tu-ctie = Pi T

En consecuencia tenemos pass(P , T) = ¥, ;pi - q; - pass(P;, T;) mientras que
pass(P, T') = Zippi -1 pass(P;, Tp).

Consideremos ahora P | (T' @, T’); utilizando entonces un argumento similar al

empleado en el caso anterior, obtenemos las siguientes computaciones

PI(T@,T") sy P T g g P | T
P I (T @p T’) }———)(l_p)-p:. P: | T' }—)ril P |,_._.+r;k R | T’i

donde cada proceso P/ verifica P >y P! >— P;, teniéndose ademas p! - p!! = p;.
Entonces, utilizando un razonamiento sencillo por induccién, obtenemos que
(p-p) NOsi; =p-pi-¢ y (1 —p)-p) -Mry = (1 —p)-pi- 7, de lo cual se
sigue facilmente el resultado a probar.
La demostracién del segundo apartado se basa en la utilizacion del multiconjunto
de los procesos { P, | P —5,, F;}. Si dicho multiconjunto es vacio ya habriamos

terminado. En otro caso, tendremos por un lado las computaciones

Pl{a;T+,a;T)— gz P | T
pIR

Pl(a;T+,a;T Y —ppt-p B | T’
3P

mientras que por el otro tendremos

P |a;(T€BpT') —_pi P (T@pT’)

M oee

con lo que utilizando el apartado anterior llegamos al resultado que queriamos de-

rnostrar. g

2.4 Separacién entre transiciones internas y ex-

ternas

En esta seccion vamos a comentar uno de los puntos que mas alejan a nuestra

semantica operacional de otras propuestas anteriores para lenguajes probabilisticos.
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Nos referimos al hecho de que en nuestra seméantica operacional no se mezclan las

transiciones internas con las externas.

Consideremos el siguiente proceso no probabilistico: P = a+ (0 & ¢). En la
semdntica operacional definida en [dNH87], P tiene las transiciones P — Nil,
P> a+by P > a+c Sin embargo, y al margen de las probabilidades,
en nuestra semantica operacional este mismo proceso sélo tiene las dos dltimas tran-
siciones. Los problemas que aparecerian si mezclaramos transiciones internas y exter-
nas en nuestra semantica operacional son similares a los que aparecen en el marco de
algebras de procesos probabilisticas basadas en CCS, en las que se maneja una accién
oculta 7, cuando se define una semdantica de pruebas. Para ilustrar estos problemas,
nos centraremos en el trabajo desarrollado en [CSZ92, YCDS%4|, y veremos dos de
los problemas que causa el hecho de mezclar estos dos tipos de transiciones: las 7’s
son necesarias en las pruebas, o equivalentemente el hecho de quitarlas restaria ca-
pacidad a la hora de distinguir entre procesos con el conjunto restante de pruebas
(obsérvese que nosotros en cambio podemos eliminar de las pruebas las elecciones
internas en virtud del Lema 2.14); y las 7’s no se pueden elevar en los procesos hasta
sustituirlas por elecciones internas entre estados, lo cual impide hablar de una nocién
de estado global en los que las acciones ocultas no aparezcan (cosa que a nosotros
no nos ocurre, como quedara probado por nuestra semantica denotacional basada en
arboles de aceptacién que mas adelante desarrollaremos, en cuyos estados no aparecen
acciones ocultas [NdFL95]).

En el resto de la seccidn, usaremos la representacién grifica de los procesos y de
las pruebas considerados como sistemas probabilisticos de transiciones etiquetadas,
junto con las definiciones dadas en [CSZ92]. En dicha representacién grafica, un
circulo negro denotara un estado bloqueado, mientras que dos circulos concéntricos

denotaran un estado de éxito.

2.4.1 Las 7’s serian necesarias en las pruebas

Consideremos los sistemas probabilisticos de transiciones etiquetadas que siguen:
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Py

(1} e

Tenemos que para cualquier prueba 7' en la cual no aparezcan acciones ocultas,
7’s, pass( Py, T) = pass(P,, T). Ello es debido a que las inicas pruebas fundamentales
(denominadas trazas probabilisticas en [YCDS94]) que no contienen 7’s que podrian

distinguirlos son de la forma
Ty T,

[1]a [pl @ [L-pla

©

Pero si consideramos la prueba T que sigue

tenemos que pass(Py, T) = % mientras que pass(P,, T) = %. Ello es asi dado que

% = é : % + % + 1, donde el primer sumando indica que P, ejecuta 7 mientras que T
no lo hace, y tras ello se ejecuta la T de T'; el segundo sumando indica que T' ejecuta

7 y P, no; mientras que el dltimo sumando indica que los dos ejecutan 7 a la vez.

Hay ain casos peores. Por ejemplo, si consideramos los procesos (utilizando una
sintaxis a lo CCS) P =gq; Nil y ( = 7;a; Nil tenemos que en el marco de pruebas
definido en [CSZ92, YCDS94| estos procesos no son equivalentes, lo cual no deberia
ocurrir en una semantica de pruebas, es decir, en una semantica puramente observa-

clonal.
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2.4.2 Las 7’s no se pueden elevar en los procesos proba-

bilisticos
Consideremos el sistema probabilistico de transiciones etiquetadas que siéue:

f

i
Si pudiéramos elevar las 7’s, en el sentido de que existiera una eleccién interna en

cabeza (es decir, algo similar a lo que expresa la ley de CCS (7;b)+7; (a+b), = a+7; b),

este proceso seria equivalente a un proceso P’ de la forma

donde los p; son todos distintos (si hubiera dos iguales, se podrian agrupar sumando

el valor de las correspondientes ¢;), y ¢+ >; ¢ = L.

Claramente, g deberia ser igual a -;—, dado que la probabilidad con la cual P pasa
la prueba a;w es igual a %, y ¢ es un valor que indica la probabilidad de no poder
ejecutar la accién a. También es claro que debajo de cada 7 debe aparecér la accién

b dado que la probabilidad con la cual P pasa la prueba b;w es ignal a 1.

Consideremos entonces la siguiente tabla, en la que la primera columna denota
una serie de pruebas, la segunda indica la probabilidad con la cual el proéeso P pasa

esa prueba, y la tercera indica la probabilidad con la cual P’ pasa la prueba.
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P P
a;w +1 by Vil _L11//424..11/22 =1 Y qi - s (1)
@ Nil +y b | s =3 itZa - (1-p) (2)

. N . yelfz 1 _ 1|11 . 1-p;)-1/2
T,Nzl—l—%b,w 1/4+1/2'%_E Z'E"'E%'T/izﬁf_%)%ﬁ (3)

) i 172
T; Nil -I-% a)w 1/4 2. 92‘ ) 1/§+pf-1/2 (4)

Supongamos que P y P’ pasan todas las pruebas con la misma probabilidad.

Por (3) tenemos 5 & - % = -212. Dividiendo entre % en los dos lados de la
({1;;,'!_)_1/2 = £. Por (2) tenemos 3" ¢;- (1 —p;) = %,
lo cual implica 3 ¢; - 1%;"—,_2 =Y q - (1 — pi), lo cual es obviamente falso, dado que

igualdad anterior, tenemos 3 ¢; - Yo

(1—-p;} < ﬁf’;—g, puesto que p; > 0.

Otro razonamiento para mostrar que P v P’ no son equivalentes es el siguiente.

Por (4) tenemos 1 = Y% . % = 3. % . 2. Entonces llegamos a una con-
., . 1
tradiccién dado que % =3 q- %‘p‘, <3 q —_) %

Estos resultados nos llevan a pensar que bajo el modelo definido en [CSZ92,
Y(CDS94] no se podra conseguir una seméntica denotacional basada en una nocién

de estado en los que las acciones ocultas, 7, no aparezcan.

La solucién a este problema no es ni mucho menos sencilla. En el marco seméntico
de [CSZ92, YCDS94], una posible solucién podria consistir en introducir una nocién
de prioridad, y considerar un valor estdiico para las probabilidades de las 7’s (ello
se podria conseguir parcialmente mediante el uso de prenormalizaciones como en

(NdF95b]), de forma que tuviéramos
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donde — denota una transicién de baja prioridad. Con ello el proceso a +17; b seria

equivalente al proceso b @1 (@a+1b).






Capitulo 3

Semantica de Pruebas para el
Modelo Reactivo

En este capitulo daremos una interpretacién del modelo reactivo [LS89, vGSST90]
utilizando una semadntica de pruebas, al igual que se hizo en [NdF95c] para una
extension probabilistica de LOTOS, si bien aqui lo haremos para el dlgebra de procesos
definida en el Capitulo 2. Mostraremos que la relacion de equivalencia entre procesos
inducida por la seméntica de pruebas para el modelo reactivo no es una congruencia,

pues en concreto los operadores 4, en general no la preservan.

A continuacion, daremos una caracterizacién alternativa de la semantica de prue-
bas definida para el modelo reactivo basada en el comportamiento operacional de los
procesos. Esta caracterizacidn alternativa del modelo reactivo estard basada en una
cierta nocién de traza probabilistica [NdAF95¢c] (no confundir con las trazas probabilis-
ticas definidas en [YCDS94]). Estas trazas probabilisticas serdn pares (traza, valor)
donde la segunda componente denotard la probabilidad de que el proceso ejecute la

traza y llegue a un estado estable.

Finalmente, daremos una semdntica denotacional para el subconjunto de PPA
en el que no aparecen los operadores de eleccién externa, la cual es completamente
abstracta respecto de la semantica de pruebas para el modelo reactivo. Como en

el caso de la caracterizacién alternativa de la que hemos hablado anteriormente,

51
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esta semantica denotacional estara basada en las trazas de los procesos, es decir la

semantica de un proceso vendra dada por un conjunto de pares (traza, probabilidad).

3.1 Definicién del modelo Reactivo

Siguiendo una interpretacién intuitiva del modelo reactivo, podemos considerar que
en el mismo el entorno, es decir las pruebas, solo pueden ofrecer una accion en cada
momento. Usando la terminologia empleada en [Mil80], dirfamos que solamente se
puede pulsar un boton a la vez. Esto da lugar a que al interpretar este modelo en
el ambito de una semdntica de pruebas, las pruebas sean simplemente trazas que

terminan con una accién de acceptacion'.

Definicién 3.1 El conjunto de las pruebas reactivas, que denotaremos por R, se

define mediante la siguiente expresion BNE:
T=wl|a;T (a€ Act)
Escribiremos P ~ig @ sii VT € R: pass(P, T) = pass(@, T). 0

Si bien es muy cémodo trabajar con el modelo reactivo debido a la sencillez de
las pruebas que lo caracterizan, y se puede encontrar una caracterizacion alternativa
bastante razonable en términos de trazas probabilisticas {como se verd en la siguiente

secci6n), este modelo presenta dos problemas serios.

El primero de ellos es intrinseco, debido a la sencillez de las pruebas admisibles,
consistiendo en que no hay ninguna forma de manejar simultaneamente varias acciones
diferentes ofrecidas en una eleccién externa, por lo que el significado de la probabilidad
en el operador de eleccidn externa se pierde parcialmente, como probaremos en la

Proposicion 3.3.

Definicién 3.2 Dado un proceso P, definimos el conjunto de sus acciones iniciales,
que denotaremos por ini(P), en la forma ini(P) = {a |IP,p: P >—; P' —}.
O

LObviamente, las pruebas que no terminen con una accién de aceptacion no tienen interés, dado

que la probabilidad de que un proceso pase este tipo de pruebas es igual a cero.
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Proposicién 3.3 Sean P y P' procesos tales que ini(P) N ini(P’) = @. Entonces,
para cualesquiera 0 < p,q < 1, se cumple P+, P =g P +, P'.

Demostracion: La demostracién es sencilla teniendo en cuenta que las pruebas sélo
pueden ofrecer una accién en cada momento, por lo que teniendo en cuenta que los
conjuntos iniciales son disjuntos, una vez que la eleccién externa es estable; la prueba
sélo puede interaccionar por medio de la regla (PAR4) a lo mas con uno de los dos
procesos (P é P'), pero en ningiin caso con los dos, con lo que el valor asociado
a la eleccidn externa resulta irrelevante. Utilizamos también el hecho ae que las
transiciones internas que P+, P’ y P +, P' pueden ejecutar son las mismas, y sus
probabilidades iguales debido a las reglas (EXT1), (EXT2) y (EXT3). : 0

Por ejemplo, (a; P) + L (a/; P') =g (a; P) +1 (a’; P'). Esta pérdida de informacién
probabilistica nos llevard a estudiar en un capitulo posterior otro modelo donde po-
damos controlar de una forma mas precisa las probabilidades asociadas a las elecciones

externas: el modelo generativo.

El segundo de los problemas, aunque de orden técnico, es bastante peor que el
anterior, puesto que la relaciéon ~x no es una congruencia respecto de los operadores

de eleccién externa, como se ve en el siguiente

q

Ejemplo 3.4 Sean P = (a;c) +1by P' = (a;c) +1 b. Como se vié antefiormente,
P =5 P'. Consideremos ahora el proceso ) = a;b. Tenemos que P+% @ %r P+ r Q,
dado que pass(P +1 Q, abw) =2+#3 = pass(P' +1 Q, abw). 0

Para el resto de los operadores si se podria probar de manera trivial que la relacién

AZr €S Una congruencia.

Proposicién 3.5 Siendo P y P’ procesos, se verifica:
e P PP==Vac€ Act: a; P ~p a, P'.
o P PP=VQ ePPA,pec(0,1): PB,Q =p P&,Q N QB, P ~g Qd, P

a
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3.2 Una Caracterizacion Alternativa

Una vez definido el modelo reactivo en el &mbito de una semantica de pruebas, vamos a
presentar en esta seccion una caracterizacion alternativa basada en el comportamiento
operacional del proceso. Para ello, lo primero que haremos sera extender la relacion

a . .
"""—+p entre Procesos, a secueiclas de acciones,

Definicién 3.6 Dados dos procesos P y P/, diremos que P evoluciona a P’ mediante
una transicidn externa generalizada con probabilidad p, ejecutando la secuencia de
acciones s = {(ay,ay,...dy,), si la transicién P —3, P’ se puede derivar a partir de las

siguientes reglas:

P 5, P'sii P> P’
P(MpP'Sii BPI: P23p11p2:p3: P ;1 Pl A Pl _a>p2 P2 A P2 L‘)pa P’

donde p = p, - ﬂTﬁfqu]F - p3. Escribiremos P 3¢ P' si P —3, P’ no se puede

derivar a partir de las reglas anteriores para ningun p > 0. O

Como en el caso de las transiciones definidas anteriormente (>—,, —,, >—3)

debemos tener cuidado con las repeticiones que se puedan producir al poderse generar
. .. 5 . . .

una transicion P —, P’ de varias formas distintas, de modo que formalmente de-

beriamos hablar del multiconjunto de transiciones externas generalizadas.

Intuitivamente, P —, P’ si P puede realizar una cierta secuencia de transiciones
correspondiente a las acciones que aparecen en s, realizando posiblemente entre me-
dias de dichas transiciones observables una serie de transiciones internas, y llegando
tras todas ellas a un proceso estable F'. El valor p representa la probabilidad global
de la computacion derivada, y se obtiene multiplicando las probabilidades de todas
las elecciones no deterministas que se resuelven a lo largo de la computacion. Es im-
portante notar que ademds del no determinismo que se corresponda a las transiciones
internas generalizadas resueltas durante la computacion, debemos considerar el no
determinismo inducido por la eleccion entre diferentes transiciones observables que

estén etiquetadas con una misma accion.
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En adelante, utilizaremos la notacion:
o P23 23p . p 2, P o« P2, p. p 2y P

A partir de la Definicién 3.6, vamos a definir una seméntica basada en trazas
probabilisticas [NdF95¢c]. Intuitivamente, una traza probabilistica es una secuencia de
acciones junto con una valor que indica la probabilidad de ejecutar esta secuencia.
Sin embargo, estas trazas son distintas de las definidas en [JS90], y no tienen nada
que ver con las definidas en [YCDS94] (a éstas tltimas las llamaremos barbas proba-
bilisticas en este trabajo). La diferencia con el modelo de trazas descrito en [JS90]
es que nosotros, a la hora de definir la probabilidad asociada a una traza, sélo consi-
deramos las elecciones no deterministas que se produzcan, mientras que en su ¢aso se
consideran todas. Asi, el proceso P = a +; b tendra en nuestro caso las trazas (a) y
(b) con probabilidad asociada igual a 1, mientras que en su caso tendrian probabilidad
asociada igual a % No obstante, cuando consideremos el subconjunto de PPA en el
que no aparecen operadores de eleccidn externa (Seccidn 3.3) si tendremos un modelo
similar al definido en [JS90].

Definicién 3.7 Siendo P un proceso, definimos el conjunto de trazas probabilisticas

del mismo, que denotaremos por trazas(P), en la forma:

trazas(P) = {(s,p) | P - Ap=)_{a|P D, } A p>0}
a

A continuacidn, presentaremos una serie de ejemplos que ilustran esta definicién.
Ejemplo 3.8

o trazas{Nil) = {(¢,1)}, dado que Nil >—} Nil, y por tanto Nil —, Nil, pues al

ser Nil un proceso estable podemos aplicar la primera regla de la Definicién 2.8.

o trazas(Q?) = (. Esto es una consecuencia directa del hecho de que i>7f—>; para

ningtin p > 0, o lo que es lo mismo 2 ~=,, pues  no es estable.
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o trazas(a; ) = trazas(b;2) = {(¢,1)}. Esto sucede dado que dichos procesos,

después de ejecutar la accién a 6 b no llegan a un proceso estable. Si con-
siderdaramos trazas(a; Q) = {(¢,1),({a),1)} y trazas(b; ) = {(¢,1),({b),1)},
tendriamos que la semantica de trazas no seria equivalente a la de pruebas,
dado que no existe ninguna prueba reactiva que distinga a estos procesos. Na-
turalmente, ambos procesos se pueden distinguir mediante la prueba T’ = a+,w,

pero ésta no es una prueba reactiva.

trazas(a D1 b) = {(,1),({a), 3), ({b), 3)}, mientras que por otro lado tenemos
trazas(a +1 b) = {(¢,1), ({a), 1), ({6}, 1)}. Es decir, nuestra semantica de trazas
probabilisticas es capaz de distinguir entre las elecciones externas y las inter-
nas, en contraste con lo que sucede en el caso no probabilistico. Esta distincién
resulta del hecho de que en el caso probabilistico juegan un papel las proba-
bilidades asociadas a las elecciones internas, o en general, el no determinismo
que aparezca en los procesos ya sea consecuencia de elecciones internas o de
no determinismo en elecciones externas, mientras que olvidamos, por resultar

initiles, las probabilidades asociadas a las elecciones deterministas.

Siendo P = ((a;b) +1 (a;c)) @1 b, tenemos

prazas(P) = {(6,1): (a), )1 () 3)s (), ) ({0, )

Para P = recX.(a @, X) tenemos trazas(P) = {(¢,1),((a), 1}}. Ello es asi pues
las transiciones de P son de la forma:
P> aEBpP>—>pai>1
(ie. P52 )

P>=3,a@, P>, P>>1a®, P >—,a "%

. {a)
(1.e. P "_t(l—p)"p)

P>—>1a@pP>——+l_pP>—+1a@pP$—-—>1_pP>—>1a@pP>—)—pa—a>1

: {a)
(1.e. P _>(1—p)2-p)
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Con lo cual, la probabilidad de la traza {a) en el proceso P es igual a

sy . 1 P !
p-) (1-pf=p —F—==—=1
g( ) 1-(1-p) p

: 0
|
l

La semdntica de trazas induce una relacién de equivalencia entre procesos de
|

manera candnica.

Definicion 3.9 Sean P y P’ dos procesos. Diremos que P y P’ son equivalentes bajo

trazas probabilisticas, y escribiremos P =trazas P/, sil trazas(P) = tmzas(P’ ). 0

|

Lema 3.10 Para cada proceso P se tiene i
(s,p) € trazas(P) <= pass(P,3) =p |
donde § denota a la prueba secuencial formada por las acciones que aparecen en s,

terminando con la accién de acceptacién w. |

Demostracion: Consideraremos el multiconjunto de pares (proceso, prdbabilidad)
que sigue: |
P={(P,p)| P>} P} !

+

y realizaremos una demostracién por induccién sobre la longitud de la traza s.
Caso Base: (s =¢, § =w). ‘

Si P es estable el resultado es trivial, dado que pass(P, w) =1, al ser (PARS5) la
tinica regla que puede aplicarse; mientras que (¢,1) € trazas(P), dado que P >—7 P,
y por tanto P —3; P. :

|
Si P no es estable, tenemos que (€,p) € trazas(P) para p = > p;. Consideremos

entonces P | w. Aplicando reiteradamente la regla (PAR1) y finalmente la regla

(PARS) obtenemos las siguientes computaciones:

le'_)ipu Hllw“"—-}pini'ﬂ:lw’i)lNil

ni .
donde Hp,-,- = p;, de lo cual se deduce que pass(P, w) = ¥ p; como queriamos
i=1 '
demostrar.
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Caso Inductivo: (s = {ay,a;,...,a,) = a1 08, §=a;as;...an;w).

Consideremos el multiconjunto de pares (proceso, probabilidad) que sigue
Po, = {(Rj,q5-¢}) | P >, Q; 5 R }
y las secuencias de transiciones de la forma
P>} Qi Ly By o B

Si (s,p) € trazas(P), entonces, aplicando la Definicién 3.6, tenemos

b= Z‘H%

f

mromcra A SR LR - oy ST

donde ¢ =Y {4/ | R; —>qn I, por lo que (&', ¢¥') € trazas(R;).

Las computaciones del proceso P en paralelo con la prueba 3 seran de la forma:

#(Qi:g)

donde —% denota una serie de transiciones derivables por medio de la regla (PAR1),

P|§r—>;ij|.§l—>;3_Rj|.;’ con g =

cuyas probabilidades tienen un producto igual a p. En caso de que P fuese estable,
tales transiciones no aparecerian, por lo que podriamos tomar p = 1. El valor (E

se obtiene aplicando la regla. (PARA) pues @ —a—l>q5_ R;y iy s'. En tal caso,
r r lo que _q_f,a_
w(@;,8) = 1A |QJ » } po q q;.' T{r1e, 5. )
Utilizando todos estos resultados obtenemos
'

§) = ; - % . pass(R; , &' .
pass(P, 9) =S da - oty mss(R, ) b (389

Pero por hipétesis de induccién, pass(R;, s') = ¢! sii (¢',¢7) € trazas(R;), con lo

que obtenemos que el valor p dado por la férmula (3.1), coincide con el dado por la

férmula (3.2), como queriamos demostrar. O

A partir del lema anterior, derivamos como corolario trivial que las relaciones de

equivalencia &g ¥ =trazas 1dentifican a los mismos procesos.

Teorema 3.1 (Caracterizacién Alternativa)

Para cualesquiera procesos P y P’ se verifica P g P/ < P =razas F'. a
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3.3 Semantica Denotacional

I
En esta seccion vamos a definir una semdntica denotacional para un subconjunto
del lenguaje PPA que serda completamente abstracta con respecto a la ser_ha',ntica de
pruebas para el modelo reactivo. Dicho sublenguaje, al que llamaremos PPA’, viene

definido por medio de la siguiente 1
i

Definicién 3.11 Dado un conjunto de acciones Act, y un conjunto de identificadores

Id, el conjunto de los procesos que pertenecen a PPA’ se define mediante la expresion
BNF

Pu= Nil|Q|X|a;P| P&, P|recX.P

donde p € (0,1), a € Act,y X € Id. T O

'
Como en el caso de PPA, de ahora en adelante nos restringiremos a procesos que
no tengan apariciones libres de variables. En el resto de la seccién, comenzaremos por
definir el dominio semantico sobre el que vamos a trabajar, definiendo a continuacién
las funciones semdnticas correspondientes a cada uno de los operadores sinticticos.
Finalmente, mostraremos que nuestra semantica denotacional identifica a los mismos
procesos que la semdantica de pruebas para el modelo reactivo. *
|
.

3.3.1 Dominio Semantico
!

A continuacién pasamos a definir el dominio semdntico en el que tomara valores la
semantica denotacional de nuestro lenguaje. El dominio seméntico, a.l? que deno-
taremos por TRA p ., serd el de los conjuntos consistentes de trazas probabilisticas,
donde, al igual que en la seccién anterior, una traza probabilistica vendrs dada por
una secuencia de acciones s € Act®, junto con un valor p € (0,1]. Por ‘consistente
entendemos que en uno de tales conjuntos no puede aparecer la misma traza con dos
probabilidades diferentes. Usualmente denotaremos por R, Ry, ... a los elementos de
TRA p.¢. Antes de pasar a definir la preceptiva relacién de orden entre lols‘ elementos
de TRA j, introduciremos una funcién auxiliar por medio de la cual recuperamos
la probabilidad asociada a una traza en un conjunto de trazas probabilisticas.
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Definiciéon 3.12 Sean B € TRA 4 y s € Act®. Definimos la funcién prob(R, s) en

la forma:
p si (s,p)ER

0 e.o.c.

prob( R, s) = {

Definicién 3.13 Sean R;, R € TRA . Escribiremos £, Expa R si para todo
s € Act* se tiene prob(R;,s) < prob(Rz,s). Escribiremos Ry =rga H; si para todo
5 € Act” se tiene prob( Ry, s) = prob(Ra, s). a

Proposicién 3.14 La relacién Crgpa es una relacién de orden.

Demostracién: Es trivial comprobar que la relacién Eqpa cumple las propiedades

reflexiva, antisimétrica y transitiva. O

Teorema 3.2 El par (TRA 5., Crra) s un orden parcial completo (cpo).

Demostracién: Tendremos que probar la existencia de elemento minimo y la exis-

tencia de cota superior minima para una cadena.
FEristencia de elemento minimo

Se comprueba facilmente que el conjunto vacio, que pertenece a TRA 5., es el

elemento minimo: Si R € TRA ., tenemos
Vs € Act” : prob(f,s) = 0 < prob(R, s)

con lo que se concluye @ Crpa K.
FEzistencia de cota superior minima (lub)

Sea {Rn}new una cadena de elementos de TRA p . Entonces, el elemento LIR,,

queda definido en la forma
UR, = {(s,p°) | p° = flxlg\lT prob(R,,s) A p° > 0}

Una vez definido, tenemos que ver que se trata de la cota superior minima de la

cadena:
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%
1. UR,, estd bien definido. l

Al formar los elementos R, una cadena, para cada s los valores pfrob(Rn,s)
forman una sucesién creciente y acotada por 1. Por lo tanto, existe el limite de

esta sucesién, que serd menor o igual a 1, y por tanto LR, esta bien definido.
|

2. UR, es cota superior de la cadena. }

Sea R; un elemento de la cadena. Tenemos que mostrar que para;. cualquier
s € Act® se cumple prob(R;,s) < prob(UR,,s), lo cual es trivial? dado que

prob(UR,, s) = liernr&I prob(Ry, s) > prob(R;, s).
n
i
3. UR, es la minima cota superior. !
|
Sea R un clemento de TRA p ¢ tal que ¥V n € IN: R, Ciga R. Entonces,
tenemos la siguiente cadena de implicaciones: .}
i

R, Crra R YVnelN
4
prob(1t,, s) < prob(R.s) _ Vse Act® A Vnie N
&
p* = lim prob(Rn,8) < prob(R.s) Vs € Act’ |
Y i
prob(UR,, s) < prob{R,s) Vse Act’ ‘
¥
LR, Crra R

|

I
3.3.2 Funciones Semanticas i
i
En esta seccidn vamos a definir una funcién semantica para cada uno de los operadores
de nuestro lenguaje. Ademds, mostraremos la monotonia y continuidad de estas
funciones, para poder aplicar técnicas de punto fijo a la hora de dar semdntica a
Procesos recursivos. '

|

[

|
:

!
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Nily Q

Nil sélo tiene una traza probabilistica: la traza vacia, y con probabilidad asociada 1.

Por lo tanto,

[Vil] = {(e; 1)}

 no puede ejecutar ninguna traza, dado que la tunica transicion que puede realizar es
1 >—+; 1, y por tanto es un proceso que no se puede estabilizar. En otras palabras,
pass(Q, w) =0, por lo tanto

(=0

Prefijo

Para toda a € Act definimos la funcién semantica a;_:: TRA 7 — TRA . El
elemento de TRA p; a; R, tiene las mismas trazas probabilisticas (y con la misma
probabilidad) que las de R, pero a todas las trazas se les ha unido como prefijo la

accién a. Por lo tanto, la definicion de a; R es:
a; R ={((a}os,p) | (s,p) € B} U{(e,1}}

Nétese que ademds de las trazas de la forma (a) o s, hemos afiadido la traza
vacia. Esto se debe a que el proceso a; P es estable, y por tanto a; P >—7 (o

equivalentemente, pass(a; P, w) = 1), con lo cual (¢,1) € trazas(a; P).

Proposicién 3.15 Para cualquier ¢ € Act, la funcion a;_:: TRAp 4 — TRA

es monotona y continua.
Demostracién:
Monotonia.

Sean R, B’ €¢ TRA 5 tales que R Crpa R'. Tenemos que probar a; R Exra a; B,
o equivalentemente, que Vs € Aect* : prob(R,s) < prob(&',s). Distinguiremos tres

casos:

e s = c¢. En este caso tenemos prob(a; R,¢) =1 < 1 = prob(a; /', €).
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!

e s =(b)os’" A b# a En tal caso, dado que las trazas de ambos conjuntos o

empiezan por a, o son la traza vacia, tenemos

prob{a; R, s) = 0 < 0 = prob(a; R, s)

l

!
e s = (a) o s'. Tenemos prob(e; R, s) =prob(R, s') < prob{R', s')=prob{a; I, 5).
!

I
I

Continuidad. '

Sea {Rn}new una cadena de elementos de TRA p.¢. Debido a la monotonia del
operador prefijo, tenemos que {a; R, }nen también es una cadena. Hemoside probar

que Vs € Act®, se cumple
prob(a; L{ R, }nem, s) = prob(U{a; Rn}nenw, 5)

lo cual se deduce de la siguiente cadena de igualdades |

prob{a; U{ R, }new, s) = !

J
|

1 Si s =¢ 1 §si s=¢€ ;
prob{L{ Ry, }new, §') sl s={(a)os = rlzlerlllrxl: prob(R,,s’) si s= (a? o8 =
0 e.0.c. 0 e.0.C.
|
1 sl s=¢€ J _
lim §prob(Ry,,s’) si s=(a)os == lim prob(a; Bn, ) = prob(L{a; Rn}nem, s)
0 e.0.C. '

a

Eleccién Interna

Dado un valor p € (0,1), la funcién _@, - :: TRAp X TRAp — TRA,
devuelve el conjunto de trazas, union de las trazas correspondientes a sus argumentos,
ponderadas con respecto al factor p. Si una traza pertenece a los dos conjuntos,

sumaremos las probabilidades correspondientes. En suma )

R, @, Ry = {(5,49) | ¢ = p-prob(Ri,s) + (1 — p) - prob(Ra, s) A q> 0}
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Proposiciéon 3.16 Las funciones . @, _ 1 TRA . X TRAj 4 — TRA, son

mondtonas y continuas en sus dos argumentos, para cada p € (0,1).

Demostracién: Por simetria es suficiente hacer la demostracion para uno de los

argumentos. En nuestro caso, la haremos para el primero.
Monotonta.

Sean Ry, Ry € TRA . tales que B Cipa R Tenemos que probar que se
cumple Ry @, R Crra 2 @, B, para cualquier B € TRA 4, 0 lo que es lo mismo,
que Vs € Act™ : prob(R; @, R, s) < prob(R; &, R, s). Pero esto es trivial, dado que

prob(R; @, R,s) = p-prob(H,s)+ (1 —p)- prob(R,s)
< p-prob(fz,s) + (1 - p) - prob(F, s)
= prob(R; &, R, 3)
Continuidad.

Sea {R,}new una cadena de elementos de TRA (. Por la monotonia de la
eleccién interna, tenemos que {R, @, H},en también es una cadena. Tenemos que

probar que Vs € Act®, se cumple
prob(U{ R, }nen By R, s) = prob(L{ R, &, R}uen, s)
lo cual se sigue de la siguiente cadena de igualdades
prob(U{Ra}nen @p R,s) = p-prob(U{Ry}nen,s) + (1 — p) - prob(R, s)
= p-(lim prob(Ra, s)) + (1 — p) - prob(&, s)
= ller]% (p- prob(R,,s) + (1 — p) - prob(R, 3))
= ile% prob( R, @, R, s) = prob(LU{ R, ®p R}nen, s)
g

Recursién

Como es usual, cuando se define una semantica denotacional, el significado de los
procesos recursivos definidos por expresiones de la forma recX.P(X) se obtiene como

el limite de las aproximaciones finitas de la forma

Fo=8,P = P(Q),..., P = P(1)
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Dado que todos los operadores incluidos en el lenguaje son continuos, éste limite

es el menor punto fijo de la ecuacién X = P(X). Es decir, definimos
o0

[reeX. P(X)] = | | [Pn] |
n=0

El siguiente lema relaciona la seméantica operacional de los procesos recirsivos con

!
la de sus aproximaciones finitas. Su demostracién es sencilla por induccién sobre el
nimero de veces que se aplica la regla (REC) para desplegar las recursiones a lo largo

i

del cémputo. o
. ]

Lema 3.17 Sea P = recX.P(X). Entonces, para toda secuencia de acciones s, y

para todo p € [0, 1] se verifica que P —, P'sii 3ne€ Nt : P, =, PJ. . N

En el lema anterior la correspondencia entre transiciones es uno a pno, en el

sentido de que la misma se mantendria con la formalizacién de la semantica utilizando

multiconjuntos de transiciones.

. s . '
La estrecha relacién entre la semantica denotacional de un proceso P € PPA’
y su funcionamiento operacional, descrito mediante trazas(P), queda reflejada en el

sigulente :

Lema 3.18 Para cada proceso finito (sin recursién) P € PPA’, y para toda secuencia

de acciones s se verifica:

|

|
1

prob([P],s) => {q|P 3, }
Demostracién: La demostracién la realizaremos por induccion estructufal.
|
e P = Nil. Por definicién obtenemos prob([Nil],e) = 1, y prob([Nil],s) = 0 si
s # ¢; por otra parte, Nil —; Nil, y Nil —, para toda s # ¢, con lo que el

resultado se verifica. ;

e P = (. Para cualquier secuencia s, por definicién tenemos prob([Q?],s) = 0,
l

mientras que 2 ——, con lo que el resultado se verifica.
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e P = a; P’.'En primer lugar tenemos prob([Pl,e)=1y Z{q|P —=, } = 1.

Consideremos el caso de que s no sea una secuencia vacia. Por hipétesis de

induccidn obtenemos

prob([P],s) =3 {q| P, }

Si s no empieza por a, entonces prob([P],s) = 0, mientras que P —5, con lo
que no existe p tal que (s, p) € trazas(P).

Si s = {a) 0 &, entonces prob{[P],s) = prob([P’],s'). Por hipétesis de in-
duccién obtenemos prob([P],s) = S {q| P' ==, }, y dado que P —>3, P”
sii P’ —ih; P" obtenemos

S HglP S b= 44q|P 5, }

de lo cual obtenemos el resultado.

o P =P @, P,. Por hipétesis de induccion
prob([P],s) =S 4 ¢ P -5, |

prob([P],s) =3 {q| P =, |}
Por definicién, prob([P],s) = ¢ - prob([[Pl]],s) + (1 — q) - prob([£],s). Por
otra parte, P, —=,, P’ sii P —3,, P’. De igual forma tenemos P, —3,, P’
sii P ;{+(1_q).q1 P’, con lo que, aplicando hipétesis de induccién, obtenemos

inmediatamente que se verifica el resultado.

a

Teorema 3.3 Para cada proceso P € PPA’, y para toda secuencia de acciones s se
verifica:

prob([P],s) =2 _{ gl P —; }
Demostracion: Si P es finito el resultado es cierto en virtud del lema anterior.
Consideremos entonces P = recX.P'{X). Para simplificar la demostracién, supon-
gamos que P’'(X) es finito (es decir, que no contiene apariciones del operador de

recursion).
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Por definicién tenemos
prob([P], s) = r111‘511113I prob([F,], s) (3.3)
Como quiera que cada P, es finito tenemos

prob([Pu],s) =3 {q| P = }

de lo que se deduce
lim > {g|Pn—, } = lim prob([F.], s) (34)

Nos queda entonces por ver que este 1ltimo valor coincide con - { ¢| P -, }, 0 lo

que es lo mismo que la semantica operacional es continua en un cierto sentido.

Aplicando el Lema 3.17 de derecha a izquierda obtenemos

limZﬂq|Pn—8)qI}§Zﬂq|P—s>q} (3.5)

nelN

Para la otra desigualdad, aplicando la definicién de sumatorio, tenemos que V 6 > 0
existe un subconjunto finito de computaciones de la forma P —s>q, al que llamaremos

Fy, de modo que
z{]ﬂp_s"q [}>Z{]QIP_S}q y—¢
Fy

Dado que Fj es un conjunto finito de computaciones de la forma P —; aplicando
el Lema 3.17 de izquierda a derecha, obtenemos que debe existir un n tal que las

computaciones que pertenecen a Fj se corresponden con parte de dquellas de la forma
|
P, —3>q, por lo que :

;ﬂqlpéqﬂgzﬂmﬂ—wﬁ

y tomando el limite en n obtenemos

Z{IQ|P_S>Q]}“5<PEI%Z{IQIP71_S—)Q1} {

por lo que haciendo tender ¢ a cero concluimos

SAqlP > b<limD fal P — ) (3.6)
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Finalmente juntando las desigualdades (3.5) y (3.6) obtenemos

Z‘RQ|P“S_>QH’=iiEI]%ZﬂQ|Pn_S>q]} (3-7)

y en definitiva, conjuntando las ecuaciones (3.3}, (3.4) y (3.7), llegamos al resultado

deseado

prob([P], s Z{]q|P—>q I

El caso general en el que pueden aparecer recursiones dentro de P’ se resuelve de

forma similar desplegando todas las recursiones al mismo tiempo. a

A partir de este teorema derivamos inmediatamente la equivalencia entre la seman-

tica denotacional y la caraterizacién alternativa descrita en la Seccién 3.2.

Corolario 3.4 St_aan PQ € PPA’. [P] =tra [@] sii trazas(P) =irazas trazas(Q).
N}

Corolario 3.5 (Abstraccién Completa de TRA 5 ;)
Sean P,@ € PPA’. Entonces, P ~g Q sii [P] =1ra [Q].

Demostracién: Inmediata a partir del Teorema 3.1 y del Corolario 3.4. 0



Capitulo 4

Semantica de Pruebas para el

Modelo Generativo

|
En este capitulo daremos una interpretacién del modelo generativo [vGSST90] uti-
lizando una semdntica de pruebas, siguiendo los pasos que se dieron en [NdFL95] para

nuestra dlgebra de procesos PPA. |

Como en el capitulo anterior, comenzaremos definiendo una seme’mtica,fde pruebas
para el modelo generativo. Después pasaremos a dar una caracterizacion lalternativa
de dicha semaéntica de pruebas, basandonos en una extensién probabilisticq de los con-
juntos de aceptacion [Hen88]. Dichos conjuntos de aceptacion probabilisticos [NAFLO5]
aunque basados en los correspondientes para el caso no probabilistico, t:‘,ienen dife-
rencias sustanciales con ellos, mas all4 de lo que supondria la mera intrc}duccién de
las probabilidades. Dichas diferencias serdn comentadas y justificadas debidamente.
Al demostrar que la caracterizacién alternativa es en efecto equivalente a la semantica
de pruebas, es decir, identifica a los mismos procesos sinticticos, obtendremos como
resultado colateral un conjunto de pruebas esenciales similar al que se. obtiene en

[YCDS94], si interpretamos sus trazas probabilisticas' como pruebas prob‘abih'sticas.

! Aunque el nombre coincide con el que nosotros utilizamas en el Capitulo 3, estas trazas proba-
bilisticas no tienen nada que ver con las nuestras, siendo similares a lo que nosotros denominamos
barbas probabilisticas en [NAFL95]. :

i

69
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Finalizaremos el capitulo definiendo una semantica denotacional completamente
abstracta con respecto a la semantica de pruebas para el modelo generativo. Esta
semantica estara basada en una extension probabilistica de los drboles de aceptacicn
[Hen85). Ademas, probaremos que esta semdantica denotacional es también equivalente
a la caracterizacion alternativa basada en conjuntos de aceptacion probabilisticos que

se presento anteriormente.

4.1 Definicion del Modelo Generativo

La interpretacion intuitiva del modelo generativo nos dice que el entorno, es decir las
pruebas, puede ofrecer mas de una accidn en cada momento, pudiendo ser ademas
distintas las probabilidades con las que se ofrecen estas acciones. Usando la termi-
nologia introducida en [Mil80], podemos decir que varios botones se pueden pulsar
a la vez y con distinta fuerza. Ello da lugar a que al interpretar este modelo en el
ambito de una seméntica de pruebas, las pruebas que debamos considerar sean la

totalidad de las consideradas en la Definicién 2.10 2.

Definicién 4.1 El conjunto de las pruebas generativas, que notaremos por G, se

define mediante la expresién BNF

To= Nil{Q| X |a;T | T®,T|T +, 7| reeX.T

donde p € (0,1),a € Act Uw, y X € Id.
Escribiremos P =g Q siiVT € G: pass(P, T) = pass(@, T). O

4.2 Conjuntos de Aceptacion Probabilisticos

En esta seccidon presentamos una caracterizacién alternativa de la semantica de prue-

bas definida en la seccidén anterior (i.e. =g). Al efecto utilizaremos una versién de

2Como ya hemos indicado, podriamos reducir el conjunto de pruebas eliminando el no determi-
nismo {utilizando el Lema 2.14) y también las pruebas recursivas, pues si dos procesos son distintos,

se les puede distinguir en #iempo finito, es decir, usando una prueba finita.
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los conjuntos de aceptacién [Hen88], utilizados allf para dar una caracterjzacién al-
ternativa de la semdntica de pruebas must en el caso no probabilistico, en los que
introduciremos probabilidades para capturar la informacién inducida por las pruebas

probabilisticas.

Los cambios principales con respecto al caso no probabilistico son los siguientes:

e Los estados no serdn conjuntos de acciones, sino que seran conjuntos de pares

(accién, probabilidad) (ver Ejemplo 4.2).

e En el caso no probabilistico, los conjuntos de aceptacién se definen como los
estados alcanzables después de que el proceso ejecute una secuencia cie acciones.
En el marco probabilistico, las secuencias de acciones no son suficientes para
determinar univocamente la continuacién subsiguiente. En su Iugar;" tendremos
que utilizar secuencias de pares (estado, accién) donde cada accién pertenece a

las contenidas en el estado asociado (ver Ejemplo 4.3). i

e La definicion de la equivalencia entre procesos debe ser modificada, i:eniendo en
cuenta la informacién probabilistica que aparece en los conjuntos de aceptacién
probabilisticos. Ademds, no serd necesario utilizar ninguna nocién de cierre
(cierre bajo unién o cierre convexo) como sucedfa en el caso no probabilistico®

(ver Ejemplo 4.4}.

El ejemplo que sigue ilustra la primera de las modificaciones con respecto al caso

no probabilistico.

Ejemplo 4.2 Consideremos los procesos P = a + 1 byP=a +1b. En Su primer
paso, ambos procesos tienen como Unico estado alcanzable aquél que contiene a las
acciones a y b. Si no introducimos ninguna informacion probabilistica en el estado,
los procesos serian equivalentes bajo la semantica de conjuntos de aceptacio’n. Sin

embargo, los mismos no son equivalentes respecto de la seméntica de pruebas para el

3 Aunque en [Hen88] no se utilizaba de forma explicita ninguna nocién de cierre a la hora de definir
la equivalencia entre conjuntos de aceptacidn, la misma quedaba enmascarada bajo la definicién de
ccC.
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modelo generativo, pues, por ejemplo, la prueba T = (a; w) +1 (b; Nil) permite distin-
guirlos. En consecuencia, bajo nuestra definicion de conjuntos de aceptacion proba-
bilisticos el primer proceso tendra como estado alcanzable el estado {(a, %), (b, %)},
mientras que el segundo tendrd como estado alcanzable el estado {(a, %), (b, %)} 0

En el caso no probabilistico, los estados, es decir, los diferentes conjuntos con-
tenidos en los conjuntos de aceptacion, quedan descritos por una secuencia de accio-
nes, dado que las continuaciones del proceso después de ejecutar una accion se unifi-
can. En otras palabras, una vez que un proceso ejecuta una accién, no hay posibilidad
de distinguir desde que estado se ejecutd la misma, por lo tanto todas las posibles
continuaciones de cada proceso después de ejecutar una misma accion se tienen que
unir, dando lugar a una continuacién dnica para cada accidn. Sin embargo, lo mismo
no sucede en el caso probabilistico; en el mismo, podemos distinguir via pruebas desde
que estado se ejecuts la accidn, y por tanto las continuaciones no se pueden unir. Ello

queda ilustrado con el siguiente

Ejemplo 4.3 Consideremos el proceso no probabilistico P = (a;d) @ ((a;b) + ¢).
Tenemos que P es equivalente al proceso P! = (a;(d & b)) & ((a; (d ® b)) + ¢) con
respecto a la equivalencia inducida por los conjuntos de aceptacion, o lo que es lo
mismo respecto de la semantica de pruebas. Vemos pues como las continuaciones
después de que el proceso P ejecute la accion a pueden unirse sin variar la semantica

del proceso.

. Pero como hemos indicado mas arriba, lo mismo no ocurre en el caso probabilistico.
Si consideramos el proceso P = (a; d) 1 ((a; b) +1 ¢), en caso de existir dos procesos
Ry, R, tales que P es equivalente al proceso P’ = a; Ry @y ((a; R1) +1g R2) (lo cual
supondria que se mantienen los mismos estados iniciales, pero las continuaciones tras

la accién @ se unen) con respecto a la semantica de pruebas del modelo generativo,

1

si consideramos la prueba T = (a; b;w) +1 ¢, obtenemos pass(P, T) = 3. Por su

arte, la probabilidad con la cual el proceso P’ pasa la prueba T viene dada por
p y 12 P

pass(P', T) = - pass(Ra , (b)) + 5 5+ pass(Ry, (6))

1
3

[N
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Como hemos supuesto P ~zg P’, deberiamos tener pass(P',T) = é, de. lo cual se
deduce pass(R;, (bw)) = 3. .
|

Pero si consideramos ahora la prueba 7" = a;b;w, tenemos pass(P,; T') = 1,

mientras

1
pass(P', T') = - pass(Ra, (bw)) + 3 - pass(Ry, (bw))

o -

|
y por ser P =g P’, obtendriamos pass(P’', T') = 3, de lo cual se deduce
pass(R; , (hw)) = %, lo cual se contradice con nuestro resultado anterior. Queda
probado por tanto que no puede existir una continuacién unica R, con'las carac-
teristicas solicitadas. ' ; O

En general, las distintas continuaciones tras la misma accién correspondientes a
diferentes estados pueden distinguirse por lo que deberemos incluir los estados en las

secuencias que definen los conjuntos de aceptacién probabilisticos de un proceso.

El siguiente ejemplo muestra la tercera de las diferencias con respecto al caso no
probabilistico. |
?
Ejemplo 4.4 Sea P el proceso no probabilistico a @ b. Si utilizamos la notacién
introducida en [Hen88| para definir los conjuntos de aceptacién dé un proceso después
de ejecutar cada traza, obtenemos A(P, €) = {{a}, {b}}, A(P, (a)) = A(P, (b)) = {0}
mientras que para cualquier otra traza s, A(P,s) = (. Este proceso es équivalente
respecto a la semantica definida mediante los conjuntos de aceptacién al proceso
Q = (a® b) ® (a+ b), pues en general podemos cerrar bajo unién los conjuntos de
aceptacién.

Si consideramos la versién probabilistica de P, P’ = a @, b, y suponemos que
D1, P2, 7 > 0 son tales que P’ es equivalente respecto a la semantica de pruebas para
el modelo generativo al proceso Q' = (a ®,, b) &,, (a +, b), al considerar las pruebas

Ty = (a;w) + : (b Nil), T = (a;w) + L (b; Nil), llegamos respectivamente a

p = p2-;+(=-p)-r ¥y
p = pp+(l-p2) 55 !
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de lo cual se deduce que r seria igual a 0 o igual a 1, ambos valores no validos?, con

lo que queda probada la imposibilidad de construir un proceso () tal equivalente a P.

Bajo la semdéntica de conjuntos de aceptacion probabilisticos, P’ tendra como
estados alcanzables {(a, 1)}, con probabilidad p, y {(b,1)}, con probabilidad 1 -~ p,
mientras que ningtn estado {(a,s),(b,1 — s)} es alcanzable en absoluto. En cambio

para ', el estado {(a,r),(b,1 — r)} es alcanzable con probabilidad 1 — p,. C

Una vez explicadas las modificaciones con respecto al caso no probabilistico, dare-
mos una serie de definiciones previas que se precisan para definir los conjuntos de
aceptacién probabilisticos de un proceso después de ejecutar una secuencia de pares
(estado, accién). Introduciremos la nocién de estado probabilistico, la de estado al-
canzable (inmediatamente) por un proceso, y finalmente definiremos una relacién
P =, P’ que puede interpretarse como que el proceso P puede evolucionar al proceso
P', con probabilidad p, tras ejecutar la serie de acciones indicada en s, atravesando

una serie de estados también indicados en dicha secuencia.

Definicién 4.5 Sea A C Act x (0,1]. Definimos el multiconjunto de acciones de A
como Act(A)={a|3p: (a,p) € A }. Diremos que A es un estado (probabilistico) si
toda accién a € Act aparece a lo més una vez en Act(A) (i.e. Act(A) es un conjunto),
y se cumple que o bien > {p|(a,p) € A} es igual a 1, o bien es igual a 0, o sea
A=0.

‘Dado un estado probabilistico A, definimos la probabilidad de a en A, que deno-

taremos por pro(a, A), por medio de

p si (a,p) €A

0 eo.c

pro(a, A) = {

Dado un proceso estable P, definimos su estado probabilistico (inmediatamente)

4En un contexto de prioridad, tales valores extremos serfan vilidos, pero en nuestro marco de
trabajo lo que indicarian dichos valores es que la probabilidad con la que se alcanza el estado en el
que aparece dicha eleccidn externa {i.e. 1 — p2 en nuestro ejemplo) deberia ir toda bien a la accién

a 6 ala accidn b, en el caso de que el entorno ofreciera simultineamente ambas acciones.
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alcanzable, que denotaremos por S{P), como el conjunto

S(P)={(a,p)ip=2_{pi| P —p R} Ap>0}
R O

Usualmente, cuando no haya lugar a confusién, omitiremos el calificativo proba-
bilistico al referirnos a estados probabilisticos. En la definicidén anterior, nétese que
sélo definimos estados alcanzables inmediatamente para procesos estables, lo cual re-
sultard suficiente pues para procesos no estables su conjunto de estados alcanzables
se definird a partir de los estados alcanzables por los procesos estables a los cuales el
proceso puede evolucionar tras ejecutar una transicidn interna generalizada. Noétese
ademds que para procesos estables queda justificado el uso del singular, pues tales

procesos se encuentran en un (y sélo un) estado.

Definicién 4.6 Sean A;,..., A, estados {(A; # @), y a;,...,a, € Act, tales que
a; € Act(A;). Dados lasecuencia s = (A a1, Azas,...,Anan)y 0<p <1, definimos

de forma inductiva la relacién P ==, P’ en la forma:

P=%,P'sii P>, P' .
P=s>pP' sii 3Q1,P1,p1,q1: PH;lQli)qlpléprP'/\S(Ql)=A1AP=E:%2L

donde s’ = (Asay,..., A, a,) y 1 = pro(ay, A;). Escribiremos P #= si no existen
P'y p > 0 tales que P ==, P". ]

Como en el caso de las otras relaciones ya definidas ( >—,, =, . y >—})
debemos tener cuidado con las repeticiones que se podrian producir a la hora de
generar las transiciones de la forma ==,. Intuitivamente, P ==, P’ sii P puede eje-
cutar sucesivamente las acciones g; atravesando estados correspondientes a una serie
de procesos estables @; con S(Q;) = A;, y finalmente evoluciona a P’ mediante una
transicién interna generalizada. El valor p se calcula a partir de las probabilidades
con las que se alcanzan los procesos estables ; (mediante una transicién interna
generalizada), a partir de las probabilidades relativas de ejecutar las acciones a; (i.e.

los valores que denotan la probabilidad de ejecutar la transicién correspon-

ProtarAD)
pro(a:,A;)!? i
diente, partido por la probabilidad de ejecutar la accidn a; a partir de ese punto), y a
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partir de la probabilidad asociada con la ltima transicién interna generalizada que

conduce al proceso FP'.

Y con todo ello quedamos en condiciones de definir los conjuntos de aceptacién

probabilisticos de un proceso tras ejecutar una secuencia de pares (estado, accidn).

Definicién 4.7 Sea P un proceso y s una secuencia de pares (estado, accién). Defi-

nimos los conjuntos de aceptacidn (probabilisticos) de P tras s como

A(P,s) ={(A,pa/a:) | pa=Zpdpi | P ==p, P A S(P)= A} A pa >0}

donde ¢, = 1y quory = L { 6 | P ——ih;, Q' A S(Q)=B}. 0

Cuando no haya lugar a confusion, omitiremos el término probabilistico al hablar
de los correspondientes conjuntos de aceptacién. Intuitivamente, para calcular los
conjuntos de aceptacion de un proceso P después de ejecutar una secuencia s, primero
calculamos los estados alcanzables por P después de ejecutar la secuencia s, y tras
ello sumamos las probabilidades de alcanzar dichos estados (cada estado puede ser
alcanzable a través de distintos caminos), dividiendo por la probabilidad de que el
proceso alcance el ultimo estado de la secuencia s, tras ejecutar las acciones de la
misma. Con ello conseguimos que, en cada punto, la suma de las probabilidades de
los estados alcanzables sea igual a 1 menos la probabilidad de que el proceso diverja
tras ejecutar la secuencia s. Notese que bajo la definicién dada, un proceso divergente

no tiene estados alcanzables después de ninguna secuencia, es decir se cumple:
A(Q,s)=0  para cualquier secuencia s

dado que para ningin proceso P y ningin 0 < p <1 se tiene 0 ==, P,

Definicién 4.8 (Caracterizaciéon Alternativa)

Siendo P, P’ procesos, escribiremos P 2 P’ si para toda secuencia s de la forma

s={Aa,Azaq,...,A, a,) se verifica:

A(P,s) = A(P', s)
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P |

)t
P =
[/\ |[1]b P2=a+§b

PG P3=b;C
/\]b ‘[115 |[1]d Pi=c
Nil  Nil P, Nil Ps = bid
|l Fo=d

Figura 4.1: Semdntica operacional de P = ((a + b) ®1 (b;¢)) S (b, d).

1
2

A continuacién veremos una serie de ejemplos que ilustran cémo se calculan los
conjuntos de aceptacion tras una secuencia, y que muestran ¢émo quedan relacionados
algunos procesos por medio de la nueva relacion =. “

Ejemplo 4.9 Consideremos el proceso P = ({(a+1 ) @1 (b; ¢)) @y (b; d), cuya semdn-
tica operacional aparece representada en la Figura 4.1. Para calcular los conjuntos
de aceptacion del proceso P tras una secuencia s, calcularemos primero los procesos

a los cudles puede llegar P tras ejecutar la secuencia s.

Comenzando por A(P, €), tenemos P =e~>% P, P =€>% P, P z‘>% P;. Ademis,
S(P) = A= {{a,}), (b %)}, mientras que S(Ps3) = S(P) = B = {(b,1)}, y dado que
g = 1, tenemos

A(P,e) = {(4,1/4),(B,3/4) }

Pasemos ahora a calcular A(P, (Aa})). Tenemos P (A=a:21 Nil Ademids, S(Nil) =9, y
dado que gagy = Lo { 6 | P =4 @ A S(Q')= A} = 3, obtenemos

A(P,{Aa)) ={(0,1) }
De forma similar se obtiene

A(P,(Ab) ={(0,1)}
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A la hora de calcular A(P,(Bb}), tenemos por un lado P @% P, mientras que

por otro, P @% Ps. Dado que S(Py) = {(c,1)} vy S(Fs) = {(d,1)}, y teniendo en
cuenta el hecho de que ggyy = T { ¢ | P =, @ N S(Q') = B} = 2, obtenemos

AP, (Bb)) ={ ({(, )}, 1/3), {(d, )},2/3)} (=15 5 =3
De forma similar a como obtuvimos A(P, (A a)), obtenemos

'A(Pv (Bb: {(Cs 1)} C)) = { (wa 1) }
A(P,(Bb,{(d,1)}d)) = {(0,1) }

Finalmente, para el resto de las secuencias s, se tiene
A(P,s)=10

Podemos comprobar entonces que, por ejemplo, el proceso P es equivalente al
proceso P’ = (a‘—t-% b) D1 (b; (c S d)), es decir P = P'. De hecho, mis adelante

tendremos que el proceso P’ serd la forma normal del proceso P. N

Ejemplo 4.10 En el Ejemplo 3.8, mostramos que los procesos a;Q1 y b5 eran
equivalentes en el modelo reactivo, si bien comentamos que podrian ser distinguidos
por las pruebas de la forma ¢ 4+, w. En consecuencia, la no equivalencia de estos
procesos bajo la semantica de pruebas para el modelo generativo deberia quedar

reflejada en sus conjuntos de aceptacidn, lo cual en efecto ocurre, dado que

CA(6;:2),9) ={ ({(e, D}, 1) } # { ({(6, 1)}, 1) } = A((5; Q). €)
En cambio, para el resto de las secuencias, se tiene
A((@:9),5) = A(B;9),5) =0 (s #)

a

Ejemplo 4.11 Consideremos el proceso P = recX.(a @, X). Siguiendo el mismo

razonamiento empleado en el Fjemplo 3.8 obtenemos

Spdpi | P=Sp, PP A S(PY=A={(a,1)}} =1
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por lo que

A(P,e) = {(4, 1)}
De igual forma, Y p {]’pTI—PJ%m P' A S(P) =0} } =1, con lo cual
A(P,{Aa)) = {(0,1)}
Para el resto de las secuencias obtenemos

A(P,s) = (s #¢€ (Aa))

P resulta asi equivalente al proceso P' = a; Nil, es decir P = P’ | O

4.3 Teorema de Caracterizacion

En esta seccién probaremos que las dos relaciones dadas por las Definiciones 4.1 y 4.8
coinciden, es decir identifican a los mismos procesos. Para hacerlo comenzé,remos por
asociar a cada proceso sintictico lo que denominaremos su drbol de computaciones,
que aunque relacionadas, no deben confundirse con las computaciones introducidas

en la Definicién 2.12.

En dichos arboles de computaciones se alternan estados internos y estados ez-
ternos. De los nodos correspondientes a los estados internos saldridn transiciones
internas generalizadas que lleguaran a estados externos, mientras que a partir de los
nodos correspondientes a los estados externos saldran transiciones observables que
alcanzaran estados internos. Si asociamos elecciones internas generalizadas a los es-
tados internos (ver Definicién 2.6), y elecciones externas generalizadas a los estados
externos (ver Definicién 2.5), estos drboles se pueden ver como procesos sinticticos
generalizados, que estaran en forma normal. La diferencia con respecto a los proce-
sos ordinarios que constituyen PPA proviene del hecho de que estos nuevos procesos
pueden ser (sinticticamente) infinitos, pero resulta trivial extender la definicién de
la semantica operacional a este tipo de procesos, por lo que también podemos definir
una semantica de pruebas para ellos, 0 mas exactamente, la probabilidad con la que

cada uno de estos procesos pasa una prueba dada.
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Tendremos por tanto una forma de asociar a cada proceso sintictico otro proceso
generalizado que estara normalizado, y que serd equivalente (en un cierto sentido que
ya precisaremos) al proceso dado. La definicion de dichos procesos normalizados serd
totalmente operacional, estando basada en los conjuntos de aceptacion del proceso

tras cada secuencia de pares (estado, accidn).

Definicién 4.12 Sea P un proceso. Definimos el proceso normalizado asociado a P,
y lo denotaremos por j(P), como AA(P) = ,Z(P, ¢), donde

A(P,s) = EB P i_‘;[p,-,jl a3 A(P,s o (Aiai)

siendo A(P,s) = {(A,p1),-. -, (An,pn)}s A = {(@i1,pin),- -5 (Gipy Pir )}y donde

usamos el convenio de que Z?zl P; denota al proceso Nil. a

Notese que la diferencia entre 1 v ¥ p; denotard la probabilidad de divergencia

del proceso en cada uno de sus estados internos.

Dada la estrecha relacién entre A(P) y los conjuntos de aceptacién de la forma
A(P, s), resulta razonable denominar al proceso j(P) la forma normal del proceso P.
El siguiente resultado, cuya prueba resulta trivial a partir de la definicién anterior,
expresa la nocidn de equivalencia que existe entre el proceso y su forma normal a la

que nos referiamos en la infroduccién de esta seccion.
Lema 4.13 Para cada proceso P se tiene P = ﬁ(P) a

Pero podemos ir aun mas lejos. De la manera en la que hemos definido las formas
normales, se sigue trivialmente que las mismas son dnicas dentro de cada clase de

equivalencia.
Lema 4.14 P = P' & A(P) = A(P)). o

Ejemplo 4.15 El proceso P’ que aparecia en el Ejemplo 4.9 estd en forma normal,
es decir P’ = A(P'). El proceso P del Ejemplo 4.9 no estd en forma normal, pero

naturalmente resulta sencillo comprobar que A(P) = P, ]
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!
El primer paso para demostrar la caracterizacién alternativa de la semdntica de
pruebas mediante los conjuntos de aceptacién consistird en probar que un proceso es
;
equivalente con respecto a la semantica de pruebas a su forma normal. De cara a

demostrar dicho teorema precisaremos una serie de resultados auxiliares previos.
i

Lema 4.16 Para cada proceso P, y cada secuencia s = (A4, ay,..., Apay) se verifica
{
YAPrIPZ, P =Y {a a|(AgcAPs)} |
P A

donde g, =1y gyopry = Lo { & | P =54 @ A S(Q)=B}.

Demostracién: A partir de la Definicién 4.7 obtenemos

_xwﬂplpénpr A S(P’)=A[}>i0
qs |

(A, q) € A(P,s) < ¢

de lo cual, sustituyendo el valor de cada ¢ en la parte izquierda de la ecuacién, se

{

deduce inmediatamente el resultado buscado. { O
i
|

Lema 4.17 Para todo proceso P, y toda secuencia s, se verifica

S{plP=2,P'} =3 {p| A(P) ==, P'} |
PI P’

i
H
I

Demostracién: La demostracion la realizaremos por induccién sobre la longitud de

. |
la secuencia s.

|
Caso base: (s = ¢€) |
Aplicando el Lema 4.16 obtenemos ’

i

dAprIP=, P }=3 {p|(B,p) € A(P,¢) } |

P B ‘
Entonces, por el Lema 4.13, al ser P & ﬁ(P), tenemos que las probiabilidades
asociadas a los conjuntos de aceptacién del proceso P tras la secuencial vacia son
iguales a las correspondientes al proceso E(P), de lo cual se sigue que el valor anterior

es igual a

> A{p|(B.p) € A(AP),€) } =;{IPIAA(P) ==, P’}

B

|
|
|
|
{
|
!
|
|
!
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Caso Inductivo: (s = s’ o (B b))

De nuevo, aplicando el Lema 4.16 obtenemos

SAPIP = Py =34 1 (49) € AR5} } (4.1)
<
donde ¢/ = T { @i | P =24, @ A S(Q) =B}

Por hipétesis de induccién, y dado que P & ﬁ(P), tenemos
¢ = AalAP) L, Q A S@Q)=Bl=q"
QI

con lo cual, aplicando de nuevo que P 2 A(P), obtenemos que el valor dado por la

férmula (4.1) es igual a
S Aa ' 1(Aq) € ALAP),5) b
A

v aplicando de nuevo el Lema 4.16 obtemos que el valor de la féormula anterior es
igual a

;{[P|j(P):S>pP’H'

como queriamos demostrar. a

Teorema 4.1 Para todo proceso P se verifica P ~zg .A?(P)

Demostracién: Tenemos que probar que para cualquier prueba T € G, la probabi-
lidad con la que el proceso P pasa T es igual a la probabilidad con la cual su forma
normal, es decir X(P), pasa 1. En virtud del Lema 2.14, podemos suponer que
las pruebas no contienen elecciones internas, y que no hay no determinismo provo-
cado por acciones iguales bajo una eleccion externa. Por lo tanto, al no contener las
pruebas ningin tipo de eleccién interna, la composicion en paralelo del proceso y la
prueba resolvera en primer lugar las decisiones internas iniciales del proceso, tras lo
que se alcanzard un estado estable en el cual el proceso y la prueba interaccionaran.
Pero por el Lema 4.17, la probabilidad de que el proceso P ejecute una secuencia de
pares (estado, accién), es decir la de llegar a estados estables después de dicha se-

cuencia, es igual a la probabilidad de que la ejecute su forma normal, y dado que por
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el Lema 4.13 la probabilidad asociada con los estados del proceso y de su 1forma. nor-
mal son la misma para cualquier secuencia de acciones, tendremos que la interaccién
entre el proceso y la prueba puede ser simulada, con las mismas probabillidades, por
la forma normal interaccionando con la prueba, con lo que la probabilidad de pasar

dicha prueba sera la misma en ambos casos.

En resumen, al componer en paralelo al proceso con una prueba, primero se ¢je-
cutan las elecciones internas hasta que se llega a un estado estable, después se in-
teracciona con la prueba, y tras ello se repite el ciclo hasta llegar o bien a un interblo-
queo o a la ejecucién de la accidn de visto bueno por parte de la prueba, y en virtud
de los Lemas 4.13 y 4.17, los mismos computos serdn posibles para la forma normal

del proceso en cuestion. O

Nos disponemos ahora a probar que la nocién de equivalencia inducida por la
semantica de pruebas y la definida por los conjuntos de aceptacion son coincidentes.
Al efecto, en virtud del Lema 4.14, resulta suficiente restringirse a procesos de la
forma A(P). Pero antes de nada necesitaremos un resultado técnico dé unicidad.
Dicho resultado es similar al que aparece en el Lema 9 de [WSS94], pero debido
a que nosotros hemos definido las probabilidades de las transiciones de una forma

ligeramente diferente, la formulacién del lema no es exactamente la misma.

Lema 4.18 Sean f y f' dos funciones racionales de n > 0 variables z,z; ... Z,,

definidas como sigue:

'y C’-;
[=Y——— f=y "
€l 143 dj; - T Z&;,i, .y
7=1 i=1

|
donde I,I' son conjuntos finitos de indices; ¢;, ¢, > 0; para cada r,s ‘E I, tales
que r # s, las tuplas (dir,d2r,...,dnr) ¥ (dis,d2s, ..., dn,s) son distintas; y para
cada r,s € I', tales que r # s, las tuplas (d,,dy,,...,d,,) ¥ (d),. d,, .., dr, ;) son
distintas. En tal situacidn, si f = f' existird una biyeccién h : I —'I' tal que
dji = sy ¥ G = Gy Para todoi € I'y 1 < 7 < n, de modo que las expresiones
definiendo f y f' serdn idénticas salvo conmutatividad.
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Demostracién: Asumamos de momento que en la definicién de f no aparece ninguna

tupla nula, es decir, se tiene Vi€ I 35 € {1...n}: d;; #0.

Tomemos p; =1 + Zdj, cx;y pa=1+ Z - z;, y consideremos el polinomio
i=1 i=1

P = Hp,' . H plr. Entonces se tiene f- P = f'- P, es decir:

i€l el

doci- IIpe HPL' = Z Ci*'HPk' HPL'

i€l ket KeD el kel wer

ki by
Para cada i € I, consideremos el conjunto de raices £; C IR™ del polinomio p;.
Entonces, para todo &; € F; tenemos
R.‘(E;)
(f P ]___[Pk et Hpk' i) — f P)(ez)_o

kel kel
k#1

Como ¢; > 0, para cada & € E; se cumple

Ri&)y=TlIpx- [1r =0 (4.2)
g N

Geométricamente hablando, los conjuntos F; representan los puntos de un hiperplano
en IR™, mientras que la férmula de la ecuacién {4.2), R;(&;) = 0, representa la unién
de los hiperplanos correspondientes a cada &' € I' y a los kK € I, k # i. Pero esta
unién es finita, por lo que si E;(z) = 0 para todos los puntos de un hiperplano (en
este caso el hiperplano Ej, o equivalentemente las raices del polinomio p;), entonces
ha de existir un cierto & € I, k # i de modo que el hiperplano asociado a p; es el
hiperplano F;, o bien existirda un k' € I’ tal que el hiperplano asociado a pf, es el
hiperplano E;. Pero si dos polinomios definen el mismo hiperplano, sus coeficientes
deben ser proporcionales, y dado que todos estos polinomios tienen como término
independiente el valor 1, dicho coeficiente de proporcionalidad deberia ser igual a 1.
Ahora bien, el primer caso no se puede producir, pues la hipétesis del lema nos indica
que todas las tuplas que aparecen en f son distintas; de modo que debe existir un

k' € I’ tal que p; = p..
Como este razonamiento se puede repetir para cada ¢ € I, tendremos una funcién

h: I — I' tal que dj; = d} ,(;y para cada: € I y 1 < 7 < n. Dado que todas las
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tuplas que aparecen en f y f’ son distintas, por la definicién de la funciénih tenemos
que es inyectiva. Para simplificar, realizando el ordenamiento oportuno en los indices
de I, podemos asumir que h(i) = i. Ello nos permite descomponer I' en la forma
I'=1TU.Jcon INJ =0, de modo que obtenemos

=y fZ+Z]

1EIP‘ zEIp' JerJ

donde por las hipdtesis del lema, los polinomios p} serian distintos de los p;.

Sea entonces ¢} = HP:‘ y consideremos f-Q y f'-Q, es decir

i€l
fQ=> ¢ ] f’-Q=ZCZ-Hpk+Z Tl o
1e] 2;2 iel li:;! jeJ J ie]

Para cada ¢ € I, consideramos ¢€; € E; verificando p;(&) = 0 y tal que para todo
ke (I —{i}) U J se tenga px(€;) # 0. Nétese que un punto tal siempre existe, dado
que el conjunto de los hiperplanos que aparecen en (I — {7}) U J es finito, y por tanto
la unién de las intersecciones entre estos hiperplanos y el hiperplano E; no puede ser

ignal a F;. Para dicho punto se verifica

(f- Q&) =¢- gpk &) = (f"-Q)(&) —Ci-'kHypk(éz—)+Jer,_€él) Epz(ez)

ki _ k#i :
Si tenemos en cuenta que ¢;,¢; > 0, [[px(é&) # 0, para todo j € J se tiene

kEr
k#i
pi(&) # 0, y finalmente que [];c; p:(&) = 0, obtenemos

(f-Q)&) =q- Hpk &) = (f - Q)(e Hpk
£, £

de donde resulta ¢; = ¢} para cada i € I. En consecuencia

o ¢ |
f=2 r=Y%+y4 (4.3
:EZI Di g pi J%;r pj ' )

Faltarfa probar para concluir la demostracién que J = @. Consideremos f(0) y

(D). Sustituyendo en la férmula (4.3) obtenemos f(0) = ¥;c;c;, mientras que
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fi(0) = Yierci + Xjes ¢ Como f = fy los valores ¢, (j € J) son mayores que
cero, debe cumplirse que Yje; ¢; = 0, lo cual implica que J = @. De ello se deduce

inmediatamente que la la funcién A introducida previamente es biyectiva.

Afrontemos ahora el caso en el que alguna de las tuplas que aparecen en la
definicién de f es la tupla nula, es decir 3k € I Vj € {1...n} : di; = 0. Para
dicho k£ no podriamos utilizar el razonamiento anterior consistente en considerar una
raiz del polinomio asociado (es decir de p ), dado que dicho polinomio no tiene raices.
Sin embargo podemos seguir realizando el razonamiento para los deméas elementos de
I, con lo que en lugar de llegar a la formula (4.3), llegariamos a:

CI

c; C; ;
f= > —+a =3 =+ (4.4)

el {k} Pi iel-{(ky Pi  jes Pj
donde [’ = (I — {k}) U J. Faltaria por probar entonces que J = {k'}, ¢}, = ¢ y
P = 1. Dado que f = f’, de la férmula (4.4) obtenemos ¢ = Zf;i- Como quiera

jed ?

que ¢; es una constante, la parte derecha de la igualdad anterior debe ser constante,
por lo que todos los polinomios p; han de ser iguales® al polinomio 1, de modo que
sus tuplas asociadas serdn la tupla nula, y dado que por las hipotesis del lema no
pueden existir tuplas repetidas, sélo aparecera una tupla tal en J, con lo que queda

probado el resultado deseado. O

El siguiente resultado técnico sera utilizado también en la demostracion del Teo-

rema de Caracterizacion.

. n n
Lema 4.19 Sean p;,po,...,Pn, 1,05, -, P, = 0, tales que Zpt- = Zpg, y r,r’ >0
=1 =1
Entonces,

. !
V1i<i<n: &zp—i = V1<i<n:p=p Ar=r
T r

5Supongamos que existe un polinomio distinto del polinomio 1. Si pasamos todos los términos
constantes de la parte derecha a la parte izquierda, y calculamos la suma de las fracciones que
quedan en la parte derecha, obtenemos en el denominador un polinomio al menos un grado mayor
que el del numerador. Si a continuacién pasamos el denominador a la parte izquierda tenemos la

igualdad entre dos polinomios de distinto grado, lo cual es una contradiccidn.
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Demostracién: Como quicraque V1 <i<n: & = —l entonces los sumatorlos en
i de tales términos seran iguales en los dos casos, es dec1r
T 1) n ! i

N 25
S R

1= i=1 =1

L T
Por hipétesis, Y p; = »_p}, por lo tanto r = r'. De aqui se deduce trivialmente
i=1 i=1 t
queV1<i<n: p;=p. : 8]

Teorema 4.2 Para cualesquiera procesos Py P' se verifica
A(P) ~g A(P) <= A(P)=A(P)

Demostracién: La implicacién de izquierda a derecha es trivial, pues si dos procesos
en forma normal son (sintdcticamente) iguales, pasardn cualquier prueba con la misma
probabilidad.

Para la implicacién de derecha a izquierda, consideremos la unién de los alfabetos
de los dos procesos
a(P)Ua(P') = {a;,...,a,} C Act

Nétese que dicha union es finita. Por simplicidad en la notacién, supondremos que

V1<j<n:i =7 de modo que
a(P)Ua(P)={a,...,a,} C Act

Consideremos ahora, A(P) y A(P') que tendran la forma

ea ipi] z pis] 03 Cij AP) = é i) il[pzjl a;:CL,

donde para simplificar la notacién tomamos p; ; = 0 cuando la accién a; flo aparecia

originalmente en el i-ésimo sumando de A(P) y anilogamente para ﬁ(P’ ). Tomare-

mos A; = {(a;,pis) | pij > 0} y Ai = {(a;,pi;) | pi; > 0} |
Distinguiremos ahora tres casos dependiendo de la forma que tengan Ios Procesos

A(P) y A(P'):
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1. Los dos son finitos.
2. Uno es finito y el otro es infinito.

3. Los dos son infinitos.

Comenzando por el primero de los casos, realizaremos la demostracién por in-

duccion completa:

1. (Caso Base): Probaremos que si dos procesos en forma normal pasan todas las
pruebas con la misma probabilidad, entonces son iguales en su primer piso, es

decir, se cumple:

m=m' AV1I<i<m: (pi=p; ANV1I<j<n: pj=p;)

2. (Caso Inductive): Supondremos que las formas normales son iguales en su
primer piso, pero que alguna de las confinuaciones es distinta, es decir que
existen un estado A; y una accién a; € Act(A;), tales que C;; # C!.. De-
mostrarernos entonces que existira una prueba distinguiendo a las dos formas
normales, lo que supone una demostracién via el contrareciproco del resultado

deseado.

(Caso base:

Partimos de que las dos formas normales pasan con la misma probabilidad todas
las pruebas. En particular, para cada distribucion de probabilidad de la forma

G={q1,92,--Gn,Gnt1) con g; >0, y Zq,- = 1, consideraremos la prueba

n+1

T = [g;] aj; Nil
j=1

donde tomamos any; = w. Al componer una prueba tal con el proceso j(P) obte-

nemaos

-~

pass(A(P EP: qn,Tl (4.5)
= g F Zpi,j " q;

=1
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pues tenemos en primer lugar las elecciones internas del proceso, cada una de ellas
con probabilidad p;, y tras las mismas la prueba sdlo se pasara mediante la ejecucién
inmediata de la accién w, lo cual sucederd con una probabilidad que viene dada por el

cociente entre el valor ¢,,41 asociado a w y el correspondiente factor de normalizacién®.
|

Dado que ¢,4; > 0, podemos dividir arriba y abajo en tales cocientes por dicho

valor, tras lo que la férmula (4.5) toma la forma

Sy - e (4.6)

ot o
' 1+ sz‘,j " ntl |
=1

Realizando el mismo proceso para ﬁ(P’ ) obtenemos ;

m!
p 1

pass(ﬁ(P’) : Té) = Zpi : -
i=1 1+ Zp‘;’j R
Jj=1

(4.7)

n4-1

Si hacemos un cambio de variable de la forma ¢; = Efi_u e ignalamos las expresiones

derivadas para pass(A(P), T?) y pass(A(P'), T?) obtenemos
i 1 - 1
oAy T 14D d g .
j= =1

Estamos entonces en condiciones de aplicar el Lema 4.18 7, con lo que obtenemos

m=m AV1I<i<m: (p=p; AV1I<j<n: p;=p;)

6Como gquiera que en las pruebas consideradas todas las probabilidades asociadas a las acciones
del alfabeto de los procesos son mayores que cero, €l resultado de componer el proceso y la prueba

seria el mismo si utiliziramos factores de prenormalizacién (ver pagina 40). !

"Esta afirmaci6n necesita una explicacién adicional. Las hip6tesis del Lema 4.18 exigian que las
dos funciones tenian que ser iguales para cualquier valor de las incdgnitas (i.e. cualqi]ier tupla de
IR"), mientras que nosotros sélo tenemos la igualdad para valores ¢i,...,q), tales que ¢; > 0 y
S¢ = ﬁfﬂ'—‘ Haciendo tender gn4; a cero, podemos conseguir valores arbitrariamente grandes
para las variables g;, con lo que obtenemos que estas dos funciones son iguales para cualquier valor
{estrictamente) positivo de las variables g;. Pero por tratarse de funciones raciondeé, si coinciden
sobre todo el cuadrante positivo de IR™, seran iguales sobre cualquier valor de IR®, por lo que

podremos aplicar el Lema 4.18. '
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con lo que queda probado que las dos formas normales coinciden en su primer piso.
Caso Inductivo:

Supongamos que las dos formas normales son iguales en su primer piso, pero que
existe una continuacion que es distinta. De entre aquellos estados iniciales del proceso
j(P) tales que una de sus continuaciones tras una de sus acciones es distinta a la
correspondiente continuacién del proceso j(P'), consideraremos uno de los que sea

minimal en su numero de acciones, en el siguiente sentido de minimalidad:

Sea A; un estado del proceso A(P) tal que existe ax € Act(4;), con
Cix # C}, de modo que para todo estado A, del proceso A(P) tal que
Act(A,) C Act(A;), se cumple que para todo ¢, € Act(A,), tenemos
Crs=Cl,.

Obviamente, el estado elegido sera distinto del vacio, pues tras el estado vacio no hay

continuaciones. Para simplificar la notacidén, supongamos que
Act(A;) = {a1,..., @k ... ar} C{a1,...,0,} = a(P) U a(P)

Una vez que tenemos fijado el estado A;, vamos a realizar una particién de los estados
alcanzables por los procesos en tres grupos: aquéllos cuyo conjunto de acciones esta
contenido en las acciones del estado A;; aquéllos que tienen las mismas acciones que
Aj; y el resto, es decir aquéllos que tienen acciones que no pertenecen a las acciones

de A;. Formalmente:
o« Al={i|3p,Q: A(P)==,Q A S(Q)=A: N Act(A;) C Act(4A;)}.
o A2={i|3p,Q: AP)=2,Q A S(Q)= A:i A Act(A4:) = Act(A;)}.
o AB={i|Ip,Q: AP)=,Q A S(Q)= A; A i¢ AlU A%}

Como hemos supuesto que Cjx # C},, por hipétesis de induccidn existira una prueba

T que distinga a estas dos formas normales:

pass(Cjx, T) # pass(Cj,, T) (4.8)
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1
Como al menos uno de estos valores ha de ser no nulo, supongamos pass(CJ’-,;c ,T) >0
f

(obviamente, el caso simétrico se trataria igual). ;

]
Entonces, para cada distribucién de probabilidad de la forma ¢ = (¢/, g2, ... ¢ )

tal que ¢; > 0, v 3 ¢; = 1, consideramos las pruebas

n

TI?,J = (Z::l[qS] as; Ty) +35 ( Z [

s=r+1

T si's=k
Nil e

| as; Nil)  donde Ty = {

n—r
donde suponemos que si n = r entonces el segundo sumando no aparece.
Al componer tales pruebas con el proceso A(P) obtenemos:

- 6 qx - pig - pass(Cig, T)

i
\
'
|
|
!
pass(A(P), T!,) = : @Y
iCcAl Z 6 N pi,s s i
s=1
1
J- Dk C, , T
+ ZP:’ 0% Pr,k pass(Cix , T) | (4.10)
ieA? Z J- Pis * Us i
s=1 ;
0 G- Pij - i, T)
b oY P possCun, T) 1y gy
€A Z 6'pi,s'QQ+ Z (1_6)'171',3 '.ﬁ
s=1 s=r+1 | .

En cada uno de los casos, si para algin 4, ax ¢ A;, aunque la continuacién Cjj no

exista, tal hecho no producird ningin problema, pues p;; seria igual a O'i Sin=r,
’ . - A +

el ultimo sumando no existird, y las §’s que aparecen en los otros dos sumandos no

t
provocan ningin conflicto dado que se puede eliminar (al ser § > 0). !
|

De igual forma, para el proceso A(P') tendremos:

_5‘Qk'Pi,k' pass( é,ka T) 1

pass(A(P), T&;) = >.p - : @)
€Al Z d- Pis s '
s=1
&gk pig- pass(Ciy, T '
b o e Pk passlGiy, T) (4.13)

T
€A Z & - Piys s
s=1
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. . -, . !
+ Y 09 PorpasstCoyr ) (4.14)

iea? Zé'pi,s'qs+ Z (1_6)'pé,s'$
s=1

s=r+1

Vamos a realizar la demostracion por contradiccion; es decir supondremos que las
dos formas normales pasan con la misma probabilidad todas las pruebas, y llegaremos
ali
a que Cjp = Cl .
Si las formas normales pasan con la misma probabilidad todas las pruebas, en

particular pasardn con la misma probabilidad las pruebas de la forma TE,J, es decir
pass(A(P), TE;) = pass(A(P"), Ti;)  (VO<6<1 A VY

Como la igualdad es cierta para cualquier 0 < § < 1, se mantendra si hacemos
tender & a cero, de modo que

lim pass(A(P), Tfs) = lim pass(A(P"), Tis) (V) (4.15)

§~+0

Si examinamos los sumandos que constituyen ambos lados de la 1gualdad anterior,
observamos que al tender § a cero, (4.11) y (4.14) también tienden a cero, dado que
para cada i € A%, el numerador tiende a cero, mientras que el denominador tiende a,

n
5 pia sk >0
s=r1
Por otra parte, por la eleccién que hemos hecho del estado A;, los sumandos (4.9)

y (4.12) tendran el mismo valor, al ser las continuaciones, es decir, los procesos C; i
y C},, idénticas para cada i € A'.

Por lo tanto, si la igualdad expresada por la férmula (4.15) es cierta, a la vista de
los dos parrafos anteriores, para cualquier distribuciéon de probabilidad de la forma
d = (q1,92,..-q-) tal que ¢; > 0, y ¢ = 1 se ha de cumplir la igualdad entre las
expresiones dadas por (4.10) y (4.13), con lo cual, al dividir cada sumando entre

& - qx - pik, obtenemos:

pass(C, T — pass(Cl, , T)

Zpi' = Lpt T

r
iCA? 1+ Pis g jecaz 1+ Pig | s

Pik gk Pik gk
s=1 s=1
s#k s#k
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Si eliminamos los sumandos nulos, y consideramos el cambio de variable ¢, = -gf,
i

obtenemos:
|
> po2lleD 5, el
pass(Ci g . T) #D 1+ £ie pass(C) , \ T) #0 1+ Pis 1
i€A? [ Pk % ,-E’f,z [ Pk %
s#k stk

Podemos entonces aplicar el Lema 4.18, dado que todos los sumandos son distintos
de cero y aplicando el Lema 4.19.a los sumandos de la forma I”J—;;i tenemos que las
correspondientes tuplas son distintas entre si. '

Dado que pass(Cjx, T) > 0,y j € A?%, debe existir algin j' que vériﬁque las

siguientes condiciones: .‘
1. pass(Cji, T) = pass(Cjy, T).

. Pis _ Fils
2.V153§r,s75k.p“ ol

T r

Pero ij,s =1= ijr,s con lo cual, aplicando de nuevo el Lema 4.19, obtenemos
s=1 s=1

V1<s<r: pjs=pys Al tratarse de estados de un proceso, y no poder haber

repeticiones por ello, necesariamente se debe cumplir j = 7'. Pero si 7 = ', entonces
tenemos pass(Cjx, T) = pass(Cj,, T') lo que contradice la ecuacién (4.8). Esto

termina la demostracién para el caso en el que los dos procesos son finitos.

Si uno de los dos procesos es finito y el otro no, supongamos que el proceso finito
tiene profundidad n (i.e. todas las secuencias de longitud mayor que n devuelven como
conjunto de aceptacién @). Entonces, podemos considerar los 7+ 1 primerbs pisos del
proceso infinito, y utilizando un razonamiento similar al anterior encontraremos una

prueba que los distinga.

i
Si los dos procesas son infinitos pero distintos, la diferencia entre ellos se alcan-
zard en tiempo finito, es decir existird una secuencia finita s tal que A(A(P),s) #
A(A(P"), s), v entonces podremos utilizar el razonamiento anterior, considerando los

dos procesos hasta profundidad | s |. : 0
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Corolario 4.3 (Teorema de Caracterizacion)
Para cualesquiera procesos P y P’ se verifica P &g P/ <— P = P/,

Demostracién: A partir del Teorema 4.1 obtenemos P =~g P’ & ,Z(P) Rig .ﬁ(P');
aplicando el Teorema 4.2 obtenemos A(P) ~g A(P) « A(P) = A(P'); y para
finalizar, por el Lema 4.14, tenemos A(P) = A(P') & P = P O

La demostracion del Teorema 4.2, ademas de permitirnos demostrar que las rela-
ciones g y = identifican a los mismos procesos, nos da por afnadidura un conjunto
de pruebas esenciales, que resultan suficientes para distinguir cualesquiera proce-
sos no equivalentes. Definiremos a continuacion de forma precisa este conjunto de
pruebas, a las que llamaremos barbas probebilisticas. Como ya comentamos en la
introduccién de este capitulo, existe un gran parecido entre nuestras barbas proba-
bilisticas y las trazas probabilisticas de [YCDS94], si consideramos estas 1iltimas como

pruebas probabilisticas.

Definicién 4.20 El conjunto de las barbas probabilisticas, que notaremos por PB, se

define mediante la siguiente expresién BNF:

T s11=3

T = > [p] (bs Nil) +pw [ D [ps] 05 T donde T; =
i=1 i=1 Nil  e.o.c.

siendo p € (0,1), X pi=1,y b; € Act.
Escribiremos P ~pp @ sii VI € PB: pass(P,T) = pass(@Q, T). a

Intuitivamente, una barba probabilistica es una prueba que, o bien es una eleccion
externa generalizada entre una serie de acciones, cuyas continuaciones son el pro-
ceso Nil, compuesta en eleccién externa con la accién w, o es una eleccion externa
generalizada entre una serie de acciones las cuales todas tienen como continuacion el
proceso Nil, menos una que tiene como continuacion ofra barba probabilistica. En la

Figura 4.2 aparece una representacién grafica de una barba probabilistica tipo.

Teorema 4.4 Para cualesquiera procesos P y P’ se tiene P ~g P/ <= P =pg P’
q P y
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donde V1<jij<m: (ijk:‘l) A (Z%k#bjt%bjk)
k=1

Figura 4.2: Barbas Probabilisticas.

Demostracion: Es una consecuencia inmediata del Teorema 4.1, que nos;indica que
dos procesos son equivalentes respecto de la semdntica de pruebas sii lo son sus formas
normales, y de la demostracién del Teorema 4.2, en la cual vemos que para distinguir

entre dos procesos en forma normal, es suficiente utilizar barbas probabilisticas. O

Otra consecuencia de las demostraciones de ios Teoremas 4.2 y 4.4 es que la
equivalencia inducida por la semdntica de pruebas en el caso de que consiideréramos
factores de prenormalizacién seria la misma que cuando no los consideramos. Tal
resultado se sigue del hecho de que si podemos distinguir dos procesos mediante
una prueba, podemos encontrar una prueba que distinga a sus formas normales. En
la demostracién del Teorema 4.2 vimos que al efecto nos podemos restringir a la
consideracién de barbas probabilisticas, en las cuales siempre se ofrecen todas las
acciones, de modo que las probabilidades con las que se pasan tales pruebas seria
la misma aunque considerdramos factores de prenormalizacién. En consecuencia, si
denotamos por =g a la relacién de equivalencia inducida por la seméntica de pruebas
para el modelo generativo considerando factores de prenormalizacién, obtenemos el

siguiente '
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Corolario 4.5 Para cualesquiera procesos P y P’ se tiene P =g P’ sii P =g P’

a

4.4 Una Semantica Denotacional Completamente

Abstracta

En esta seccidn presentaremos una semantica denotacional la cual es completamente
abstracta con respecto a la semantica de pruebas para el modelo generativo. Esta

interpretacién estard basada en los drboles de aceptacidn [Hen85).

Comenzaremos definiendo el dominio semantico sobre el que vamos a trabajar,
y tras ello definiremos las funciones semanticas correspondientes a los operadores
sintidcticos del lenguaje. Finalmente, mostraremos que nuestra semantica denota-
cional identifica a los mismos procesos que la semantica de pruebas para el modelo

generativo.

4.4.1 Dominio Semantico

El dominio semantico sobre el que vamos a trabajar serd el de los drboles de aceptacion
probabilisticos (pat)® sobre Act. Denotaremos a este dominio por PAT ;. Sus cle-
mentos seran arboles con dos tipos de nodos: internos (etiquetados por @) y externos

(etiquetados por +), que ademas han de cumplir las siguientes condiciones:

e La raiz del arbol es un nodo interno.

e Para cada nodo interno del arbol, los arcos que salen a partir de él verifican las

siguientes condiciones:

— Cada uno de ellos esta etiquetado con un estado (ver Definicién 4.5) junto

con una probabilidad, siendo los estados diferentes dos a dos.

88iglas de probabilistic acceptance trees.
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— La suma de las probabilidades que etiquetan estos arcos es menor o igual
|

que 1. \

i
|
— Conducen a nodos externos. :

e Para cada nodo externo del arbol, los arcos que salen a partir de él deben
: - .. i
cumplir las siguientes condiciones: :

— Estdn etiquetados con las acciones pertenecientes al estado que étiqueta, el

arco que llega a ellos. *

t
t

— Para cada accion perteneciente a cada estado existe un inico arco etique-
}

tado por la misma. !

— Conducen a nodos internos. ‘
f
Usualmente denotaremos a los elementos de PAT 5 ¢ por R, Ry, ...,y c:)mitiremos

el término probabilisticos al referirnos a los mismos. |

Nétese que en un arbol de aceptacién pueden coexistir {al igual que ocufria cuando
definiamos los conjuntos de aceptacién probabilisticos) varios arcos partiéndo de un
mismo nodo interno etiquetados por estados conteniendo el mismo conjunto de accio-
nes, siempre que las correspondientes distribuciones de probabilidad deﬁr‘lidas sobre
dichos conjuntos de acciones sean distintas. Por ejemplo, bajo un nodo interno pode-
mos encontrar arcos etiquetados por {(a,3),(5,3)} y por {(a,3),(b,%)}. Nétese
también que la suma de las probabilidades asociadas a los arcos que sal?n de cada
nodo interno puede ser menor que uno. La diferencia entre dicha suma y.uno indica

[
la probabilidad de divergencia del proceso a partir de dicho punto. !

En la Figura 4.3 presentamos diversos ejemplos de procesos junto con su arbol de
aceptacién. De forma similar a como haciamos para los conjuntos de aceptacién, ca-
racterizaremos los nodos de estos drboles por medio de la secuencia de pai"es (estado,
accién) que nos permite alcanzarlos. En la siguiente definicién introducimos los for-
malismos para poder manejar los estados de un arbol de aceptacién que se alcanzan

tras una secuencia de pares.
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Nil a; Q@ Q P recX. a; X
& ® &3] 5]
ol @B {@d). 6. hA [ﬂ\((@%),(b,%)} {1} |1
+ + + + +
" /\ N a
a; 2
[35] @ 5] @ @ @
{(e. 1)} | 1] {(e, )} |[1] o1l {len}m  {@n}|E {e,n}|0]
+ + + + + +
a b c d a
3 5] @ <)

P = ((a3b;2) + (5 Nil) @y ((a;:2) +3 (55 ((d: Q) ©4 Q)

Figura 4.3: Ejemplos de arboles de aceptacién probabilisticos.

Definicién 4.21 Sea R un pat y A un estado. Definimos la probabilidad con la que
R alcanza (inmediatamente) el estado A, y lo denotamos por p(f2, A), como py si
existe un arco que salga de la raiz de R etiquetado por [pa] A, y como cero si no

existe ninguin arco con tales caracteristicas.

Siendo A un estado tal que ps = p(R, A) > 0, con ¢ € act(A), definimos la con-
tinuacion después de ejecutar la accion a a partir de A, y lo denotamos por R/(A,a),
como el arbol cuya raiz es el nodo interno al que se llega mediante el arco etiquetado

con a que parte del nodo externo al que llega el arco etiquetado por [pa] A.

Sean A; estados y a; € act(A;) con ¢ = 1...n. Si consideramos la secuencia
s = (Ara1, Azas,..., Ay ay), definimos la probabilided global con la cual R alcanza
el nodo externo representado por la secuencia s y el estado A, y lo denotamos por

p(R,s,A), como

p(R, ¢, A) = p(R, A)
p(R, (Alal) 0 s, A) = p(Ra Al) : p(R/(Ala al)a 5 A)
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La Figura 4.4 da una visién grafica de los conceptos introducidos en la: definicién
anterior. Notese que a partir de los valores de p(R, s, A) podemos reconstruir ficil-
mente el arbol R. Al efecto, para determinar las probabilidades (locales) asociadas a
los estados que etiquetan los arcos que parten de los nodos internos que se alcanzan
tras una secuencia de pares {estado, accién) es suficiente dividir por la probabilidad
global de alcanzar el ultimo estado de la secuencia. Formalmente, si notamos por
prob(R, s, X) a la probabilidad que etiqueta el arco etiquetado por X que sale del

nodo de R que se alcanza tras haber recorrido la secuencia s°, obtenemos:

p(R, X) he=e
R,s,X)=

prob(R, s, X) p(R’s’o(Aa),X) i s=50(A
p(R, s, 4) emaoidd

De hecho, en ¢l resto de esta seccién utilizaremos de forma implicita esta propiedad

en diversas ocasiones a la hora de definir ciertos arboles de aceptacion.

A continuacién pasaremos a definir la relacién de orden que consideramos entre

los arboles de aceptacion.

Definicién 4.22 Sean R;, R; pat’s. Escribiremos Ry Cpar Rg sii para toda secuencia
sy para todo estado A se cumple p(R;, s, A) < p(Ra, s, A). Escribiremos Ry =par Ra
si By Cpar o y A2 Epar Ry O

Esta relacién es de orden, y da lugar a un orden parcial completo (PAT"ACt, Cpar)-

Proposicion 4.23 La relacién Cpar es una relacidn de orden.

Demostracion: Al igual que ocurria en la Proposicion 3.14, es trivial comprobar

que la relacién Cpay cumple las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva. O

Teorema 4.6 El par (PAT i, Crax) €s un orden parcial completo (cpo).

Demostracién: Hemos de probar la existencia de un elemento minimo y la existencia
{

de cota superior minima para cada cadena.

YEs decir, si s=(A4; a1, A2 a2, ..., Ap a,), consideramos el 4rbol R/(Ay,a1)/(A2,a2) - [(An,0n)-
1
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p(R,(Al al,A2a2,...,Anan),A) =pL P2 PP

Figura 4.4: Definicién de p(R, A), R/(A,a) y p(R,s, A).
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Ezistencia de elemento minimo

Veamos que el drbol R definido en la formaV s, A: p(R,s, 4) =0, qué pertenece

a PAT 5, es el elemento minimo. En efecto, si R’ € PAT 5 se tiene
Vs, A: p(R,s,A)=0<p(Rs, A)
con lo cual tenemos R Cpar . ]

Eristencia de cota superior minima (lub) '

Sea {R,}new una cadena de elementos de PAT 5. Entonces, el elerpento UR,

serd el dado por |

P(URn, 3, A) = lim p(En, 5, 4)

Veamos que UR,, queda asi bien definido. Al formar los elementos R, u:na cadena,
los valores p(Rn, s, A) forman una sucesién creciente y acotada por 1. Por lo tanto,
existe el limite de esta sucesion, que serd menor o igual a 1. Ademas, por definicién

de limite, si existiese algin nodo interno en el que las probabilidades sumaran 1 + ¢

(con € > 0), deberia existir un j € IN tal que en ese mismo nodo las probabilidades-

sumaran 1 + d, con 0 < § < ¢, lo cual no es posible dado que los elementos de la

cadena son 4rboles. Por tanto, LR, estd bien definido.

Una vez definido, tenemos que ver que se trata de la cota superior minima de la

]
cadena: |
|
1

1. UR, es cota superior de la cadena.

Sea R; un elemento de la cadena. Tenemos que mostrar que para cualquier
secuencia s y cualquier estado A se cumple p(R;, s, A) < p(UR,, s, 4), lo cual
es trivial dado que p(LR,, s, 4) = lim p(Rn, s, A) > p(R;, s, A).

n .

2. UR,, es la minima cota superior. ‘

Sea R un elemento de PAT . tal que V. n € IN : R, Gpar R' Entonces,

tenemos la siguiente cadena de implicaciones:
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R, Cpar R ¥YnelN
4
p(Rn, s, A) <  p(R,s,A) Vs, A AVnelN
U
limuen p(Ba,s,4) < p(R,s,A) Vs, A
il
p(UR,, s, A) < p(R,s,A) Vs, A
U
L-an [;PAT R

4.4.2 Funciones Semanticas

En esta seccién vamos a definir la funcién semantica asociada a cada uno de los
operadores de nuestro lenguaje. Ademas, mostraremos la monotonia y continuidad
de dichas funciones, lo que nos permite aplicar técnicas de punto fijo a la hora de dar
semantica a procesos recursivos. Como es usual, denotaremos por [P] a la semdntica

del proceso sintactico P.

Nily Q

~ Nil tiene un dnico estado alcanzable (inmediatamente): el estado @, que se alcanza

con probabilidad 1. Por lo tanto [N4!] serd es un arbol con un nodo interno, del cual
sale un tunico arco etiquetado con el estado vacio y probabilidad 1; el mismo va a
parar a un nodo externo del que no salen arcos.

si s=e¢e A A=0

€.0.C.

p([Ni],s, A) = { [lJ

§! no tiene estados alcanzables. Por lo tanto [2] es un arbol con un dnico nodo

interno, del cual no parte ningun arco.

p([Q],s,A)=0 Vs, A
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Prefijo

Para cada a € Act definimos la funcién semantica a;_ :: PAT o ' PAT Act-
El 4rbol de aceptacion a; R es igual al drbol R pero precedido por un nodo interno
y un nodo externo los cuales corresponden a la aparicién de la accién a. Es decir,
tendrd como raiz un nodo interno del que parte un iinico arco etiquetado con el estado
{(a,1)} y con probabilidad asociada 1. Este arco llega a un nodo externo del que sale

un unico arco etiquetado con a que va a parar a la raiz de R.

1 si S=6/\A——“{(a,1)} .
pla;R,s,A) =¢ p(R,s",A) si s=({(a,l)}a)os !
0 e.0.c.

|
l
Proposicién 4.24 Para cada a € Act, la funcién a;_ :: PATp — I:I’AT Act €8
mondtona y continua. |

|

Monotonia.

1
Sean R, R' € PAT p . tales que R Cpar R'. Tenemos que probar a; R Cpar a; R,
o lo que es lo mismo, que Vs, A: p(R,s, A} < p(R', s, A). Distinguiremos':tres casos:

e s=¢A A= {(a,1)}. Eneste caso tenemos p{a; R,e, A) = 1 < 1 = p(a; R, ¢, A).

e s = ({(a,1)}a) o ¢. En este caso, para cada estado A se cumple
pla; R, s, A) = p(R,s', A) < p(R, s, A) = p(a; R', 5, 4)
e Para el resto de las secuencias la desigualdad se cumple trivialmente dado que
p(a; R, 5,4) =0 < 0= p(a; R, 5, A)

Continuidad.

Sea {Ry}nen una cadena de elementos de PAT p.;. Debido a la monotonia del
operador prefijo, tenemos que los arboles {a; R,}new también forman una cadena.

Tenemos que probar que para toda secuencia s y para todo estado A, se cumple
|

p(aa U{Rn}nEIN7 S, A) = p(u{a: R’I’L}HE]N) 3, A) l

l

}
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lo cual se sigue de la siguiente cadena de igualdades

’

1 si s=¢ A A={(a,1)}
pla;U{Ra}nen,; s, A) = { p(U{Ru}nen, s, 4) si s=({(a,1)}a)os =
0 e.0.C.
( 1 si s=e AN A={(q,1)}
s 11::5% p(R., 8, A) si s={{(a,1)}a)os S—
| 0 e.o.c.
1 si s=e¢ A A= {{a,1)}
lim § p(Ra,s’,4) si s={({(a,])}a)os’ =
0 e.0.c.

lierg p(a; Ry, s, A) = p(U{a; Bo}nen, 8, A)

Eleccidn Interna

Dado un valor p € (0,1), la funcién _ @, - 1 PATp. x PAT 7y — PAT
devuelve un arbol de aceptacién, el cual viene dado por la unién ponderada de los
arboles R, y R», considerando la probabilidad p. En términos de estados alcanzables
tras una secuencia, un estado serd alcanzable en el nuevo proceso tras una secuencia
si lo es en alguno de los dos argumentos. En tal caso, la probabilidad con la cual
era alcanzable el estado en el primer (resp. segundo) argumento se multiplica por el
valor p (resp. 1 — p), obteniéndose asi dos sumandos que se sumaran para obtener la

correspondiente probabilidad en el érbol R, @, E,.
p(Rl EBP R27's’ A) =p- p(RhS? A) + (1 - p) : p(R%S}A)

Proposicién 4.25 Las funciones _ @, - :: PATp 4 X PATp  — PAT, ¢ son

mondétonas y continuas en sus dos argumentos, para cualquier 0 < p < 1.

Demostracidén: Por simetria es suficiente hacer la demostracién para uno de los

argumentos. En nuestro caso, lo haremos para el primero.
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Monotonia. i

Sean R;, R, € PAT p tales que Ry Cpar R2. Tenemos que probar que se cumple'

Ri ®p R Cpar Ry @, R, para cualquier R € PAT 3, 0 loque es lo mismo, que para

cualquier secuencia s y para cualquier estado A se tlene )

[

p(Rl $p R? 3, A) S p(RQ ep R: s, A)

Pero ello es inmediato, dado que

p(RlaapR’S!A) = P-p(R1,S,A)+(1—p)'p(R,S,A)
p-p(Rz,s,A)+(1—p)°p(R,S,A)
p(R2 @p R:S:A)

1A

Continuidad.

Sea {R,}new una cadena de elementos de PAT . Por la monotonia de la
eleccién interna, tenemos que los drboles { R, @p R},ew también forman una cadena.

Tenemos que probar que para toda secuencia s y para todo estado A, se cumple
p(U{Rn}ﬂ-G]N e)p R? 8, A) = p(U{Rn @p R}nE]Na 5, A)

lo cual se sigue de la siguiente cadena de igualdades

p(U{Ro}nen @ Ry5,4) = p-p(U{Ru}nen, s, A) + (1 — p) - prob(R, 5, A)
= p-(lim p(Rn; 5, 4)} + (1 - p) - p(R, 5, 4)
= lm (p-p(Ray5, 4) + (1 =) - p(R, 5, 4))
= lim p(Ra @, R, 5, 4) = p(U{Rn ©, R}nen, 5, A)

Eleccion Externa ‘

|
Dado un valor p € (0,1), la funcién _+, - it PATp.; X PAT gy — PAT

devuelve un arbol de aceptacién, el cual representa la unidn externe pon:derada. de
f

los arboles R; y Rs respecto de la probabilidad p. . '
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Antes de definir la funcién semantica asociada al operador +,, definiremos un
operador auxiliar que nos permitira unir dos estados de acuerdo a una cierta probabi-
lidad. Si uno de los estados es vacio, el resultado sera el otro estado. Por otra parte,
si ninguno es vacio, el resultado sera un nuevo estado que contiene como acciones
la unién de los conjuntos de acciones de los dos estados, pero donde la probabilidad
que cada accién tenia en su estado queda multiplicada por el factor de ponderacién

asociado.

Definicién 4.26 Sean X,Y estados, y p € (0,1). Definimos la unién de los estados

X y Y con probabilidad asociada p como

X si Y=0
XU, Y = Yy - si X =0
{{a,p-pro(a,X) + {1 —p) -pro(a,Y))} eo.c.

Como en el caso no probabilistico, a la hora de definir el arbol que se obtiene
al componer dos arboles con la funcion semantica asociada a la eleccién externa,
tendremos que distinguir entre el caso correspondiente a la raiz del nuevo arbol y las

continuaciones bajo ella.
e Descendencia inmediata de la raiz

Para definir los arcos bajo la raiz del nuevo arbol consideraremos la unién de los

estados (iniciales) de los dos drboles que estamos componiendo en eleccién externa.

p(R1 +p Rz, €, A) = Z p(Rl,f, B) 'p(Rz, €, C)

A=BU,C

De modo que de la raiz del nuevo arbol sale un arco etiquetado con el estado A si
existen sendos arcos, uno etiquetado con el estado B que sale de la raiz del arbol R,
y otro etiquetado con el estado C que sale de la raiz del arbol Ry, con A = BU, C.
La probabilidad que etiqueta dicho arco serd igual a la suma de los productos de las

probabilidades que etiquetan los arcos correspondientes a cada par de tales estados.
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Como consecuencia inmediata de esta definicién, tenemos que la funcién que co-
rresponde a la eleccién externa serd estricta en sus dos argumentos, dado que si un
argumento es el arbol asociado a €1, entonces el resultado coincidird con [2], dado
que de la raiz de [Q] no parte ningiin arco, es decir Vs, A : p([(], 5, A) = 0, de modo

que

t b

[P+, 8] =+, PI=[9] (Vo<p<1l)
Ademas, Nil es elemento neutro de esta funcion:

[P+, Nil] = [Nil +, P] = [P] (Vo<p<l)

Vamos a presentar una serie de e¢jemplos que ilustren esta definicién.

Ejemplo 4.27 Consideremos los siguientes procesos:

oP1=(a+%b)€B%a 0P2=b€B%NiI
Oszb@%ﬂ 0P4:a@%b

Para cada uno de ellos tenemos:

p(P)eC) = 3 (p([Pl e, B) = &
p{Pl e A) = 3 { p([Ple, ) = ¢
p([P],e, X) = 0 si X #C, A | p([P) e, X) = 0 si X #By,0
e =5
p([Ps],e,X) = 0 si X#B | o[ ) = 0 s XI#Al,Bl

i
donde 4, = {(a,1)}, By = {(b,1)} y C = {(a,3),(b,1)}. Veamos como serfan los
primeros pisos de algunas de sus composiciones en eleccién externa:
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e La descendencia de la raiz del arbol Ry = [P] + L [P.] quedaria definida por:

p(Ry, e, Ar) = % . % =1 (unir A; de P, con {) de P)

p(Ri,6,{(a,),(0,) N =311 =5 (unir € de P; con B, de P)
= 5 (unir ¢ de Py con @ de P,

2

Wik
T
-

p(RlaEaO): %%'l'
y Ay de Py con By de P,)

p(B1,6,X) =0 si X # Ap{(a,9), (5, D}, C
o La descendencia de la raiz del arbol By = [P] +1 [ 5] quedaria definida por:

p(Ra, €, {(a, é): (b, %)}) = (unir C de P, con By de P;)

p(Rz, <, {(a'a %)s (b’ %)}) = ;% ’
p(R27 €, X) =0 si X :/é {(CL, é)v (ba g)}v {(aa %): (ba %)}

(unir A; de P, con B, de B;)

[

S = b =
Il
W = EI"‘

o La descendencia de la raiz del arbol Ry = [P] +1 IP;] quedaria definida por:

(unir By de P, con By de P
y 0 de P; con B, de P3)

1
4

e =

p(R31 € Bl) = %

[

+

e (L

PR3, X)=0 si X # B

Ndtese que en este caso el arbol obtenido R3 sera independiente de la probabi-
lidad que consideremos en la eleccién externa.

o La descendencia de la raiz del arbol Ry = [Fs] + L [Pl quedaria definida por:
p(Rs,6,C)=1% 3 =13 (unir By de P; con Ay de Py)
p(Ry, e, By) = ;i— . % = % ' (unir £, de P; con B, de F4)
p(R4,6,X)=0 si X#C, B
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o Continuaciones

Veamos ahora como definiremos el resto del arbol resultado de la composicidn, es
decir como obtendremos p(R, +, R,, 5, X ) para cada s # € a partir de los drboles R, y
R,y. Al efecto estudiaremos como se puede construir el primer estado que aparece en la
secuencia s a partir de los estados iniciales de R y R, y dependiendo en cada caso de
qué estado (el de R, el de Ry, 0o ambos) contenga la accidn asociada al primer estado
de la secuencia s, la continuacién se tomard de R,, de R, o se obtendrd coinbinando
ambas mediante una eleccion interna en la cual intervendran el pa,rémetrb asociado
a la eleccion externa y las respectivas probabilidades asociadas a la accidn en los
estados combinados de R; y K. En definitiva obtenemos ,

i

‘

p(Rl +:D RZ) (A (L) © 5’) X) =A_§J Cp.pro(a,g)?:(ol(i}JB)?pro(a,C) ’ p(Rl y S8, X) 'p(R2s C)
=Dl

1-p)-pro(a,C ‘
+A ; Cp-pra(t(wﬁﬁ—;)-pﬁa,c‘)'p (B2, 6, X) p (RI’B )
=84p

donde sp = (Ba)os y sc={Ca)os.

La definiciéon queda ilustrada por el siguiente

Ejemplo 4.28 Consideremos los procesos:
o P =((a; Q1) +1 (6 Q1)) @1 (a;Q2) o P, =(b;Q}) @, Nil

En el Ejemplo 4.27 vimos que los arcos que parten de la raiz de B, = [P]+ 1[P.] estdn
etiquetados con los estados A; = {(a,1)}, 42 = {(a, 3), (6,3)} v A5 ={(a, 1), (b, D)},
siendo las probabilidades asociadas %, =V % respectivamente. Veamos ahora como

sera el resto del arbol.

Obviamente, para cualquier secuencia que empiece por un estado distinto de los
indicados anteriormente la probabilidad de alcanzar cualquier estado seria 0. Para el

resto de las secuencias tenemos:

PRy, (A1) o5, X) = 175§ p(@Qn s, X) - § = §-p(Qn, &', X)

2 2
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%]

p(Rl,(Aga) 03’7X) = }_gf’—_o .1 ‘P(Q1,8’,X) . % - Tli 'p(Q[,Sl,X)

-

(@5, 8, X) - 3§

b | —

P, (AxB) oo, X) = pHA - 3p(QL %) k + pi

1L L,
p(R1$<A3a‘)OS’:X) = %—gf%—o%p(QhS’,X)%+‘§"ﬁ%‘6%p(Q2,S’,X)%
- i ’ p(Qlas’s‘X) + % 'p(Qz,S’,X)
1.1 L,
p(Ri,(Asb) 0 5", X) =2:E%.—0'%‘P( '1,3',X)-§+§ﬁ;;1_—1‘%'P(QE,S',X)%
=i'p(Q"l’3!7X)+é'p(Q’213,1X)
D

Proposicién 4.29 Las funciones _+, _ 1 PATp. x PAT 5 —> PAT .4 son

monodtonas y continuas en sus dos argumentos, para cualquier 0 < p < 1.

Demostracion: Como de costumbre, es suficiente hacer la demostracién para el

primer argumento.
Monotonta.

Sean Ry, Ry € PAT . tales que By Cpar Ry, Tenemos que probar que para
cualquier B € PAT y ¢ se cumple B; +, R Cpar B2 +, R, 0 lo que es lo mismo, que

para cualquier secuencia s y cualquier estado A se cumple:
p(Rl +p R,S, A) < p(R2 +p Ra 3y A)

La demostracion la haremos en dos pasos. Primero lo probaremos para la secuencia

vacia, y después para el resto de las secuencias.

¢ Secuencia vacia (s = €).

p(R1+p Re, A) = Z p(R1,¢, B) - p(R, €,C)
A=BU,0
< Z p(fa, €, B) - p(R, ¢, C)
A=BU,C
= p(Rz +p R, €, A)



4.4 Abstraccién Completa

111

e Secuencia no vacia (s = {Aa)os', sg ={Ba)os' y s¢c={Ca)os').

p(Rl +.’P R,S,X) =

IA

Continuidad.

Sea {R,}nenw una cadena de elementos de PATp. Por la monotonia de la

eleccion externa, tenemos que {R, +, R}.cn también forman una cadena. Tenemos

-pro{a,B )
Z P'PT'O(ﬂ,g)ﬂ-(l(_ﬁ?Pro(a.,C) ' p(Ri’ 3B, X) °p(R: C)
A=BuU,C ‘
—p)-profa,C
Z p'pra({(z,lﬂ}%-gf%p)o{a,C) ) p(R’ S¢c, X) 'p(RIJ B)
A=Bu,C ‘

-profa,B) ‘
Z P'pro(a.lg-)lfi-r(l—p)'Pra(a,C) -P(Ry, 58, X)-p(R,C)
A=BU,C

|
Z (1_1;\-111'0'{[1,.(1) . p(R, SC! X) -p(RQ; B)

p-pro{a,B)+(1-p)-pro(a,C}
A=BU,C

p(R2 +p R!SJX)

£

que probar que para toda secuencia s y para todo estado A, se cumple

p(U{Rn}nelN “+p R, s, A) = p(u{th +p R}HGW: g, A) *

Al igual que antes, haremos la demostracién en dos pasos: ,

o Secuencia vacia (s = ¢).

p(u{Rﬂ}nEN +p R: €, A)

= Z p(U{Rn}nelN,E, B) 'p(R, €, C) \

A=BupC
= Z (hm p(Rmé, B)) p(Ra €, O)
A=BU,c "N i
= lim 3 p(Ru€B) p(R,e,C)
nelN 4ZBUC

= }II‘GIRI p(R'l +P Ra €, A) = }’J(U{Rﬂ +IJ R}HEIN1 £ A)
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® Secuencia no vacia (s = {Aa)o s, sp =(Ba)os' y s¢c ={(Ca)os).

p(I—I{Rn }ne]N +5 R'.\ S, X) =

_ p-pro(a,B) .
- Z p-pra(a,B)+(1—g-pr0(a,C) P(U{Ru}neN, 58, X) p(R': O)

A=BU,C
—p)-pro(a,C
+ Z p.pw(il,ﬂp)l p(] _(p;.pzo(a,c)‘ p(R, S0y X)'p(U{Rn}nelNa B)
A=BuyC

p-prola -
= Z p-prO(ﬂvBH(l—ﬁPro(a,C). (lim p(An, 55, X)) p(R, C)

A=BULC neN
wp)epro(a,C )
+ Z p-pra(S.Bﬂf{i(P)-PT)O(ChC)'p(R’ SC’X).(:LE% p(R”’ B))
A=BUC

. pro(a,B
= rla{Enl\ll Z p-pro(a,g);:-(l(—P)?pro(a,C)' p(Rn,SB,X)'p(R,O)
A=BuU,C

. z 1—p)-pro(a,C
+ AIEHI\}} p-pro(t(l.B;Jifl—g?)-pi(a,C) ’ P(R, sc, X) P( Rﬂ? B)
A=BuU,C

-pro(a,B
Z p-pro(a.,g)?il-(g-p)?pro(a,C‘). p(R”" 5B, X) p(R1 C)

— lim A=BULC
" neN AW (1—p)-pro{a,C)
€ + L p-pro(a,B)+(l—p)-pro(a,C’)' P(R,Sc,X)-p(Rn, B)
A=BU,C

= Tlllenl% p(R, +, R, s, A) = p(u{Rn +p R}nen, s, A)

Recursién

Como es usual cuando se define una semaéntica denotacional, el significado de los
procesos recursivos definidos por expresiones de la forma recX.P(X) se obtiene como

el limite de las aproximaciones finitas de la forma
Po=Q, P =P(Q),...,P, = P"(Q)

Dado que todos los operadores incluidos en el lenguaje son continuos, este limite

es el menor punto fijo de la ecuacién X = P(X). Es decir, definimos

[= o]

[recX. P(X)] = U 17.]

n=_0
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4.4.3 Teorema de Abstraccién Completa

Una vez que hemos definido operadores semanticos para todos los operadores sintac-
ticos de nuestro lenguaje, vamos a demostrar que la semdantica denotacional es equiva-
lente a la seméantica de pruebas para el modelo generativo. LEn lugar de hacer la
demostracién directamente, probaremos que la semdantica denotacional es equiva-
lente a la caracterizacién basada en conjuntos de aceptacién que presentamos en
la Seccién 4.2. Una vez que tengamos probada dicha equivalencia, por aplicacién del
Corolario 4.3, obtendremos que las dos semdnticas, denotacional y de pruebas, son

equivalentes.

Como hicimos para el modelo reactivo, probaremos primero el resultado para pro-
cesos finitos (no recursivos), y luego extenderemos el mismo a procesos recursivos,
utilizando un lema anélogo al Lema 3.17 que nos relacione el comportamiénto opera-

cional de dichos procesos con los de sus aproximaciones sintdcticas finitas.
|

Lema 4.30 Para todo proceso finito P y toda secuencia s se tiene
p([[P]],S,A) :Z{lpilpém P' A S(P') =A}
Pl

Demostracion: La demostracién la haremos por induccién estructural y anidada-

mente por induccién sobre la longitud de la secuencia s.

e P = Nil
Caso Base: (s =€) |

Dado que Nil es un proceso estable y tal que S(Nil) = @, se cumple
SAp I Nl ==, Q' A S(@Q)=0}=1
Ql’

mientras que

SHpi [Nl ==, Q@ AN S@Q)=AANA£B}=0
QJ
Por otro lado, p{[Nil], e, 0} = 1, y p([Nil], ¢, A) = 0, para cualquier A # (0.
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Caso Inductivo: (s = (Bb) o ¢’)

Dado que Nil £ , para cada estado A se tiene

SAp I Nl=,,Q A S(Q)=A}=0
oY

Por otro lado, para s # ¢ se tiene p([Nil], s, A) = 0 para todo estado A.

P=8

Dado que el proceso {2 no se puede estabilizar (i.é. Q £ ) tenemos que P #=

para toda secuencia s, con lo que para todo estado A se tiene

Z{IpilﬂépeQ’ A S(Q'):A]}:O
Qf

Por otra parte, p([Q],s, A) = 0 para cada secuencia s y cada estado A.
P=a P
Caso Base: (s = ¢)

Dado que P es un proceso estable y tal que S(P) = {(a,1)}, se cumple

SAp I P==, Q" A S(@)={(a, 1)} }=1

QI

mientras que para cualquier otro estado se tiene

SHAPIP =5, Q' A S@)=A N A#£{(a,1)} } =0

Ql’

Por otro lado, p([P],¢,{(¢,1)}) =1y p([P],e, A) = 0si A+ {(a,1)}.

Caso Inductivo: (s = (Bb) o s')

Dado que P sélo puede ejecutar la transicién externa P ——; P/, tenemos que

si B # {(a,1)}, entonces P #= , con lo que para todo estado A se tiene

S| P==,Q A S(Q)=A}=0
=
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De igual forma, para todo estado A se tiene p([P}, s, A) = 0.
Si B = {(e,1)}, dado que b € B, obtendriamos b = a. Ademds P ——= B ajes ==, @ sii
P éf:-p @, con lo que \

SHp | P=%, Q@ A S@Q)= Al}—-z{lmp'ém /\S(Q) A}
Z

Por hipétesis de induccion tenemos

g {p| P, @ A S@Q)=A}=p([P],5, A)

mientras que por la definicién de [a; P’], obtenemos p([FP'], &', 4) = p([P], s, 4).
e P=P @Dy P,

P puede realizar dos transiciones internas, P >, P, y P >—,_, P, por
lo tanto la probabilidad de que el proceso P ejecute la secuencia s serd igual
a la suma de las probabilidades con las cuales P, y P, ejecutan la secuencia s

multiplicadas respectivamente por p y 1 — p. Es decir,

S{p I P=, Q@ ASQ)=A=p- D {p| A5 Q ASQ)=A}
Q Q

+1-p) DA Po=,, Q@ AS(Q)=A}
=

Por otro lado, por la definiciéon de la funcién semantica correspondiente a la

eleccién interna, tenemos

p([[P:ﬂ,S, A) =p- p(l[PIH'.'S? A) + (1 _p) : p([[Pg]],S,A)

mientras que por hipotesis de induccién

p(l[Pl]],S,A)=Z{[pi|P1‘—i>p‘.Q’ A S(Q,)ZA]} !

QI

p(l[Pg]],S,A) = Z{Ipi | P, IS>P; Q’ A S(Q’) =4 l}
o
con lo que

p(IPLs, A) =3 Ap| P ==, Q A S(Q)=A}
QI
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[ ] P=P1+,,P2

Si uno de los dos procesos no se puede estabilizar (i.e. P, = V P, £ ),

entonces P no se puede estabilizar, con lo que

Z‘Hpi"P:s}piQf ASQ)Y=A}=0
Ql’

para cualquier estado A y cualquier secuencia s.

Por otro lado, por la definicién de la eleccién externa, tenemos p([P], s, A) =0

para cualquier estado A y cualquier secuencia s.

Supongamos entonces que tanto P, como F; se pueden estabilizar. Realizaremos

entonces la correspondiente induccion sobre la longitud de s.
Cago Base: (s = ¢)

El proceso P ejecutara la secuencia vacia una vez que los procesos P, y B,
ejecuten una serie de transiciones internas que les lleven a estabilizarse. Una
vez que los dos procesos sean estables; aplicando las reglas (EXT4) y (EXT5),
tenemos que las transiciones (observables) que se puedan ejecutar serdn aque-
llas que los procesos hacia los que han evolucionado P, y P, puedan ejecutar.

Consideremos los valores

Pl =2 Ap | Pi=25Q A SQ)=A}
7

Pizzz{]pi|P2=E>pi Q! A S(Q’):A[}
Y

Entonces, los estados alcanzables por P tras la secuencia vacia (aplicando las
reglas (EXT1), (EXT2) y (EXT3) hasta que los dos procesos sean esta-
bles y después aplicando (FXT4) y (EXT5)) seran aquellas indicadas en la

Definicion 4.26, en funcién de los correspondientes estados alcanzables de P, y
Py, Es decir,

DAp | P=, Q' A SQ)=AY= 3 {p P |A=A1U, A}
QI AL,AZ
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Por otro lado,

P[P+, Pale, A) = 3 p([P].€, B) - p([P2],¢,C)
A=BU,C ‘
Por hipétesis de induccién se tiene p([P1], ¢, B) = p5 v p([P:], €, C) "—" p&:, con

lo cual obtenemos el resultado deseado:

P[P+, Pl 6 A) =) {plP=pQ N S(Q)=A}
=

Caso Inductivo: (s = (B b) o 5')

Para que el proceso P ejecute la secuencia s se debe cumplir que el proceso
Py ejecute una transicién interna generalizada, con la que llegara a un proceso
P que tendra como estado asociado un cierto B,, mientras que el proceso P
ejecuta una transicién interna generalizada, con la que llega a un proceso que
tiene como estado asociado un tal B, cumpliéndose que B = B, U, B;. Es
decir, si Py >—; P| A P, > P,, entonces P >—. P+, P, (aplicando

las reglas (EXT1), (EXT2) y (EXT3)). A partir de este punto, hay tres
posibilidades: ,
O P -t APLAS
Entonces el proceso definido por la eleccién externa ejecuta la accidn b a partir
de P y después ejecuta el resto de la secuencia s’. Formalmente, la situacién
seria

o PL>—) Pl Ly Pl Q A S(P)=B A S@)=4

o P> P} ASPY)=B, AN Py#/> NB=BU, B

10 ' ¢ b " _s /
En tal caso tendremos™ P >— . P{ +, Py —,p P = ', con lo que

P=_0O0 A SIOY=A = g=mp -7 PP L
QQ (Q) q P12 P'ZQr‘H‘I”P{'b—’QiQ'& ¥4

=P =2,Q AN B> P

Formalmente, en la siguiente férmula debemos distinguir dos casos: By = @y By # 0. En el
primer caso, en lugar de tener la transicién —b)p.p-l , tendriamos -b—>p'1 , pero esto no produce ningan
problema dado que al considerar P ==, el valor de p no influye en la probabilidad ¢ en ninguno de

los casos. El mismo comentario se aplicaria en el caso siguiente, para (1 — p) - ph.
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p] .
ZQ'H E0 I-Pl,_b}‘h'Q‘ ]}
hecho de tenerse S(P{) = By, se cumple Yo { ¢ | F{ —bhﬁ Q' } = pro(b, By).

Si agrupamos entonces los sumandos de esta forma obtenemos'!

donde sg, = (Bl bjos' y ¢ =p - py. Nétese que, por el

> Z{lq=|P1=1>q.QAS(Q)“AI}ZMJ%:%.Q AS(Q') = B}

B=5 Up B, @
bEBR; A bgBQ

(4.16)
O PLAs AP
La nueva eleccion externa ejecuta la accion b a partir de P, y después ejecuta

el resto de la secuencia s¢’. Formalmente, la situacion seria

o Pi>—3 Pl AS(P)=Bi AP/ AB=BU,B,
o P> Pp-ta, PU= QA S(P) =By A S(Q)=A

En tal caso tendremos P >—; P/ +, P, —5’)(1_,,).;,; Py _-i.>pg ', con lo que

P=,Q'"ANSQ)=A < qg=p,-p;- P ol
‘ QQ (Q) q P1 P2 ZQ:{[QHP{—bM;Q'I} p2

= P2, Q A P>t P
12 )

Eqw {1 qé |T22“‘i*q,-Q’ D’

hecho de tenerse S(P;) = By, se cumple Y. { ¢: | P, —b—+q,. Q@ } = prolb, By).

S1 agrupamos los sumandos de esta forma obtenemos

donde sg, = (B b)os y ¢ =ps- p3. Nétese que, por el

S S H{alP =5, QA SQ) Blu»zﬂqm%q.@/\sw) =A}

B=B u,B; @
b¢B| A bEB,

(4.17)
O P 5 AP
El proceso resultante de la eleccién externa ejecutard una de las transiciones

etiquetadas con b de entre las que P puede ejecutar o bien una de las corres-

pondientes a P, sopesando en cada caso las probabilidades asociadas a estas

11¥n el resto de la demostracién, para simplificar la notacién, utilizaremos b € X como una

abreviatura de pro(b, X) > 0, y b ¢ X como una abreviatura de prof{b, X) = 0.
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transiciones, por p y 1 — p respectivamente. Dependiendo de cual de los dos

procesos ejecute la accion b tendremos dos casos:

¢ Py ejecuta la accién b.

. ‘. P . . |
En tal caso la situacién sera la siguiente: l

* b ' j
o P> Pl =Dy Pl==p Q@ AN SP)=B A SQ)=A
o P>, P, AS(P)=By A Pj-s AB=B,U, B, .
De modo que tendremos P >—7 . P +, P —b>p.pa1 Py é’:ﬁ,f; @', con lo que
P=,Q A S(Q)=A
g=popg- = L
P | | Pi—4, @ ]}+(1—p)-qu{| 0| Pj—g, @
g
=P =,Q AN P> P |
g {alPae' }
pYo | 61 P20 @ b0 T { a1 Piq@ |

Ag=

-q’.pz

donde sg, = (B by o s '=p - P1 - p]. Nbtese que, por el
B, = (B1b) Yy ¢ =n ZQ;{IQsIP{—b*q;Q']} D que, p

hecho de tenerse S(P{) = B, y S(P;) = By, se cumple ¢ { ¢;| P| —f-})q‘. Q)=
pro(b, By), mientras que ¢ § ¢ | P} 25, @} = pro(b, By).

) . -]
Finalmente, si agrupamos los sumandos de esta forma obtenemos

. b,B 5B :
Z P'Pro(b,B?l;J-I’:(()g-P)l'Lro(b,Bz) ’ %ﬂ qi | Pl =]>Q'i Q’ A S(QI) = AI}

B=B1Up B2 .
beB, A bEB3 '

Y @ ==, Q A S(Q) =B} (418)
Qr i .

|
¢ Pj ejecuta la accién b. r
Por tanto la situacion seri: |

e Pb>—: PLAS(P)=B A P, AB=BU,B;
o B> P Loy PY=5u QA S(P) =B, A S(Q)= A
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En este caso tendremos P >—% _ P+, P «L(lwp).pé P} =0 @', con lo que

P1-p2

P=%,Q A S(Q)=4

{(1-p)-p}

= q=pi-p2- - Py
. p o d 1 P2 @ b { w1 P b 72
= P =2,Q N P>, P
Ag= (I"P)'qu{] % | B, } g p
= : st
P g d o [P0 @ b0 { 01 P2 |

P
Yo {atr—=qe}
hecho de tenerse S(P[) = B, y S(P;) = By, se cumple 3/ { ¢ | Py —b>q‘. QL=
pro(b, By), mientras que > g { ¢: | £, —b>q,. @ I} = pro(b, By).

donde sp, = (Bb)os' y ¢ =pa2- - py. Nétese que, por el

Si agrupamos los sumandos de esta forma obtenemos

(1=p)-pro(b,B, , 28 —
Z P'Pr‘o(b,Bl;;"';Fl—P)‘Pr‘l(b,Bl’) Zﬂ G| Pr =54 Q" N S(Q)=A}
B = B, Up B; Q'

bEB, A bEB,

-%;ﬂ G| P ==, Q' A S(Q) =B} (4.19)

A partir de los cuatro casos anteriores obtenemos

SHeGI P4, Q A S(Q)=A} = (4.16) + (4.17) + (4.18) + (4.19)
Y

Por otra parte,
p(IIPI +p P2]]a SaA) =

-pro(b,B
Z .pro bep g— 1-) ro(b.Ba) p([[Pl]]ianA) ’ p(lIP2]]1 € BZ)
B=BllJsz

+ Z p.p,.o(b('ly_jl?:o_(:jiii(bygﬁ ' p([[PﬂL S$B;5 A) ' P(IIP]]], €, Bl)
B=B|Up32

donde sp, = (Bi1byos’ y sp, = (B:b)os.

Al igual que antes podemos descomponer esta expresién en cuatro sumatorios,

que corresponden a los distintos casos segin la accién b corresponda o no a los
estados B) y/o Bs.
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p([[P1 +p Pg]],S,A) =

Z p(|[P1]],SB],A) 'p(|[P2]]aeiB‘2)

B=5B Up B,
bEBl Fal beBg

+ 3., p(iPd, sBy, A) - p([Pi], €, By)
B=B,\U, B2
b¢B1 A beB:

__pprobBy)
+ Z p-pro(b,BpTrr{Ji—_plem(b,Ba) p([A], SBI,A)

B = B;\U, B2
beB, A bEB:y

+ Z P'pro(b(,lB‘_l)-!:(I—P)’Pro(b.Bz) ) p(HPQ]Ia $Ba» A) ’ p(l[Pl‘]]: €, Bl)

B=5B1Up B
beBy A bEB:2

donde sg, = {(B1bYos v sp, = (B2b) os'. Nétese que en los dos primeros
1 2
p-pro(b,Bi} {1—p)-pro(b,Bs)

-p([P2], €, B2)

|

sumatorios los factores

pro(b, By) = 0.

Aplicando la hipdtesis de induccion obtenemos

p([P],s5,4) = TolalPi=24 @ A S@
p([Pile,B)) = TolalPi=,Q@ A SQ
P[P, s A) = To{a| P2, Q@ A S@Q
p([Palie,Bs) = To{a|P==4Q A S(Q

de lo que se deduce inmediatamente

p-pro(b, By )+(1—p)-pro(b,Bz) v p-pro{b,Bl)+(1—p)-pro(b,Bg‘)
parecido, dado que en el primer caso pro(b, B;) = 0, mientras que en el segundo

|
\

2HalP==4Q A SQ)=A}=p([P +; P, s, 4)

QI

Damos ahora un lema (andlogo al Lema 3.17) que nos relaciona el comf)ortamiento

operacional de un proceso recursivo con los de sus aproximaciones finitas.

Lema 4.31 Sea P = recX.P(X). Entonces, para toda secuencia de pares (estado,
accién) s, y para todo p € [0, 1] se verifica que P ==, P'sii3n € N*: P, =%, P,
!
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Teorema 4.7 Para todo proceso P € PPA, y toda secuencia de acciones s se tiene

p(ﬂP]],s,A):Z{]p,—lPém P A S(P’):A]}
P

Demostracion: Andloga a la del Teorema 3.3, basdndonos en esta ocasién en los
Lemas 4.30 y 4.31. a

Corolario 4.8 Para cada proceso P tenemos A(P, s)={(A1,p1), (A2, p2). . .(An, pn)}
siendo p; = ﬂlﬁgﬁ’ﬁ‘l para cada 2,y p([P],s,A) = 0 para cada A distinto de los A;,
donde p{ =1y piomy = pP(IP), ¢, B).

Demostracion: Trivial a partir del Teorema 4.7, y de la Definicion 4.7. 0O
Corolario 4.9 Para cualesquiera procesos Py @}, P = Q & [P] =par Q). O

Corolario 4.10 (Abstraccién Completa para PAT )
Sean P, () procesos. Entonces, P ¢ Q < [P] =rar [@]

Demostracion: Consecuencia inmediata de los Corolarios 4.3 y 4.9. O



Capitulo 5

t

Semantica Axiomatica para el

Modelo Generativo

En este capitulo presentamos un Sistema de Axiomas y Reglas que resulta ser correcto

y completo respecto de la seméantica de pruebas para el modelo generativo.

Como es habitual, comenzaremos trabajando con el subconjunto de PPA formado
por los procesos finitos, es decir, con aquéllos generados por nuestra sintaxis en la
cual prescindimos del operador de recursién (recX.P), excluyendo también el proceso
divergente §). Para este subconjunto de nuestra algebra de procesos probabilistica
definiremos un conjunto de axiomas y reglas de inferencia que formaran un sistema

correcto y completo respecto de la seméntica de pruebas para el modelo generativo.

Una vez realizado el estudio para los procesos finitos consideraremos el lenguage
completo. Al efecto, a partir del sistema axiomatico obtenido para los Procesos finitos
construiremos un nuevo conjunto que incluira axiomas y reglas que traten los casos
del proceso divergente y de los procesos recursivos. Al igual que ocurria en [Cua93],
para poder probar la completitud del nuevo sistema (siempre teniendo en cuenta que
hemos incluido reglas infinitarias, con lo cual no podemos hablar de una completitud
real) ademds de las reglas infinitarias usuales asociadas a las aproximaciones finitas
de los procesos recursivos, necesitaremos una regla adicional que podriamos calificar

de orden téenico.

123
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5.1 Sistema de Axiomas para procesos finitos

Como ya hemos dicho en la introduccion, trabajaremos en principio con el subcon-
junto de PPA formado por los procesos finitos no divergentes. A este subconjunto lo

denotaremos por PPA 4, siendo su definicidn la signiente:

Definiciéon 5.1 Dado un conjunto de acciones Act, el conjunto de procesos que

pertenecen a PPA g, viene definido mediante la siguiente expresion BNF:

siendo p € (0,1) y a € Act. ' O

Para este sublenguaje definiremos un sistema logico de reglas y axiomas, el cual in-
duce una relacion de equivalencia, a la que notaremos por =, entre los términos del
lenguaje PPA4,. El sistema incluye axiomas que expresan las propiedades algebraicas
basicas de los operadores de nuestro lenguaje, como la idempotencia, conmutativi-
dad, asociatividad, asi como relaciones entre los operadores como la distributividad,
aunque en algunos casos los axiomas no se ajustaran al correspondiente esquema al-
gebraico puro, pues se precisard un reequilibrio de las probabilidades para ajustar
las mismas debidamente. También veremos que algunos axiomas que eran correctos
en el caso no probabilistico, dejan de serlo al extender el lenguaje con probabilida-
des. Para cada axioma presentaremos la correspondiente prueba de correccién. En
las mismas utilizaremos frecuentemente el hecho de que para probar la equivalencia
respecto de la semantica de pruebas para el modelo generativo entre dos procesos

podemos restringirnos a barbas probabilisticas (ver Teorema 4.4).

5.1.1 Axiomas del Sistema Probabilistico

¢ El operador @, es idempotente.

(I) Pe,P =.. P
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Demostracién: Consideremos una prueba cualquiera T' € PB. Dado que la misma
no puede realizar transiciones internas, las tnicas transiciones posibles de la com-
posicién entre el proceso R = P@, P y laprueba T’son R | T —, P | T y
R|Tv+—1_, P|T, conlocual

pass(R, T) =p- pass(P,T) + (1 —p)- pass(P, T) = pass(P,T)
e Bl operador &, es conmutativo.
(CI) P @p Q Egen Q @1—1} 'P

Demostracién: : Siendo T' € PB una prueba, las unicas transiciones que pueden

hacer las composiciones de los procesos involucrados con 7" son:

*P3,Q|Tr—, P|T *x P, Q| T+—,Q|T
*Q@l_pPlTl—)l_pQ|T *QEBl_pP|T+—-)pP|T
Coﬁlocua.l

pass(P®,Q,T) =p- pass(P, T) + (1 -p)- pass(@, T) :
=(1-p)- pass(@,T) +p- pass(P,T) -
= pass(@ @®1—p P, T) J

» Bl operador &, es asociativo.
(AI) P ®P (Q Gaq R) Egen (P @p’ Q) @q" R . t

siendo¢'=p+g—-p-qy p=F
Demostracién: Sea T' € PB. Las 1nicas transiciones que pueden hacer las com-

posiciones de los procesos anteriores con 7' son:

*P® (QOR) | T—n, @S R|T xP®, (Q®,R) | T—,P|T
* POy Q)Dy R|T+—¢ POy Q| T * POy Q) @y R|Tr—31_¢ R|T
Ademads, las dnicas transiciones que pueden realizar las composiciones de los procesos

Q&,R v P&, Q con la prueba son:

*Q@®R|T—,Q|T * Q@ R\ T+ R|T
*P®pIQ|T?——)p1P|T *P@prQ|Ti—>1_pn’QlT
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De lo cual se deduce que los primeros pasos de las composiciones iniciales serdn:

* P8y (@& R) [ Tr—1-, QO R|T—, QT
*x PO,(Q®BR) | T—1- QB R| T —1, R|T
*P@®,(QO,R) | T+, P|T

*(PDp @)@y R|T—3g POy Q| Ty P|T
* Py Q)By R|T—y P2y Q|Tr—1_p QT
*(PByQ)®y R|T—_g R|T

con lo cual

pass(P®, (Q®, R),T)=(1-p)qpass(Q,T)+(1-p)-(1—q)-pass(R, T)+ppass(P,T)
mientras que

pass((P®y Q) Oy B, T)= ¢ -p'-pass(P,T)+q"(1—p')-pass(Q, T)+(1—¢')-pass(R, T)

Para terminar la prueba nos queda ver que los factores que multiplican a pass(P,T),

pass(Q, T) y pass(R, T) son los mismos en ambos casos. En efecto:

*qi_pf:qr._;r_':p
*q - (1-p)=¢-(1-F)=qd—-p=q-p-q=q-(1-p)
xl—g=1-p—q+p-q=(1—-p)-(1-4q)

Pasemos ahora a enunciar los axiomas relacionados con la eleccion externa. Mien-
tras que el operador de eleccidén interna era idempotente, asociativo y conmutativo, en
el caso de la eleccidn externa sélo se va a cumplir esta iltima propiedad, mientras que
sélo tendremos una forma restringida de la asociatividad y la idempotencia. Ademas,

se verifica que el proceso Nil es elemento neutro para la eleccion externa.
¢ Il operador +, es conmutativo.
(CE) P +p Q Egen Q +1—p P

Demostracién: Sea T' € PB. Aplicando las reglas (EXT1),(EXT2) y (EXT3)

vemos que la probabilidad asociada a la eleccién externa no influye en la probabilidad
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con la cual la eleccion externa ejecuta transiciones internas a partir de los procesos
componentes. Es decir, P+,Q >, P'+,Q <= Q+,, P >—! Q'+, P'. Una
vez que el proceso es estable, aplicando las reglas (EXT4) y (EXT5), obtenemos

a

P +,Q S5, R<=Q +1_, P 5, R, con lo cual

pass(P+,Q, T)=Yp o {a-pass(P'+, Q" , T) | P+, Q >, P+, Q' }
= ZPf,QI ‘H q- pa.SS(QI,I +1_P P s T) I Q +1—IJ P >_); Q’ +]—p P ﬂ
= pass(Q +1, P, T) |

» El proceso Nil es elemento neutro para el operador +,.
(NE}) P+,Ni =, P

Demostracién: Sea T € PB. Aplicando las reglas (EXT1),(EXT2) y (EXT3)
tenemos que P 4+, Nil >—7 R+, Nil <= P >—, R. Ademads, por la regla
(EXT4), tenemos que R+, Nil =, R’ < R -5, R', de lo cual se deduce
pass(R +, Nil , T) = pass(R, T), con lo cual '

pass(P+, Nil , T) =3p{q- pass(R+, Nil, T) | P+, Nil >—> R+, Nil }
=3r{lq pass(R+, Nil,T) |P>—=; R}
=r{q- pass(R,T) |P>—, R} ‘
= pass(P, T)

Como ya dijimos anteriormente, el operador de eleccién externa no es idempotente,

como muestra el siguiente

Ejemplo 5.2 Consideremos los procesos P = a 1 by P=P +1 P, y la prueba
T = a;w. Mientras que pass(P, T) = 3, tenemos que pass(P', T) = %'. O
Sin embargo, si el proceso en cuestidn no puede realizar transiciones internas el

resultado si se cumple.

Proposicién 5.3 Sea P un proceso tal que P >/—. Entonces, P =g P +, P para
todo p € (0,1). '
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Demostracién: Dado que el proceso P no puede realizar transiciones internas, las
iinicas reglas que se pueden aplicar para generar transiciones de P+, P son (EXT4) y
(EXT5). Ademés,si P —=+, P, aplicando (EXT4) tenemos P+, P —,.; P', mien-
tras que aplicando (EXT5) tenemos P+,P —(_,).; P/, donde § = TR = ¢
con lo cual, sumando las probabilidades asociadas a ambas transiciones, y aplicando

las reglas (PAR4) y (PARS5), obtenemos el resultado deseado. O

Tampoco es cierta en general la asociatividad del operador de eleccién externa,
ni siquiera si consideramos un reequilibrio de probabilidades como el utilizado en el
axioma (AI).

Ejemplo 5.4 Consideremos los procesos P =a+,(b+1 Nil) y P'=(a+20)+s Nil,
y la prueba T = a;w +1 b; Nil. Se cumple que pass(P, 1) = %, mientras que
pass(P', T) = 1. Esto es asi, dado que P =g a +1 b mientras que P’ ~g a +z b, y
claramente a + bsg a +2 b. , O

La falta de asociatividad del operador de eleccién externa también aparecia en
el modelo estudiado en [Cua93], pero mientras que en aquel modelo la falta de aso-
ciatividad provenia de la posibilidad de componer en eleccién externa dos procesos
que puedan ejecutar en su primer paso la misma accion, en nuestro caso el problema
viene de la posibilidad de que dicha composicion, una vez que los procesos son esta-
bles, aparezca el proceso Nil. En nuesiro caso el problema tiene una fécil solucién,
pues mediante el axioma (NE) podemos eliminar todas las apariciones del proceso Vil
en una composicién en eleccion externa. En definitiva, al igual que ocurria en [Cua93|,
vamos a tener una forma mas restringida de asociatividad para el operador de eleccion
externa, que a la postre sera suficiente para conseguir nuestro objetivo de poder trans-

formar cualquier proceso sintactico en su forma normal.

Proposicién 5.5 Sean Py, P, P procesos tales que para todo ¢ € {1...3} se cumple
P, —, es decir, procesos estables que no sean operacionalmente equivalentes a /Vil.

Entonces se cumple
Py ﬂ‘p (P4 Pa)mg (PL+p Pa) 4o P

donde ¢ =p+g-p-qy p==5
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Demostracién: Demostraremos que para toda a € Act y para todo Q € PPAg, se

verifica el siguiente resuitado
AP+ (Pote P) = QY =2 {7 | (Pity Po) +¢ s 5, Q }
a partir del cual se sigue inmediatamente la equivalencia que queremos demostrar.

Aplicando las reglas (EXT4) y (EXT5), y teniendo en cuenta el hecho de que

por ser todos los procesos estables y distintos de Nil se cumple P;, = 1, obtenemos

T{riP+p (Pt B) =5 QY= {p r| P> Q} ,
+Z{(-p-gqr|P Q)
500 -0) 7| B Q)

S{r|(Pi4p P)+¢ o= Q) ={V ¢ 7| =, Q}
+X{(1-p)-¢ 7P, Q}
+X{(1-¢) B Q}F
Pero como quiera gue en la demostracidén de correccién del axioma (AI) ya probamos
xp=¢q - p *q-(1-p)=¢-(1-p) * (1-p)-(1—g)=1—¢
obtenemos inmediatamente el resultado deseado. O

A continuacién consideraremos un axioma que indica una ley distributiva entre el

operador de eleccién externa y el de eleccién interna.

¢ El operador +, distribuye sobre el operador @,.
(DEIL) Pi+, (P2 ®q Ps) Seon (P1+p P2) &4 (P + )

Demostracién: Sea T € PB. Aplicando reiteradamente las reglas (FXT1), (EXT2)
y (EXT3) obtenemos:

Ty1'F2 T1'73

P> P = P4, Py>—%, Pl4, Py A Pi4, Py >t P+, P}

{ (Pl +p P2) By (Pl +p PS) >_>;-r1-1'2 (Plf +p Pé)
(P +p Po) g (P +p Pa) >Higyryry (Pl +p F)
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Por otra parte se tiene:

Pg)——):‘.P; = Pz@qPBH;-rzP.’:APZGBQP:;: :I—Q)"zpé

riqrz

{ Py 4y (P @, P3) >—2 (P} +5 P})
Pi+, (P @y P5) > (1=q)-ra (P +p F3)

De estos resultados se deduce

(Pr4p P2) @y (PL+p P2) > (Pl +, B) <= P+, (P2 ® P3) > (P +, 1)
(P1+pP2)EBq(Pl+pP3)>—>: (P{+pP:;) — Pl+p(P2@qP3)>_7’:(P1’+pP:;)

Consideremos entonces los siguientes multiconjuntos de patres (proceso, probabilidad):

PIZ‘H(P{,Tl)|P1>—)':1 P{H’
Pzz{[(Pz',rgﬂPg > Py}
Py ={(P},r3) | Ps >, Py}
A partir de los resultados anteriores obtenemos
pass((P1+, P2) @, (P4, B3), T)
=5 {q-ri-ro- pass(Pl 4+, P5, T) [(P,r) € A A (P},r)) e Py}
+{(l—q) ri 73 pass(Pl+, Py, T) | (Pl,r1) € Py A (Py,ra) € By}
:E{I‘Ij’q-?‘g' pass(Pl’+pP£,T) |(Pll,'f'])€161 A (Pé,?'g)epgn‘
+{r-(L—q) rs- pass(P{+, P3, T) [(P[,m1) € A A (P5,ra) E P}
= pass(Py +, (P @y P3), T)

Este axioma se puede generalizar de forma trivial al caso de una eleccién interna
generalizada.

(DEIG) P+, (il P) S Dl (P +, P)

i=1

La distributividad contraria no se satisface en general en nuestro modelo proba-

bilistico. Esto puede comprobarse mediante el siguiente



5.1 Sistema de Axiomas para procesos finitos

131

Ejemplo 5.6 Consideremos los procesos P = a®1(b+1c¢) y

- O
I
=
i

=
+
|

=
@
o

Mientras que pass(P, a;w) = 3, tenemos que pass(Q, a;w

Como en el caso no probabilistico, el camino para mostrar la completitud del
sistema de axiomas serd encontrar la nocion adecuada de forma normal. Con este
objetivo en mente, y dado que en las formas normales apareceri la elecci(?n externa
generalizada en lugar de la binaria, daremos un axioma que indica como se comporta
un proceso que es la eleccién externa (binaria) de dos elecciones externas generali-
zadas, y otro axioma que define el comportamiento de la composicién mediante una

eleccién interna de dos elecciones externas generalizadas en las cuales aparecen las

mismas acciones y con las mismas probabilidades asociadas. Antes de pasar a enunciar,

ambos axiomas precisamos una definicién auxiliar previa.

Definicién 5.7 Sean A, B C Act. Dada una barba probabilistica T, consideremos
su conjunto de acciones iniciales T= {t1,...,ts}. A partirde A, B,y T construimos

los siguientes conjunto de acciones:
Ty ={ti|ti€AﬂT} Ty :{ti|ti€BnT};
Tap ={t:|ti € (A—B)NT} Te_a ={t;|t; € (B-A)NT}
Tang = {ti |t,' € (AﬂB) ﬂT}

¢ Axioma de expansién de la eleccién externa. S

Sean A = {ay,...,a,} C Act y B = {b1,...,bm} C Act. Consideremos los procesos
n m

P= Z[p,] ai; Py Q= Z[qj] b;; Q;- Entonces se tiene ‘

i=1 j=1
(EBE) P+,Q =... R
!
siendo R =Y _[r] cx; By, C ={c1,...,c1} = AU B, donde
k=1
p-pi si cx=a;€ A-B
Te = (1-p)-q; si cp=bjeB-A
ppi+{(1-p)-g; si e=a:=bj€ANB
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P; si g =a;, €A~ B
Rk = Qj si CkzbjEB—A

Py Q; st ck=a,=b;€ANB A p= p-pa+(.1;P)'Qj

Demostracién: Para simplificar la notacién tomaremos p(P, a;) = p; y p(@Q, b;) = g;.
Aplicando (EXT4) y (EXT5) tenemos por un lado P =3, P = P+, Q —*+,., P,
mientras que por el otro @ —; P’ = P +, Q —3(1_p)q P’. Veremos entonces que
para todo T' € PB tenemos pass(P +,¢, T) = pass(R, T).

Si 7" es una barba probabilistica de la forma 7" = > [s;] (£;; Mil) +, w, entonces
i=1
pass(P+, @, T) =

1-—s

(l—s)—f-Z s-5-pp{Pt) + Z s-5;-(1=p)-p(Q.4)
€Ty t;€Tp

—8

1
(1-s)+ Z s-s;-p-p(Pyti) + Z 5-8;-(1-p)-p(Q.t:) + Z s (p-p(Pti)+(1-p)-p(Q )
L,€TA_B t,€Tp_a 4, €T4nE

pass(R, T)

u

Si T es una barba probabilistica de la forma T = Y [s;] ¢;; T; donde T; = T’ para
=1
i =uy T; = Ni cuando 1 # u, distinguiremos cuatro casos:

CHdi1<i1<n;: g4 =1t,€ A— B.

pass(P+, @, T) =

8y p-pi- pass(F; , 1)

Do sipp(Pits) + Y si(1-p)p(Qt:) N
t:€T 1;,€Tp

Sy'p-pi- pass(F; | 1")

Do sippPt) + D si-(1-p)p(Qts) + D si-(pp(Pti)+(1—p)p(Q1t:))
t;€l4_p 1i€Tp_4a t:€TanB

pass(f, T)
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&31<j<m: b;=t, € B— A Simétrico al anterior.

Ofllgzgn, ISJSm ai:bjztuEAﬂB.
pass(P+,Q,T) =

sy ppipass(P;, T') +s,-(1-p)-q;- pass(Q; , T) _

Z s pp(P;} + Z 53:(1=p) p(Q,t:)
t;€T4 t;€Tp

su-(ppi+(1-p)-q;)- pass(Pi@yQ; , T")

Y sipp(Pi) + X se(1-p)p(@t) + . siop(Pti)+(1-p)p(@Q)t:))
t;€T4..p L,eTp_a ti€TanB

pass(R, T)

oo PP
donde ¢ = ppit(1-p)a;

O t, ¢ AU B. En tal caso pass(P+,Q,T) = pass(R, T) =0.

e Axioma de expansién de la eleccion interna. '

Sea A= {a1,...,a,} C Act. Sean P =) [pilas; P, vy @ = [pi] ai; Qs. !
i=1 o

=1

(IBE) P®,Q =g R

siendo R = Zn:[p;] ai; (P; ®p Qi)

=1

Demostracién: Para simplificar la notacién tomaremos p(a;) = p;. Hemos de ver
que para todo T € PB tenemos pass{P @, Q, T) = pass(R, T).

Si 7' es una barba probabilistica de la forma T = > [s;] (t;; Nil) + w, entonces

i=1
pass(P®,Q,T) =p- pass(P,T) +(1—p)- pass(Q, T)
_ p(i-9) L (=g
(1-s)+ Y ssopltd) (1-s)+ Y s-sp(ti)
t.:ETﬂA tiETﬂA '
= (1=5) = pass(R, T)

(1—S)+ Z 3'3,"])(&')
tiGTﬂA
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Si T es una barba probabilistica de la forma T = > [si] ti;Ti donde Ty = T si ¢ =w
i=1
y 1= Nilsi 1 # u, distinguiremos dos casos:

CId1<i<n: a;=1t,.
pass(P @, Q,T) p- pass(P,T) + (1L ~p)- pass(Q, T) =

psu-pi- pass( P 1) (1—p)-su-pi pass(Qi , T') __

— + — =
2 sip(ti) 2 sip(h)

tLeTNA t,eTNA

Su'Pi'Pass(Pi@in ;Tl) — paSS(R , T)

Y siplt)

t,’ETﬂA

O t, ¢ A. En tal caso pass(P®,Q, T) = pass(R, T) =0.

Como se sigue inmediatamente de su definicion, el operador de eleccién externa

generalizada generaliza al operador prefijo, dado que el proceso a;; P; puede escribirse
1

como Y _[1] ai; P;. El operador binario +, también queda parcialmente generalizado,
i=1
en ¢l sentido de que si a; # ay entonces el proceso (ay; Py) +, (a2; P2) se reescribiria

2
como Y _[pi] ai; Py donde py =pypa=1—p.
=1
El siguiente resultado nos muestra que tras las manipulaciones adecuadas el opera-

dor binario de eleccion externa puede ser totalmente eliminado, apareciendo en su

lugar elecciones externas generalizadas.

Proposicion 5.8 Utilizando los axiomas mas arriba introducidos podemos eliminar
toda aparicidn del operador binario 4, en un proceso finito, recurriendo al operador

de eleccion externa generalizada.

Demostracién: Realizaremos la prueba por induccién estructural.
e Caso Base. Si P = Nil el resultado es inmediato.

o Casos Inductivos. Sean P, P, € PPAg, tales que en ellos no aparece el ope-

rador binario de eleccién externa.
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Si P = a; P, o bien P = P| @, B, el resultado es inmediato. En consecuencia,

consideremos el caso P = P, +, P,.

Si uno de los procesos es Nil, aplicando el axioma (NE), tenemos

P+, Nil =, P,

n
Si uno de los procesos es una eleccidn interna generalizada P, = Plgi] @,
i=1

aplicando el axioma (DEIG), tenemos

P+, (@[qﬂ Q) =g Dl (P +5 Q)

=1
por lo que aplicando la hipétesis de induccién, el resultado queda probado.

Por 1ltimo, si los dos procesos son elecciones externas generalizadas, basta

aplicar el axioma (EBE) para obtener el resultado buscado.
|

5.1.2 Correccion del Sistema de Axiomas

Ademdis de los axiomas que hemos presentado en la seccién anterior necesitaremos un
conjunto de reglas que indiquen que la relacién =, cumple una serie de propiedades
deseables.

Las reglas de inferencia de nuestro sistema légico son las presentadas en la Fi-
gura 5.1. Las reglas (E1), (E2) y (E3) indican que la igualdad es una relacién
de equivalencia, cumpliendo en consecuencia las propiedades reflexiva, simétrica y
transitiva. Por su parte, las reglas (C1), (C2) y (C3) nos dicen que dicha relacién
de equivalencia es una congruencia respecto de los operadores bésicos del lenguaje.
Para probar la correccidn de estas reglas tendriamos que demostrar que la relacién ~g
es una relacién de equivalencia y una congruencia, pero esto se tiene indirectamente
pues por el Corolario 4.10 tenemos que las relaciones &g y =par son equivalentes, y
dado que la tltima de ellas estd definida de forma composicional, es trivialmente una

relacién de equivalencia y una congruencia.
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P=_.0
BV PP () TF=aq
PEenQ PEenQAP’EenQ’
Z__TRen W 24 — 8
(Ez) Q Egenp (02) PEBPPI EggﬂQ@})Q’

P=.0 AN Q=R Cs3 P=_QAP=_0Q
P ESanR ( ) P+ij ESG“Q+pQ’

(E3)

Figura 5.1: Reglas de Inferencia.

Dados dos procesos P y @ escribiremos + P =., @ si P =.. @ se puede
derivar a partir de los axiomas descritos en la seccion anterior y de las reglas dadas

en la Figura 5.1.

Teorema 5.1 (Correccién del Sistema de Axiomas)

Para todo par de términos P, @ € PPAg, se tiene
FP Zgn @= Pmg Q

Demostracién: Corolario inmediate del hecho de que cada uno de los axiomas y

reglas ‘del sistema son correctos. : O

5.1.3 Completitud del Sistema de Axiomas

Con el iltimo resultado de la seccién anterior hemos demostrado que si podemos
derivar la equivalencia entre dos procesos finitos a partir del sistema de axiomas,
entonces estos dos procesos son equivalentes respecto de la semantica de pruebas

para el modelo generativo.

Pero para que nuestro sistema axiomatico fuera realmente wfid deberiamos ser
capaces de garantizar el resultado reciproco; es decir, si tenemos la equivalencia entre

dos procesos finitos respecto de la semdntica de pruebas para el modelo generativo,
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deberiamos ser capaces de poder demostrar que la equivalencia de estos dos procesos

respecto de la relacidén =_,, se puede derivar a partir del sistema axiomadtico.

En esta seccidn demostraremos que nuestro sistema de axiomas cumple dicha
propiedad (completitud). Como es habitual en las demostraciones de completitud
de sistemas axiomadticos, nos basaremos en el uso de una nocién de forma normal.
Una vez introducida dicha nocidn, tendremos que demostrar que todo proceso del
lenguaje PPA g, se puede transformar mediante la aplicacion sucesiva de los axiomas y
reglas que forman nuestro sistema axtomdtico a un proceso que estd en forma normal.
Ademaés, deberiamos demostrar que dadas dos formas normales distintas, existe una
prueba que es pasada por dichas formas normales con probabilidades distintas. En

consecuencia, las formas normales son 1nicas.

Casualmente, nuestras formas normales van a guardar gran similitud con las for-
mas normales de la Seccién 4.3. En concreto, van a ser elecciones internas generaliza-
das, de acuerdo a unas ciertas probabilidades, de elecciones externas generalizadas.
Las acciones asociadas a las elecciones externas generalizadas prefijan a pl;ocesos que
estian en forma normal, con lo cual las formas normales seran procesos en los que se
produce una alternancia estricta entre elecciones internas generalizadas y elecciones
externas generalizadas. Ademds, no pueden existir dos elecciones externas generali-
zadas asociadas a la misma eleccién interna que tengan asociados los mismos conjuntos
de acciones y con la misma distribucién de probabilidad. La diferencia con las formas
normales definidas en la Seccién 4.3 es que, en este caso, las probabilidades asociadas
a las elecciones internas generalizadas deben sumar uno, mientras que en aquel caso
podian sumar menos que uno (cuando definamos las formas normales para procesos
generales de PPA tendremos que la suma vuelve a poder ser menor que uno). Todo

ello se formaliza por medio de la siguiente

Definicién 5.9 Los procesos de PPAg, que estdn en forma normal qued@n definidos

mediante la siguiente expresién BNF:
Nu=@p] X lpisl aij; N -
=1 i=1

donde se han de cumplir las siguientes restricciones:



138

Capitulo 5. Semantica Axiomatica

en>1 A Xn:p,':l

1=1

eVi<i<n:p>0 Ar;20 A Zpi,jzl /\VlSjST‘,':pi,j>0

j=1
eV1<:i<n:VI<EI<r : k#I[=a#ay
oV1<u,v<n, uFuv: {(au,j:pu,j)};uﬂ # {(av.j’pv,j)}gvzl O

Por abuso de notacién, utilizaremos el proceso Nil para denotar a las elecciones
externas generalizadas que no tengan acciones asociadas (caso r; = 0). De igual
forma, utilizaremos la notacidén prefijo a; N cuando la eleccion externa generalizada

tenga una dnica accién asociada (caso r; = 1).

Para facilitar la escritura utilizaremos la siguiente notacion alternativa para de-
notar a las formas normales:
N:u=Dlpal D [pdaiNoa
AcA (a,pg)EA

donde los A son subconjuntos finitos pertenecientes a P(Act x (0,1]) tales que para
todo A € A se verifica Y {p.|(a,p.) EA} =1.

A continuacion veremos una serie de ejemplos en los que se presentan tanto pro-

cesos que estan en forma normal como procesos que no lo estan.

Ejemplo 5.10 Los siguientes procesos estan en forma normal:

a; Nil (a; Nil) @, (b; Nil)
a; ((b; Nil) @ Nil) (a; b5 Nil) D1 ((a; Nil) +1 (b; Nil))

1
i

Por el contrario, los siguientes procesos no estdan en forma normal:
(a; Nil) B2 (a; b; Nil) (a; Nil) +a (a; b; Nil) (@; Nil) +1 Nil
a

Una vez que hemos introducido las formas normales, veamos que dadas dos formas
normales distintas, existe una prueba que las distingue. Ello se tiene como consecuen-
cia del Teorema 4.2, pues las formas normales son un caso particular de los procesos

dados por la Definicion 4.12.
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Corolario 5.2 (Unicidad de Formas Normales)

|
Sean N, N, dos procesos distintos que estan en forma normal. Entonces

3T €PB: pass(N,,T) # pass(Ny, T)

donde, naturalmente, la igualdad entre formas normales se debe entender salvo con-

mutatividad de los operadores de elecci6n. ‘ O

Veamos ahora que utilizando el sistema axiomético cualquier proceso se puede

transformar en otro que esta en forma normal.

Teorema 5.3 Dado un proceso P € PPAg, existe un proceso N en forma normal,
tal que P =.. N. |

Demostracién: La demostracidn la realizaremos por induccién estructural.

e Si P = Nil, entonces P ya estd en forma normal sin mas que considerar la forma

normal correspondiente a A = {}.

e Si P = a; P, por hipétesis de induccién P’ puede ser transformado en una
forma normal N', por lo que tomando A = {{(a,1)}}, N, 4 = N’ y aplicando

la regla (C1) obtenemos una forma normal N tal que P =_,, N

e S5i P =P &, P, por hipétesis de induccién P, y P, pueden ser transformados

en su respectiva forma normal
Pl Egen Nl A P2 Egen N2

donde Ny = @ [pal > [paa;Pan vy No= ODlas] > (@] b Qus.

AcA {a,pa)EA BeB (b.w}eB
Aplicando la regla (C2) obtenemos P, &, P, =.. N; @, N;. Aplicando el
axioma (IBE), si ello fuera necesario, dado que toda eleccién interna generali-
zada (finita) se puede descomponer en elecciones internas binarias y viceversa,
obtenemos la forma normal

N = 69[""6‘] Z [re] ¢ Rec

cec {c,re)EC
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dondeC=AUB yVCeC

C=AcA-B => rc=p-pa ANVec€C: Ro=PF.4
C=BeB-A = rc=(l-p)-gg AVce€l: Rc=0Qn
C=A=BcANB = rc=p-pa+(1—p)-qs A

Ve€C: Ric = Poa ®p Qe

En los dos primeros casos se obtiene una expresion que ya estd en forma nor-
mal, mientras que en el ultimo podemos aplicar la hipétesis de induccidén a los
procesos P, 4 v (.5, para obtener la forma normal buscada. En consecuencia,
hemos conseguido una forma normal N tal que Ny $, N; =,.. N, con lo cual,

aplicando la regla (E3), obtenemos P, @, P, =, N.

St P = P, +, P, tenemos de nuevo por hipotesis de induccién

P]_ Zgen Nl A Pg =gen N2

donde N; = @[p,q Z o) a; Pon y No= @[QB Z (6] b5 Q.-
AeA (a,pa)eA BeB  (bgp)eB
Aplicando la regla (C3) obtenemos P+, =g N1+, V2. Entonces, aplicando

reiteradamente el axioma (DEIG), obtenemos el proceso

= P [pa- g5l (( > [padaiPaa) +5( 20 lald Qb,B))
Ae A (G.PG)EA (b:Qb)EB

Ben
que es la eleccién interna generalizada entre procesos que son una eleccidn ex-
terna entre dos procesos. Veamos entonces como es cada uno de los procesos de

la forma

( > IpalasPaa)+p (D [a] b Qs.8)

(m/pa) €A (bi3e)EB
Si alguno de los dos conjuntos A o B es vacio, es decir, si el correspondiente
proceso es Nil, entonces aplicando el axioma (NE) obtendriamos como resultado
el otro proceso. En caso contrario, aplicando el axioma (EBE), obtenemos que
el proceso en cuestion es equivalente bajo =,.. al proceso

Rag= Y Ir]e;Roan
(ere)eC
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donde C = {{c1,71),...,{c,7) |3 q: (ci,q) € AUB} y

i
D-q si Ag: (c,q)e AN Ar: (¢,r)€B
Te = « (1-p)-q si 3¢: (c,q)eBA Ar: (c,r)e A
L p-m+(1=p)-p si Ip,p2: (e,p) €A A (c,p2) €B

P, A si 3q: {(c,q) €AN Ar: (c,7) €B
R < Q.,n si 3q: (c,g)€BA Ar: (e,r)€A
c,A,B = .
Pc,A DSp Qr:,B si Apr,p2: (C’pl) €A A (C,Pg) E;B
/\ pf — E'El
\ priH{l-p}m

Al igual que en caso de la eleccién interna, los procesos R, 4 p 0 estian en forma
normal, lo que sucede en los dos primeros casos, o bien se pueden transformar

aplicando la hip6tesis de induccién a forma normal (tercer caso).

Pero el proceso obtenido no estd todavia necesariamente en forma normal,
dado que cuando consideramos los procesos que nos han aparecido al componer
dos elecciones externas generalizadas mediante una eleccién external,, podemos
generar de distintas formas un mismo conjunto C apareciendo en la definicién
del proceso obtendido K. Es decir, dado un conjuﬁto C, pueden existir varios
A € Ay varios B € B tales que al combinarlos nos de el mismo C. En tal caso
tendremos que agrupar todas las elecciones externas generalizadas que tengan

asociadas las mismas acciones con las mismas probabilidades. ‘

A partir de los conjuntos originales, la forma en la cual se calculan las proba-
bilidades asociadas a las acciones que forman parte de las elecciones externas
generalizadas viene dada por la funcién U, dada en la Definicién 4126, con lo

que aplicando el axioma (IBE), obtenemos

P'=®lrd Y [ P2 22) Rea,i)

ceC {cre)eC Ac ABeEB
U
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donde C={AU,B|A€ A AN BeB},rc= >, pa-gs, ¥

AeABeB

AU, B=C
Pos Si3q: (cg)€AN Br: (er)€B
QB si 3q: ()€ BA Ar: (er)€ A

Reanp = .
Pc,A @p’ QC,B 81 3 P1,p2t (C':pl) € A A (C?p2) € B

. pp
Ap = p-p1+(1lp)-p:

Aplicando la hipétesis de induccién, los procesos de la forma

@ [M] Reas

se pueden transformar en su forma normal, obteniéndose a partir de P” un
proceso P", de modo que aplicando la regla (E3), concluimos P+, P, =,.. P,

donde P" ya esta en forma normal.

O
Teorema 5.4 (Completitud del Sistema de Axiomas)
Para todo par de procesos P, QQ € PPAg, se tiene
| g = FP =0
Demostracién: Inmediata a partir de los Teoremas 5.2 y 5.3. O
Corolario 5.5 Para todo par de procesos P, € PPAg, se tiene
NgQ &= FP =, @
O

5.2 Sistema de Axiomas para PPA

En esta seccion extenderemos los resultados obtenidos en la seccidon anterior para

procesos finitos, a la totalidad de los de PPA. Al igual que hicimos en el caso de la
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semantica denotacional para el modelo generativo, los procesos recursivos del lenguaje
se tratardn mediante su aproximacién por procesos finitos, de forma que la semdntica
de los procesos recursivos vendra definida por el limite de la cadena que forman los
valores seménticos de sus aproximaciones finitas. Como es usual, tales aproximaciones
finitas empezaran con el proceso sintactico cuya semantica es el menor elemento del
dominio semantico. Al igual que ocurria en el modelo denotacional para el modelo
generativo, este proceso sera £2. La definicién formal de las aproximaciones finitas de

un proceso viene dada por la siguiente ‘

Definicién 5.11 Sea P un proceso definido mediante la expresion recursiva recX.P'.

Definimos las aprozimaciones finitas del proceso P en la forma

P =Q }
Pl = PP/ X}

Definimos el conjunto de aprozimaciones finitas de P como APX(P) = {P" : n € IN}.
Para procesos finitos podemos considerar que sus aproximaciones finitas son iguales

a él mismo. : 0

A nivel sintdctico cada aproximacién finita de un proceso es un proceso finito,
con lo cual podemos utilizar el estudio que hemos realizado en la seccién previa para
procesos finitos a la hora de razonar sobre las aproximaciones finitas, si bien al efecto
hay que tener en cuenta que en las aproximaciones finitas ahora puede aparecer como

primitivo el proceso §2 que no admitfamos en el lenguaje PPAg, de procesos finitos.

Como vamos a caracterizar los procesos recursivos mediante sus aproximaciones
finitas, en lugar de axiomatizar una relacién de equivalencia entre procesos, como
hicimos en el caso finito, tendremos que axiomatizar una relacién de ordén, la cual
denotaremos por C_.,. La equivalencia quedard como nocion derivada generada por
el cierre antisimétrico de la relacién de orden con la que trabajaremos. Este hecho
conlleva como consecuencia que a la hora de probar la correccién y completitud del
nuevo sistema de axiomas con respecto a la semdntica de pruebas tendriamos que

considerar la relacién de orden entre procesos =g inducida por dicha semantica de
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pruebas, la cual viene dada por
P2, Q<=VTcG: pass(P,T) < pass(@), T)

Pero esto no va a ser necesario, dado que en relacién con la seméntica denota-
cional definida para el modelo generativo tenfamos la nocién de orden Cpar (ver
Definicién 4.22), de modo que en lugar de estudiar la correccién y completitud del
sistema de axiomas respecto de la semantica de pruebas, la estudiaremos con respecto

de la semantica denotacional. Es decir, demostraremos que
[P] Crar [Q] &= F P Con @

A partir de dicho resultado se deduce trivialmente

Pl =par [Q] &= F P =u @

con lo cual, por el Teorema 4.10, obtenemos

PrgQ <= P =,.Q

5.2.1 Nuevos Axiomas y Reglas

En esta seccién enumeraremos los axiomas y reglas que pasan a configurar nuestro
nuevo sistema axiomético. Respecto de los axiomas, aumentaremos el conjunto de
axiomas dado en la seccion anterior con una serie de axiomas que tratan al proceso
Q. Ademsds, como punto de partida, necesitaremos el axioma que nos indica que el
proceso Nil es menor o igual a s{ mismo. La demostracion de correccion de todos los

siguientes axiomas es trivial.

(D) Q@ C...P (DI) P&, 0 C,., P

(DE) P+,Q =,..0 (N) Nil T, Nil

—gen —gen

El nuevo sistema de reglas se presenta en la Figura 5.2. Para construir el mismo

sustituimos en el sistema presentado en la Figura 5.1 las reglas (E1), (E2) y (E3),
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o1y L& PE’:“QC F (02) ﬁ—é;ﬂ:—g

(03) GE=d g -
©r) GrEedg o) FttT
o) Dt it ©on FEFeg

(OI2) F&T;%‘E?T@ (R1)  PlrecX.P/X) CorecX.P
(R2) VQeAPg(iP):DQ C...R (R3) V n€N: POual CoonR

P EgenR

4 gentt

Figura 5.2: Nuevo Sistema de Reglas.

que indicaban que =, era una relaciéon de equivalencia, por una serie de reglas que
indican que la relacién LC,,, es una relacién de orden. De igual forma, sustituiremos
las reglas {C1), (C2) y (C3), que indicaban la congruencia de los operadores respecto
de la relacién =,,,, por otras similares indicando la precongruencia con respecto a
la relacién C,,,. La prueba de correccion de todas estas reglas es trivial dada la

definicién composicional de la semdntica denotacional.

Las reglas (OI1) y (OI2) indican que dados dos procesos P y () que verifiquen
P C... @, la eleccién interna entre ambos procesos, P 3, (J, ocupa una posicién

intermedia entre ambos respecto de la relacién de orden L. -
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Lema 5.12 Las reglas (OI1) y (OI2)} son correctas.

Demostracién: Sean P, dos procesos tales que [P] Cpar [@]- Entonces, para
toda secuencia s y todo estado A se verifica p(P,s,A4) < p(@,s, A). Aplicando la

definicién del operador semantico de eleccidén interna obtenemos

p(PGBPQﬁSaA) =p-p(FPs,A)+ (1 —q) p(Q,s, A)

de lo cual se deduce trivialmente que para toda secuencia s, todo estado A, y cada

p € (0,1) se verifica
p(P,5,A) S p(P @ @;5,4) < p(Q,5,4)

A partir de este resultado se deriva inmediatamente la correccién de las reglas (OI1)

y (OI2). D

Respecto a las reglas que hacen referencia a la recursion, las dos primeras aparecen
de costumbre en los sistemas de axiomas que trabajan sobre lenguajes que incluyen
un operador de recursién (e.g. [Hen88]). La demostracién de su correccién se sigue
de la caracterizacion de la caracterizacion de la semantica de un proceso definido de

forrma tecursiva:
Q0

[reeX. P} = | |[P"}

n=0

En concreto, la correccion de la regla (R1) es trivial dado que
[P{recX.P/X}] = | |[P"]
n=1

La correccién de la regla (R2) proviene del hecho de que se esta trabajando en un cpo,

en el que ha de verificarse que [P] es la cota superior minima de la cadena {[P?]}32,.

La regla (R3) se incorpora a nuestro sistema de reglas por razones técnicas. Al
igual que ocurria en [Cua93], el dominio sobre el que estamos trabajando no es
w-algebraico, con lo cual necesitaremos esta régla para demostrar la completitud
del sistema axiomatico. Cuando llegue el momento en el que utilicemos esta regla

comentaremos con profundidad su significado y consecuencias.
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Lema 5.13 La regla (R3) es correcta.

Demostracién: Supongamos que para todo n € IN se verifica
[[P 69!1%.'. Q]] Epar [[R]] !

Esto es equivalente a decir que para todo n € IN, para toda secuencia s y. para todo

estado A se cumple
P(P Bnr Qa 8, A) S p(R, &, A)

A partir de la definicién de la funcién semantica asociada a la eleccién interna obte-
nemos que para toda secuencia s y para todo estado A se cumple

1 1 -
DB, A)+ (S, 4) =

P(P @az1 Oy, 4) = - p(P,s, 4)

n
Si consideramos los dos resultados anteriores, obtenemos que para toda secuencia s

y para todo estado A se cumple

—1
p(P,s, A) = lim —— - p(P,s, A) < p(R, 5, A) ;
de lo cual se deduce inmediatamente [P] Cpar [R]. 0

Lema 5.14 Sea P = recX.P’, tal que en P’ no aparece el operador de recursién.
Para toda aproximacién finita P* € APX(P) se tiene - P C_,, P.

Demostraciéon: Procederemos por induccién respecto de n.

Si n = 0, aplicando el axioma (D), tenemos

P'=Q ..., recX.P'

Consideremos el caso de la aproximacién n + 1. Por definicidon de las aprofxirnaciones
finitas tenemos P"' = P/{P"/X}. Dado que en el proceso P' la variable X no
aparece en el ambito de un operador de recursidn, si en lugar de sustituir en P’ la
variable X por el proceso P" la sustituimos por un proceso que sea mayor o igual que
él (i.e. un proceso @ tal que P* C,,, Q), aplicando reiteradamente las reglas (C1°),
(C2%), y (C3’) obtendremos P'{P*/X} C,. P'{Q/X}. Por hipétesis de induccién

tenemos P* C_., P = recX.F’, con lo cual

P{P"/X} C,on P'{reeX.P'/X}
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y aplicando la regla (R1) obtenemos
P{recX.P'/X} Coun recX.P' = P
con lo que encadenando los resultados anteriores legamos a

- PG, P

—gen

a

El resultado anterior nos indica que dado un proceso recursivo recX.P, de modo
que en P no aparecen definiciones recursivas anidadas, podemos inferir a partir del
sistema de axiomas que cualquiera de sus aproximaciones finitas es menor que él. Al
igual que en el caso no probabilistico, el lema anterior se puede generalizar a procesos
que contengan mas de un operador de recursion. Primero tendriamos que extender
nuestro sistema axiématico para que considere términos de PPA que contengan varia-
bles libres, dado que en nuestro sistema axiomatico sélo trabajamos con procesos (es
decir, términos sin variables libres). Para ello es suficiente con extender el axioma (D)
en la forma Q L., X para todo X € /d. A continuacién tendremos que demostrar
un caso particular de la propiedad llamada en [Hen88] de sustitucion generalizada, que
dice que st P, C_., P, entonces para todo P se verifica P{P/X} C_. P{P/X}
(donde Py, P2, P pueden contener variables libres y X aparece libre en P). Pero
dado que el proceso de adaptar nuestro sistema de axiomas para tratar con términos
abiertos para llevar a cabo la correspondiente demostracion no difiere en nada con
respecto al caso no probabilistico (ver Capitulo 4 de [Hen88]) hemos preferido omitir

la demostracion de esta extension.

Noétese que a partir del axioma (N), de @ =_.. @ (derivable a partir de los
axiomas (D) y (O1)), utilizando induccién estructural, se puede inferir P =, P
para procesos finitos; mientras que utilizando la regla (R1) y el lema anterior, junto

con la regla (R2), podemos demostrar dicha equivalencia para los procesos infinitos.

En la Figura 5.3 presentamos agrupados todos los axiomas que constituyen el
nuevo conjunto de axiomas, con lo cual nuestro sistema axiomatico quedara formado
por las reglas que aparecen en la Figura 5.2 junto con los axiomas que aparecen en

la Figura 5.3.
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(1) P, P =P

(CI) PB,Q . Q& 1, P

(AI) P&, (Q®y R) =,., (POy Q)®y R
(CE) P+,Q ZuQ@+1,P

(NE) P4, Nil =, P

(DEIG) P+, (@I P) =0 Dlpi] (P4, P) |

n m {
(EBE) Z[pi] o -Pl +P Z[qjl bJ: Qj Zgen Z[rk] Ck, Rk
j=1 k=1

=1 :
(IBE)  olpi s P&y 3lpd s Qs Seen Llpi a5 (P @, Q)
(D)  QCeuP |
(DI) P& Cen P
(DE) P+,Q =9
(N) Nil =, Nil

Figura 5.3: Conjunto de Axiomas.

Teorema 5.6 (Correccién del Sistema de Axiomas)

Para todo par de términos P, () € PPA tenemos

FP Cen @ = [P] Crar [¢]

Demostracién: Corolario inmediato del hecho de que todos los axiomas y reglas del

sistema son correctos. O

5.2.2 Completitud del nuevo Sistema de Axiomas

Al igual que cuando trabajamos con procesos finitos, para la prueba de completitud
del sistema axiomatico comenzaremos por introducir la correspondiente nocién de

forma normal.

La tnica diferencia entre esta definicién de formas normales y la que presenta-

mos en la Definicién 5.9 para los procesos finitos, es que en la nueva definicién la
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suma de las probabilidades asociadas con las elecciones internas generalizadas puede
ser menor que 1. En particular, podremos tener elecciones internas generalizadas
que no contengan ninglin argumento. Al igual que ocurria cuando estudiamos la
sernantica denotacional, la diferencia entre la suma de las probabilidades asociadas a
las elecciones internas generalizadas y 1 denotara la probabilidad de que el proceso

diverja en ese preciso punto.

Definicién 5.15 Los procesos de PPA que estan en forma normal quedan definidos

mediante la siguiente expresién BNF:
N =P [p] Xlpisl ais N
i=1 i=1

donde se cumplen las siguientes restricciones:

en>0A > p <1

1=1

o VIi<iZ<n:p;>0 Ar, 20 A Zp,-,jzl AV1IL<j<riip;>0
i=1

eV1<i<n:V1<kiI<r,k#!l:a;4#ay

o V1 <u,v<nu#v:{(u;pui)tits # {(au Pui) it o

Al igual que hicimos en el caso finito, utilizaremos el proceso Nil para denotar a
las elecciones externas generalizadas que no tengan acciones asociadas (caso r; = 0),
mientras que utilizamos el proceso () para denotar una eleccién interna generalizada
entre 0 procesos (caso n= 0). De igual forma, utilizaremos el prefijo a; N cuando la

eleccion externa generalizada tenga una tnica accién asociada.
En esta ocasién utilizaremos de nuevo una notacién alternativa de la forma:
N = Plpal D [pa) a;Naa
A€A (2,pa)EA

donde los A son subconjuntos finitos de P{Act x (0,1]) tales que para todo A € A se
verifica 3_{ pa | (a,pa} € A} = 1.

Una vez que hemos introducido las nuevas formas normales, para demostrar la

completitud del sistema axiomatico, habremos de demostrar en primer lugar que
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cualquier proceso finito puede ser transformado en su forma normal mediante el uso

de las reglas y axiomas que forman el sistema axiomatico.

Teorema 5.7 Dado un proceso P € PPA finito, en el sentido de que en el mismo no
aparece el operador de recursién, existe un proceso N que estd en forma normal tal
que - P =, N.

Demostracién: Aniloga a la del Teorema 5.3 para procesos finitos, al estar el pro-

ceso § en forma normal. ; 0

A continuacién probaremos que si dos procesos estan relacionados mjediante la
relacion de orden Cp,p, entonces también estan relacionados mediante la relacién
Cyen- La demostracién es compleja, debiéndose de distinguir si los procesos a com-
parar son finitos o no. Por ello la ordenaremos mediante una sucesién de lemas, cada

uno de los cuales cubre uno de los casos posibles.

Lema 5.16 Sean P, € PPA procesos finitos. Entonces, [P]Cpar [Q]=>P C...Q.

Demostracién: Los procesos dados P y @ pueden ser transformados a procesos en
forma normal utilizando el sistema axiomatico, por lo que podemos restringirnos al
estudio de dichas formas normales equivalentes. En consecuencia, tomemos Py @ de

la forma

P=PIpa > I[pse;Paa

AcA (apa)eA
Q= @ IQB] Z [Qb] b; Qb,B

BEB  (bgy)eB

donde A, B C P(X x (0,1]). Nétese que p(P,e, A) =pa A p(Q,¢e, B) = q;g.
La demostracién la realizaremos por induccién respecto de la complejidad de los
procesos, donde entendemos por complejidad su profundidad, y en el caso de dos
procesos con la misma profundidad consideraremos que un proceso es méas complejo

que otro si los estados de este 1iltimo estan contenidos en los estados del fprimero.

En primer lugar podemos suponer P # £, dado que si P = el resultado es

inmediato por aplicacién del axioma (D). Si P # (2, se nos presentan tres casos a

|

considerar:
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e Los conjuntos A y B son distintos.
Dado que [P] Cpar [@], tenemos que debe existir un conjunto B’ tal que
B' € B — A. Ademas, el resto de los conjuntos que pertenecen a B tendran
una probabilidad asociada mayor o igual en el proceso @@ de la que tengan en
el proceso P, mientras que puesto que [P] Cpar [@], no puede existir ningin
A € A— B. Esto indica en particular que la probabilidad de divergencia de P

en su primer paso sera mayor o igual que ¢gr, puesto que tenemos

ZPASZQA< S gataeer <) gp<1

AcA AEA AcA BeB

Utilizando el axioma (AI) podemos reescribir los procesos P y @ en la forma

P Esen (@ [1 ~q g Z [pa] a; Pa,A) @1_93, Q

AcA (a,pa)EA
@ e (D ] Y [@505) Bigy (Y [0]¥5Grn)
BeB-B' {b.)EB (b'.q)€B’

Por otra parte, a partir del axioma (D) se tiene

Q Cpon 2 o] ¥;Qum

(¥,q,1)EB

Ademas, por ser [P] Cpar [@], obtenemos

(DI b Y0 [pe) @ Poal Coar [ € | ] >0 (el b Qs8]

AcA l—q (a,pa)EA Bes-p' + 48 (b,qp)EB

y aplicando la hipdtesis de induccion, dado que los estados del proceso de la

parte derecha estan contenidos en los estados de (7, obtenemos

@[“}L—A“] > [Pa) @ Pos Ceen P 1% 1 > (] b; Qs

AEA 1 —gp (a,pa)EA BeB-B’ 9B’ (b,0,)€B

con lo cual, aplicando la regla (C38’), obtenemos

PC..0Q

—gen
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e A=B y 3C:pc#gc. :
Dado que [P] Cear [@], tenemos que V A € A: pa < ga, por lo que se debe
cumplir pc < go. Realizando una descomposicién similar a la utilizada en el

caso anterior podemos reescribir nuestros procesos en la forma

P:g.n @ T-go ZLpa]a'PaA ®1 qc Z[P CPCC Q—QQ)

AeA-C (a,pa)EA (c,pe)eC
Egnn @ 1 QC]Z I-pa]a'QaA @D1- —qc Z[pc CQCC Z[p CQCC )
AcA-C (a,pa)EA {e.pc)EC (C,Pc)ec

Nétese que utilizando las reglas (OI1), {OI2) y (O1) podemos inferﬁr
I" Z [pc] C QCC Z [pc] C QC C)) Egen Z [pC] C; QC,C))
(e.pe)eC (c Pc)EC (e,pc)EC
A partir del axioma (D) se tiene '
Q Egan Z [pc] c; QC,C
(e:pc)EC I
y dado que [P] Cpar [@] obtenemos
[[ Z [Pc} G Pc,C]I Cpar |[ z [Pc] (o Qc,C]]
(epc)eC (e,pc)eC
con lo cual, aplicando la hipétesis de induccidn, se deduce
> Pl Poc Ceon Y. [P Qec
(c.pe)€C (e.pc)eC
y aplicando la regla (C3’) obtenemos ‘
> PloPcomQ Cuw 3 PlaQue®n 3 Ipd Qe
{e.pe)eC (c,pe)EC (c,pC)EC ‘

De nuevo, al ser {P] Cpar [Q] obtenemos

[ @ ] Z [pa] @; Po,a} Cear [ 69 [ ] Z [pa]‘a;Qa,Aﬂ

ACA-C 1 —4C (apa)ea AeA-c 1 —dc (a,pa)EA

y aplicando la hipétesis de induccién . i

D 2] T Pl iPoas Cow B 1] T [ 65Qun

AcA-C T 9C (apen AcA-C 1 —4C (ap.)eA
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con lo cual, aplicando la regla (C3) sobre los resultados anteriores, obtenemos

P ggen Q

s A=B y VO € A:pc=qc.
Dado que [P] Cear [@], tenemos que YA € A y V (a,p.) € A se verifica

[P, Al Cear [@a,4], por lo que aplicando la hipdtesis de induccién obtenemos

Pa,A ‘;gen Qa,A

Entonces, por el axioma (C1’) obtenemos que para toda accién a y todo con-

junto de acciones A se verifica
a; Poa Cgen @;Q0n

por lo que, aplicando reiteradamente el axioma (C2’), obtenemos que para todo

A se tiene

Z [pﬂ] a, Pa,A Egen Z [pal a, Qa,A

(a,pa)EA (G-Pa)EA

y aplicando de nuevo reiteradamente el axioma (C3’) concluimos

P=@®pd Y 1o Pos Com Blral Y [Pl Qo =Q

AcA (Q:Pa)EA AcA (a,pa)EA

Consideraremos ahora los casos en que alguno de los procesos no sea finito.

Lema 5.17 Sea P € PPA un proceso que no es finito y ¢ € PPA que si lo es.
Entonces, [P] Epar [@] = P Cen @-

Demostracidén: Dado que las aproximaciones finitas de P forman una cadena, de

modo que [P] es la cota superior minima de los valores [P"], se tiene

HPO]] Cpar [[Pl]] Cear - - Cpar [[Pnﬂ - Cpar [[P]! Crat [[Q]]
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Puesto que tanto cada P™ como () son finitos, podemos aplicar los resultados obteni-

dos anteriormente para procesos finitos, concluyendo que para todo n se verifica
Pn Egen Q
de donde, aplicando la regla (R2), llegamos a

P Egen Q

| O

Consideremos ahora el caso en el que P es finito pero ¢ no lo es, estando definido
de forma recursiva. En este caso se nos plantea la misma dificultad que ya aparecia
en [Cua93]. Dado que el tinico medio de dar seméntica a los procesos infinitos es
utilizando sus aproximaciones finitas, el camino més pausible para llegar a demostrar
P L. Q consistiria en garantizar la existencia de un cierto m de manera que la
aproximacién finita m-ésima del proceso @ cumpla [P] Cear [Q™]. Entonces, como
quiera que los procesos P y Q™ son finitos, podemos aplicar el resultado del Lema 5.16
para deducir P C_,, Q™. Ademis, tendriamos Q™ C.., @ (Lema 5.14), con lo cual,
aplicando la regla (O4), obtenemos P C_,, Q.

Si el dominio semantico sobre el que trabajamos fuese w-algebraico® la existencia
de un m tal estaria garantizada, pero desgraciadamente tal no es la situacién en

nuestro caso, como ilustra el siguiente

Ejemplo 5.18 Consideremos el proceso P = recX.((a; Nil) & 1 X). Es fécil ver que

las aproximaciones finitas de dicho proceso vienen dadas por

P = (a; Nil) ®,_ Q

Al ser [P] = U[P"], trivialmente tenemos [P] Cpar U[P™]. Ademads, I[P]] describe

a un proceso finito, pues ’
[recX.({a; Nil) ]t X)] =ear [a; Nil]

|
i

1Es decir, que para cualquier proceso finito no existen cadenas infinitas estrictamente crecientes

de procesos tal que el proceso finito sea supremo de la cadena.
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como ya se comenté al describir la semadntica denotacional para el modelo generativo.

Sin embargo, no existe ningin m tal que [P] Cpar [P™], pues de existir tendriamos

m 1
L=p(lP) e {(e, D)) < p([P7] e (e, D)) =1~ o
lo que evidentemente es imposible.

Con lo cual queda probado que el proceso (finito) [a; NVil] es cota superior minima

de la cadena infinita no trivial de procesos {[P"]}=,. )

Por lo tanto en general es preciso utilizar otro camino para probar P C.., @
a partir de [P] Cpar [@]- Esta es la razén por la cual la regla (R3) aparece en el
sistema axiomatico, de modo que es ahora cuando quedara justificada la inclusién de

la misma en nuestro sistema axiomatico.

Lema 5.19 Sea P € PPA un proceso finito y ¢ € PPA un proceso que no lo es.
Entonces, [P] Cear [@] = P Cean @- '

Demostracién: Partimos de [P] Cpar [@] = U[Q"]. De existir un m € IN tal que

[P] Cear [@™], la demostracion se realizaria como hemos indicado anteriormente.

Consideremos entonces el caso en el que no existe un m tal. Dado que la sucesién
Q" forma una cadena, tendremos que para toda secuencia s y todo estado A se
cumplira

p(P;s, A) < p(@Q, s, A) = limp(Q", s, A)

Consideremos aquellas secuencias s y aquellos estados A para los cuales se tiene

p(P, s, A) > 0. Para tales secuencias y estados se verificara para todo k& > 0 que
1
(1=7)p(Pys, 4) <limp(Q", s, A)

Nétese que (1 — 1) - p(P, s, A) = p(P @1 1,5,A}). Dado que P es un proceso
finito, el conjunto de pares (s,A) que verifican p(P,s,A) > 0 es finito, con lo cual

para cada k € IN existird un cierto ny € IN tal que se verifique

p(P 631—% Q,S,A) S p(Qﬂk,S,A)
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para cada una de las secuencias s y estados A verificando p(P, s, A) > 0. Obviamente,
cuando p(P,s', A') = 0 la desigualdad anterior se satisface trivialmente, con lo cual

llegamos a
[P ®;_1 Q] Coar [Q™] |

y dado que tanto P ST {2 como Q™ son finitos, podemos aplicar el resultado para

procesos finitos, obteniéndose que para todo k € IN se tiene
P@l_% Q Cpon Q™
Dado que para todo n € IN se tiene Q" C_,, ¢}, tenemos que para todo k € IN
P&y Q Con @
con lo que aplicando la regla (R3) obtenemos
P Cen@

O

Teorema 5.8 Sean P, () procesos en PPA. Entonces, [P] Gpar [Q] == P Ceen @

Demostracién: Sibien P o Q son finitos, el resultado ha quedado probado en alguno
de los lemas anteriores. Consideremos entonces el caso en el que ambos procesos P
y @ no son finitos, y se cumple [P] Cear [Q]. Entonces, como consecuencia del
Lema 5.19, tenemos que para toda aproximacién finita P™ de P se tiene P* C_,, @,

y en tal caso aplicando la regla (R2), concluimos P C,,. @ O

Al igual que se sugiere en [Cua93], podriamos haber resuelto el proi:)lemal que
nos ha llevado a la inclusién de la regla (R3) considerando en su lugar una defi-
nicién alternativa de las aproximaciones finitas. Las nuevas aproximaciones finitas
incluirian explicitamente la informacién aportada por dicha regla. En concreto la

definicién formal de las nuevas aproximaciones finitas seria la siguiente:

Fy=0Q '
::+1:P"@,,%IQ ;
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donde los procesos P™ son las antiguas aproximaciones finitas definidas en la Defini-
cién 5.11.

Con esta definicion alternativa de las aproximaciones finitas, la informacion que
aportan las reglas (R2) y (R3) al sistema axiomatico quedaria englobada en la propia
regla (R2), de modo que ya no seria necesario incluir la regla (R3) en el nuevo sistema

axiomatico.

La demostracion de completitud del sistema de axiomas ha sido realizada res-
pecto de la relacién de orden inducida por la seméntica denotacional para el modelo
generativo. Los siguientes resultados indican la completitud del sistema axiomatico
respecto de las relaciones de equivalencia inducidas por la semantica denotacional y

la semantica de prucbas del modelo generativo.

Corolario 5.9 Sean P, () € PPA. Entonces, {P] =par [@] = " P =en @

Demostracién: Inmediato a partir del Teorema 5.8, teniendo en cuenta el hecho de

que las relaciones Cpar v T, son relaciones de orden. a

Corolario 5.10 (Completitud del Sistema de Axiomas)
Para cualesquiera procesos P y (} se tiene P =g Q = + P =, .

Demostracién: Inmediata a partir de los Corolarios 4.10 y 5.9. O

Corolario 5.11 Para todo par de procesos P, @} € PPA se tiene

PrgQ—=FP =0



Capitulo 6
Ejemplos

En el presente capitulo! presentaremos una serie de ejemplos que ilustran la utilidad
de nuestro lenguaje para especificar sistemas concurrentes que contienen irilformacién
probabilistica. En los distintos ejernplos que estudiaremos vamos a intentair explotar
al méaximo las posibilidades que nos ofrece el lenguaje y las ventajas que conlleva el
utilizar un modelo probabilistico frente a uno que no lo sea. ‘

Los ejemplos estdn ordenados en orden creciente de complejidad, finalizando con
uno de mayor entidad en el cual recopilamos todas las caracteristicas del modelo PPA

que ya habran quedado ilustradas por los ejemplos anteriores. !

Las aplicaciones que presentamos son las siguientes:

s Dos especificaciones para el problema de entrada de procesos en su regidn critica:
siguiendo primero un enfoque centralizado, y a continuacién con una estruc-

turacién en anillo légico.

e Un protocolo de comunicaciones en el que los mensajes se pueden perder: Al-

ternating Bit Protocol.

o Dos aplicaciones relacionadas con los Sistemas Tolerantes a Fallos: evaluacién

por redundancia, y por redundancia y escrutinio.

'La semintica de los operadores de composicién paralela que se utilizan en este capitulo estd
definida en el Apéndice A. ;

159
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¢ El problema de los filésofos hambrientos.

e Una ampliacién del problema del barbero durmiente.

En algunas de las aplicaciones utilizaremos una variante de los contadores intro-
ducidos en [BHR84], en la cual utilizamos como indices de los procesos conjuntos
de naturales en lugar de simples naturales. Todos los conjuntos que aparecen en
las especificaciones son finitos, de modo que tal variante no representa problema al-
guno, pues podriamos codificar los citados conjuntos por medio de naturales y utilizar

entonces los contadores habituales.

Por otra parte, en lugar de utilizar el constructor recX.P utilizaremos identifi-
cadores para definir los procesos recursivos que precisemos. En los casos en los que
el proceso venga definido mediante un conjunto finito de ecuaciones mutuamente re-
currentes, la traduccion a un proceso equivalente con la notacién correspondiente al

operador de recursion se podria efectuar en la forma usual, ilustrada por el siguiente

Ejemplo 6.1 Consideremos los siguientes procesos mutuamente recursivos Py Q-

P =(a; Q)+ (b; P) Q=(HP)®L(cQ)

L 1
2 3

Entonces, los procesos P’ " que siguen serian las freducciones de dichos procesos
7 P

a la sintaxis original de nuestro modelo:

P = recX.(a;(recY.((b; X) &
_I_

@ = recX.(b;(recY.((a; X) |

Obviamente, dicha traduccion no podria llevarse a cabo en los casos en los que el

proceso viniera definido mediante un conjunto infinito de ecuaciones.

En el ejemplo de los filésofos y en el del barbero durmiente, se nos presenta una
situacion que no estd estrictamente contemplada en nuestra sintaxis, pues precisamos
procesos definidos de forma recursiva, los cuales estin indexados por un pardmetro
cuyo valor se toma como argumento en un operador del proceso, en concreto en una

aparicién de la eleccién interna. El problema no serfa tal si tuviéramos un conjunto
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i

|
finito de ecuaciones, pues podriamos aplicar el método anterior. Pero de hecho algunos
de estos indices pueden ser niimeros reales, lo que nos llevaria a tener que trabajar
con un conjunto no numerable de identificadores (uno para cada real}, lo cual no estd
permitido en nuestro modelo PPA, entre otras cosas porque ello provocaria serios
problemas a la hora de calcular el menor punto fijo de una funcién. El problema se
resuelve parcialmente asumiendo que los indices que aparezcan han de ser nidmeros
racionales, lo que no representa una gran pérdida al tratarse de un conjunto denso.
Esto no exigiria modificar los ejemplos, pues en los dos casos en los que que aparece
este problema los citados argumentos vienen producidos por una funciéﬁ que toma
una semilla para comemszar. Si tomamos como tal un niimero racional y la funcién
transforma niimeros racionales en mimeros racionales, el problema estard resuelto (de
hecho, las dos funciones que utilizamos en los ejemplos donde esto ocurre cumplen
dicha propiedad). Pero por supuesto, para ajustarnos estrictamente a nuestra sintaxis,

tales funciones deberian tener rango finito.

6.1 Regién Critica | |

En esta seccion presentamos las especificaciones de dos algoritmos que éseguran la
exclusién mutua entre n procesos a la hora de entrar en sus regiones criticas. Los
algoritmos resuelven respectivamente el problema en el caso de que consideremos
un enfoque centralizado, y cuando consideramos un enfoque distribuido én forma de
anillo légico. Estos algoritmos son clasicos en el campo de los sistemas distribuidos
y han sido tomados de [PS89].

En esencia, fendremos un conjunto de procesos los cuales ejecutan una tarea. En
determinados momentos ¢l entorno indicari a cada proceso que puede pas;ir a ejecutar
la tarea correspondiente a su regién critica (es decir, una tarea que sélo uno de los
procesos puede ejecutar al mismo tiempo). Asumimos que el entorno podrfl’a dar dicha
indicacion a mdas de un proceso al tiempo, en cuyo caso el sistema habra de decidir

que proceso entra en su region critica, garantizando siempre la exclusién mutua.
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6.1.1 Enfoque centralizado

Supondremos un sistema que cuenta con n procesos ejecutandose en paralelo (la
especificacion del algoritmo es independiente de que el paralelismo sea real o simulado,
es decir de si tenemos un procesador o varios). Estos procesos se encuentran reali-
zando independientemente su cometido, pero en ocasiones tienen que entrar en su
regién critica, para garantizar la no interferencia entre sus acciones. Como estamos
suponiendo un enfoque centralizado, tendremos un proceso auxiliar central que se
encargara de otorgar los permisos para entrar en su region critica a los procesos que

lo soliciten.

Especificaciéon del sistema

El sistema viene constituido por n + 1 procesos que interaccionan entre si, En primer
lugar tenemos los procesos {F; |1 <1 < n} que son los encargados de realizar las
tareas. Por otra parte tenemos el proceso () que se encargard de coordinar la entrada
en la regién critica. Los n procesos se comunican con el proceso  a través de las

acciones entrar, salir y pedir;.

Tendremos los siguientes convenios:

e Las tareas que realiza cada proceso fuera de su region critica seran simuladas

mediante la ejecucién de una dnica accién trabajo;.

e Todas las acciones que cada proceso ejecuta en su regién critica vendran recogi-

das por una unica accion que llamaremos region;.

o El centralizador no tiene preferencia por ningiin proceso a la hora de permitirle

el acceso a su regién critica.

e En cada paso, el entorno le ofrece a cada proceso la posibilidad de realizar
una de sus acciones usuales (i.e. trabajo;) o entrar en su region critica (i.e.
entrarcrit;). Asumimos que el entorno no puede ofrecer a un mismo proceso

las dos posibilidades al tiempo.
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Pasaremos ahora a especificar las distintas componentes del sistema.
Proceso i-ésimo
El funcionamiento de cada uno de estos procesos vendria dado por el siguiente

algoritmo:
1. Inicialmente el proceso tiene dos posibilidades:

¢ El proceso realiza una accién de su trabajo para la que no necesita entrar
en su region critica. Después de realizar dicha accién vuelve al estado
inicial.

e El proceso quiere entrar en su region critica; en tal caso pasa al estado 2.

2. El proceso solicita al centralizador permiso para entrar en su regién critica.
Espera a que se le conceda dicho permiso, tras lo cual realiza las acciones de su

region critica, indica que ha terminado, y retorna al estado inicial.

En consecuencia, la especificacién formal de dichos procesos es la siguiente:
P, = (trabajo; P;) +p (entrarcrit;; Crit;)
Crit; = pediry; entrar; region;; salir; P
Nétese que la probabilidad que nuestra sintaxis nos obliga a introducir en la

eleccién externa entre las acciones trabajo; y entrarcrit; es de hecho irrelevante, al

haberse asumido que el entorno sélo puede ofrecer una de las dos acciones al tiempo.
Centralizador

El funcionamiento del centralizador viene descrito por el siguiente algoritmo:

e Se tiene un bucle en el cual lo primero que se hace es recibir peticiones de
entrada en la region critica, tras lo cual se da permiso a uno de los procesos que
han solicitado entrar en su regién critica, se espera a que el proceso indique que

ha terminado, y se retorna al principio del bucle.

Formalmente, la especificacion del Centralizador viene dada por:

Q= Z[%] (pedir;; entrar; salir; Q)

i=1
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Si el centralizador quisiera dar mayor prioridad a alguno de los procesos para
entrar en su region critica, bastaria con modificar en consecuencia las probabilidades

asociadas a la eleccidon externa generalizada.
Sistema Centralizado

El sistema vendra dado por la composicién en paralelo de los n procesos, sin-
cronizando en el conjunto vacio, con el proceso (J, sincronizando en las acciones

entrar, salir y pedir;.

Sisterma = (;“? [1P) 113 @

donde A = {pedir;, entrar,salir|1 <i¢ < n}.

En la especificacién dada hemos asumido que todos los procesos tienen la misma
prioridad a la hora de ejecutar sus acciones. Si quisiéramos dar mayor prioridad a
alguno de los procesos, bastarfa con cambiar las probabilidades que aparecen en la
composicién paralela generalizada. También hemos supuesto que las acciones que
ejecutan los procesos, dentro y fuera de su regién critica, tienen la misma prioridad
que las acciones que ejecutan en paralelo con el centralizador para comunicarse con
¢l. Si desearamos alterar dicha simetria dando, por ejemplo, mayor prioridad a las
acciones que ejecutan los procesos seria suficiente aumentar el valor del parametro de
la composicién paralela. Tales situaciones se repetiran en la mayoria de los restantes
ejemplos que aparecen en el capitulo, por lo que en lo sucesivo evitaremos la reite-

racién de la presente explicacion.

6.1.2 Anillo légico

Consideremos ahora un sistema constituido por n procesos ejecutandose en paralelo
sobre un anillo 16gico, de manera que cada proceso tiene un predecesory un sucesor (de
nuevo el algoritmo es independiente del hecho de que tengamos un procesador o varios,

lo que en este caso significa que la conexion que se precisa entre los procesos es logica, y
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no necesariamente fisica). Los procesos se encuentran realizando independientemente
una tarea, debiendo entrar de vez en cuando en su regién critica. Para conseguir la
exclusién mutua tendremos un token circulando por el anillo, y sélo el proceso que

disponga del token podra entrar en la regién critica, si asi lo desea.

Especificacion del sistema

El sistema vendr4 constituido por n procesos { P;|1 < i <n} que interaccionan entre si.

Dichos procesos se comunican entre si por medio de las acciones {token; |1 <i < n}.

Supondremos que se cumplen las siguientes hipdtesis:

e Cada proceso ejecuta en principio la accion frabajo;, la cual indica que esta

realizando acciones que no pertenecen a su regidén critica.

e Todas las acciones que un proceso realice en su region critica las simularemos

mediante la ejecucién de una unica accién que llamaremos regidén;.
1

o El token no se puede perder.

e El primer proceso del anillo posee el token al comenzar el funcionamiento del

sistema.

e Las sumas y restas que aparecen en la especificacién se hacen médulo n con
correccién del dominio, {1,...,n} en lugar del habitual {0,...,n—1}, de modo

quel—1=ny n4+1=1

Pasamos ahora a especificar las componentes del sistema.
Proceso i-ésimo i

El funcionamiento de cada proceso P; viene descrito por el siguiente algoritmo:

1. Inicialmente el proceso tiene dos posibilidades:

¢ O bien realiza una accién de su trabajo para la cual no necesita entrar en

su region critica, tras lo cual vuelve al estado inicial. ’
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o O bien recibe el token que le pasa el proceso (i — 1)-ésimo, en cuyo caso

pasa al estado 2.
2. De nuevo el proceso vuelve a tener dos posibilidades:

o Ll proceso decide no entrar en su regién critica; en tal caso pasa el token

al proceso (i + 1)-ésimo y vuelve a su estado inicial.

¢ El proceso decide entrar en su regién critica. Entonces realiza las acciones
confinadas a la misma, tras lo cual pasa el token al proceso (i + 1)-€simo

y retorna al estado inicial.

Esta eleccién sera realizada de forma interna por el proceso, asumiéndose que

se tendra la misma probabilidad de entrar o no en la regién critica.

En consecuencia, la especificacion de los procesos P; es la siguiente:

P; = (trabajo;; ;) +1 (token;; Crit;)
Crit; = (regidn;; Devolver;) GB% Devolver;
Devolver; = token;y; P;

Sistermna en Anillo

La especificacién del sistema vendra dada por la composicién en paralelo de los
n procesos, pero dado que los conjuntos de sincronizacion varian dependiendo de los
procesos que se traten, no podremos hacer uso del operador paralelo general, de modo

que tendremos que limitarnos a utilizar reiteradamente el operador paralelo binario.

Para indicar que el proceso P, es quien posee el token inicialmente, el estado inicial

en el sistema de dicho proceso serd Crit; en lugar de P,.

En definitiva, la especificacién del Sistema es la siguiente:

Sistema = (Crity |[f, (Py 17 (- (Pacs 5., Pa)++)))

donde T = {token,,tokeny} y T; = {token;;,} para 1 < ¢ <n -~ 1.
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6.2 Alternating Bit Protocol

En esta seccién presentamos una especificacién del protocolo ABP [BSW69]. El ABP
es representante simplificado de una clase de protocolos usados en la transmisién
de datos en sistemas concurrentes cuyo proposito es el de conseguir una transmisién
segura de datos sobre medios que pueden perderlos. Este protocolo ha sido formulado
anteriormente utilizando otros modelos de procesos concurrentes. Por ejemplo, en el
marco de las algebras de procesos sin probabilidades lo encontramos en [Mil89] y
en [PS88|, para CCS y CSP respectivamente, y afiadiendo tiempo o probabilidades
lo encontramos en [Chr90b, Sch89, Han91) (para procesos probabilisticos, CSP con
tiempo y CCS con tiempo y probabilidades respectivamente).

Supondremos que el sistema cuenta con un solo transmisor de mensajes y con un
receptor Gnico (ver Figura 6.1). A grandes rasgos, el funcionamiento del sistema es
como sigue. Se producen mensajes que son transmitidos a través de un medio no
seguro desde el transmisor. Dichos mensajes son recogidos del medio por el receptor,
el cual manda el mensaje a su destino, remitiendo un acuse de recibo al transmisor
por cada mensaje recibido. Ademds, tenemos la restriccién de que en el medio de
transmision sélo puede haber un mensaje en cada momento. Suponemos que el medio
puede perder tanto los mensajes que el transmisor intenta mandar al receptor, como
los acuses de recibido remitidos por el receptor al transmisor. El transmisor vuelve a
mandar los mensajes que se pierden, o que supone que se han perdido al no recibir
contestacién del receptor, al igual que los acuses de recibo se vuelven a transmitir
por el receptor en el caso de que se hayan perdido. Los mensajes que manda el
transmisor irdn etiquetados, de modo que el receptor sepa si se trata de un mensaje
antiguo o nuevo. Al efecto serd suficiente utilizar dos valores: 0 y 1, lo que justifica

la denominacidn del protocolo.

6.2.1 Especificacion del sistema

El sistema estd constituido por tres componentes que interaccionan entre si: el trans-

misor, el medio y el receptor.
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{ Origen )

TRANSMISOR

i

( Destino ]

RECEPTOR

Medio

1

Figura 6.1: Sistema para comunicacidn de mensajes.

El transmisor interacciona con el entorno (origen) a través de la accién mensaje, y

con el medio a través de las acciones mmg y mm; (mandar mensaje) y de las acciones

smty y smt; (seial de mensaje transmitido). El receptor interacciona con el entorno

(destino) a través de la accion recibido, y con el medio a través de las acciones mrg y

mr; (mensaje recibido) y de las acciones smrq y smry (sefial de mensaje recibido).

Consideraremos los siguientes convenios:

¢ El primer mensaje mandado por el transmisor tiene como indicativo el 0.

¢ Las senales de mensaje recibido que manda el receptor tienen el mismo indica-

tivo que el iltimo mensaje recibido.

e Cuando alguna de las componentes del sistema puede mandar o recibir varias

seniales al mismo tiempo, supondremos que no existe ninguna preferencia por

ninguna de ellas.

Pasamos ahora a especificar las componentes del sistema.

Transmisor

El funcionamiento del transmisor se describe informalmente en la siguiente forma:

1. Inicialmente el transmisor recibe un mensaje desde el origen y pasa al estado 2.

2. El transmisor manda al medio un mensaje como mensaje 0 (mmg) y pasa al

estado 3.
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3. Ahora el transmisor tiene tres posibilidades:

¢ El transmisor no recibe senal de mensaje transmitido por el medio, en cuyo
caso vuelve a mandar el mensaje 0, permaneciendo en el estado 3. Actiia

asi pues supone que el mensaje se ha perdido.

o El transmisor recibe una sefial de mensaje transmitido con nimero inco-
rrecto, es decir smt;, el cual es ignorado, permaneciendo por tanto en el
estado 3.

e FEl transmisor recibe una‘’sefial de mensaje transmitido con mimero co-

rrecto, es decir smtg, pasando tras ello al estado 4.
4. El transmisor recibe un mensaje desde el origen y pasa al estado 5.

5. El transmisor manda al medio un mensaje como mensaje 1 (mm,) y pasa al
estado 6.

6. Ahora el transmisor tiene tres posibilidades:

e El transmisor no recibe sefial de mensaje transmitido por el medio, por lo

que vuelve a mandar el mensaje 1, permaneciendo en el estado 6.

¢ El transmisor recibe una sefial de mensaje transmitido con namero inco-
rrecto, es decir smiy, €l cual es ignorado, permaneciendo por tanto en el
estado 6. ?

e [l transmisor recibe una seflal de mensaje transmitido con nimero co-

rrecto, es decir smiy, tras lo cual retorna al estado inicial.

Formalmente, la especificacién del transmisor es la siguiente:

Tl = mensaje; T2

T2 = mmy; T3

T3 = (mmo;T3) +; ((smie; T4) +1 (smtr; T3))

T4 = mensaje;Th

T6 = mmy;T6 : .
T6 = (mmy;T6)+, ((smty;T1) +1 (smio; T6))

P 1
3 2
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Receptor

El algoritmo que describe el funcionamiento del receptor es el siguiente:

1. Inictalmente el receptor tiene tres posibilidades:

o El receptor no recibe ningin mensaje. En consecuencia manda, por si
acaso, una senal de mensaje recibido 1 y se queda en el estado 1. Tal
accion se toma por suponerse que una senal de mensaje recibido remitida

anteriormente podria haberse perdido.

e El receptor recibe un mensaje con mimero incorrecto, es decir mr;, por lo

cual lo ignora, permaneciendo por tanto en el estado 1.

e [l receptor recibe una sefial de mensaje recibido con nimero correcto,
es decir mry. Entonces manda el mensaje al destino, mediante la accién
recibido, tras lo cual manda una sefial de mensaje recibido 0, y pasa al

estado 2. Dicho estado 2 es andlogo, pero correspondiente al indicativo 1.
2. De nuevo el receptor tiene tres posibilidades:
o El receptor no recibe ningin mensaje. Entonces manda una sefial de men-

saje recibido 0 y permanece en el estado 2.

e El receptor recibe un mensaje con mimero incorrecto, es decir mrq, por lo

cual es ignorado, permaneciendo en el estado 2.

¢ El receptor recibe una seflal de mensaje recibido con mimero correcto,
es decir mry. Entonces manda el mensaje al destino, mediante la accion
rectbido, tras lo cual manda una sefial de mensaje recibido 1, y retorna al

estado inicial.

Formalmente, la especificacidn del receptor es la siguiente:

Rl = (smry; R1) + ((mry; R1) +1 (mro; Tecibido; smro; R2))
R2 = (smro; R2) + ((mro; R2) +1 (mry; recibido; smry; R1))
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Aunque el receptor pueda mandar seiiales de mensaje recibido sin haber recibido
ningiin mensaje, lo que en particular podria suceder en el estado inicial, ello no
produciria ningin efecto desagradable, pues tales seiiales no serdn tomadas en cuenta

por el transmisor, al estar etiquetadas con un numero incorrecto.
Medio

El algoritmo que describe el funcionamiento del medio es el siguiente:

1. El medio puede recibir tanto mensajes del transmisor como sefiales de llegada
desde el receptor. Una vez que ha recibido cualquier mensaje lo envia y tras

ello pueden darse dos casos:

e El medio manda correctamente el mensaje o senal recibido, lo cual ocurrirda
con una probabilidad de %. Tras ello, el medio esta preparado para recibir

un nuevo mensaje.

e Bl medio pierde el mensaje o seral recibido, lo cual ocurrird con una pro-

babilidad de é Tras ello, el medio vuelve a estar preparado para recibir

mas mensajes.

La especificacion formal del medio es la siguiente:

4
Medio = Z

i=1

(mmg; ((mro; Medio) ®4 Medio))
(mmy; ((mr1; Medio) @4 Medio))
(smro; ((smito; Medio) & . Medio))
( (

( )
(smi1; Medio) @3 Medio))

,__,,_,,_,._..,
TN T N T Ny T
C e e e

Sistema ABP

Para obtener la especificacién del sistema componemos en paralelo el transmisor
y el receptor, sincronizando en el conjunto vacio, con el medio, sincronizando en esta
ocasién en la unién de los alfabetos de las componentes, exceptuando las acciones

mensaje y recibido. La especificacidn del sistema es:
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Sistema = ((T1)F RY) |5 Medio)

donde A = {mm;, smt;, mr;, smr; |7 =0,1}.

6.3 Sistemas Tolerantes a Fallos

En esta seccién presentamos especificaciones de soluciones a dos problemas que se
presentan en la implementacién de sistemas tolerantes a fallos. En el primer ejemplo
ilustraremos la estrategia de evaluacién por redundancia: varias unidades se usan para
realizar el mismo computo, y se devuelve un resultado en funcién de los resultados
computados por cada unidad. En el segundo ilustramos la estrategia de evaluacion
por redundancia y escrutinio: varias unidades se usan para realizar el mismo computo
y después se elige el resultado que se haya producido un mayor numero de ocasiones.

Estos ejemplos estan inspirados en los que se tratan en [(Chr90b].

Tendremos una serie de unidades que reciben una misma entrada efectuando el
mismo cémputo sobre la misma. Una vez computado el resultado, se comunica al
evaluador. Cuando el evaluador dispone de los resultados de todas las unidades (al
menos de las que estén activas), genera una salida a partir de los resultados recibidos.

Un esquema del sistema aparece en la Figura 6.2.

Las unidades pueden tener fallos, distinguiéndose dos tipos de fallos:

o Fallos Permanentes: Un fallo de este tipo lleva a la unidad a un estado a partir
del cual no puede hacer mas cilculos ni dar resultados al evaluador (es decir la

unidad se rompe).

o Fallos Pasajeros: Un fallo de este tipo consiste en que una unidad no calcula

correctamente el resultado de un computo, pero la unidad sigue funcionando.

En el primer ejemplo consideraremos el caso en el que sélo pueden ocurrir fallos
permanentes, mientras que en el segundo supondremos que sélo pueden ocurrir fallos

pasajeros.
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1 1 1

unidad, unidady | |unidad,_1| | unidad,

Evaluador |

| |

Figura 6.2: Sistema Tolerante a fallos.

|
6.3.1 Tolerancia a fallos por redundancia }
t

Consideramos un sistema tolerante a fallos en el que sdlo pueden ocurri_rb fallos per-

manentes. Asumiremos los siguientes hechos:

t

|
¢ Cuando se produce un fallo en alguna unidad, ésta lo indica al evaluador por
medio de una accidn antes de dejar de funcionar. Una vez que la;unidad ha
fallado, supondremos que puede seguir recibiendo datos de entrada, aunque al

i

estar rota no producira datos de salida. X

i

» La probabilidad de que una unidad falle es 115. ?

[
e Consideraremos que el evaluador manda al entorno el resultado de aplicar una
determinada funcién a los valores recibidos.

‘.

Especificacion del sistema '

|

. . . !
El sistema se modela utilizando n + 1 componentes que interaccionan entre si: n
unidades iguales y un evaluador. Las unidades interaccionan con el entorno a través
de la accién input, y con el evaluador a través de las acciones ¢; y f; que indican

. . . - | .
respectivamente el funcionamiento correcto y el fallo. El evaluador interacciona con

[
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el entorno a través de las acciones resul v fallo que se utilizan para dar un resultado
al entorno o indicarle que todas las unidades han fallado. Damos a continuacion la
especificacién de las unidades, del evaluador y del sistema que se obtiene al componer

las distintas componentes en paralelo.
Unidad :-ésima

El funcionamiento de una unidad se describe informalmente por medio del siguien-

te algoritmo:

1. En el estado inicial la unidad recibe un dato de entrada del entorno. Tras ello

pasa al estado 2.
2. Ahora la unidad tiene dos posibilidades:

¢ O bien calcula un resultado, lo que sucedera con probabilidad &, y en tal

caso manda el resultado al evaluador y retorna al estado 1.

¢ O bien falla, lo cual ocurre con probabilidad 11—0, y en tal caso manda un

mensaje de fallo al evaluador y pasa al estado 3.

3. La unidad permanece inactiva en lo sucesivo; puede recibir inputs pero los

mismos seran ignorados.

La especificacién formal es la siguiente:

Unidad; = input; ((c;; Unidad;) @f—u (fi; Fallo;))
Fallo; = nput; Fallo;

Evaluador

El funcionamiento del evaluador queda descrito por medio del siguiente algoritmo:

1. ‘51 todavia tiene que establecer comunicacion con mas unidades pasa al estado 2,

. sino 'pasa al estado 3.
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[

2. Ahora hay dos posibilidades: |
e Ll evaluador recibe de la unidad i un mensaje de operacién correcta. En
tal caso la elimina del conjunto de unidades pendientes de respuesta, la

incorpora al conjunto de unidades activas, y vuelve al estado 1*

|
¢ El evaluador recibe un mensaje de fallo de la unidad 7. En consecuencia la
quita también del conjunto de unidades pendientes de respuesta, pero no
la incorpora en el conjunto de unidades activas, volviendo al estado 1.
i
3. De nuevo hay dos posibilidades:
i
¢ El conjunto de unidades activas es no vacio. Entonces comunica el resul-
|
tado al entorno y retorna al estado 1, manteniendo el conjunto de unidades

i i
activas.

e Todas las unidades estin rotes. En tal caso se manda un mensaje al entorno
1
I
|

para indicarle el fallo del sistema y tras ello para.

La especificacién formal del sistema es la siguiente:

Evalpy = fallo; Nil (
Euvalyp = resul; Evalg 4 ;

Evalg, . i i} = (> 1[,, R ;| ci; Bualg,,.j. i} i ,zr} (i)

1E‘{"i yernsd }

+1 h-{ﬁﬁ (fi; Bual(y,...ji) dir, ,ar} {z}))

IE{H, ot

Obsérvese que una posible modificacién del pardmetro probabilistico de la eleccién
externa no influirfa en el resultado final del sistema, dado que todas lag unidades
activas han de mandar alguna contestacién al evaluador antes de que el sistema pueda
evolucionar. Aunque en esta especificacién utilizamos como argumento de la eleccién
externa generalizada un conjunto, en lugar de un subrango, ello no gene:ra ningin
problema respecto del correcto uso del operador. Usualmente utilizamos un subrango

en el operador generalizado, pero el uso de conjuntos como los utilizados, al ser

'
4
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subconjuntos de un universo finito, se podria simular con subrangos por medio de un
renombramiento adecuado de los indices, con lo que queda justificada la utilizacién

de la variante del operador.
Sistema

Una vez mas, la especificacion del sistema consiste en la composicidn en paralelo
de las unidades, sincronizando en la accién input, con el evaluador, sincronizando en

este caso en las acciones ¢; y f;.

Sistena = ( ||impury [LUnidads) ||§ Evaluadors g1, n)
=1

1=

siendo {B ={e;, fi | 1 <i<n}.

6.3.2 Tolerancia a fallos por redundancia y escrutinio

Consideremos ahora un sistema tolerante a fallos en el cual sélo pueden ocurrir fallos

pasajeros. Asumimos los siguientes convenios:
¢ La probabilidad de que una unidad calcule erréneamente el resultado es de .

¢ Las unidades sélo pueden recibir como entrada, y dar como resultado, 0 6 1.

También supondremos que en cada momento el entorno ofrece un unico valor.

Especificacién del sistema

El sistema se modela por medio de n + 1 componentes que interaccionan entre si; n
unidades iguales y un evaluador. Las unidades interaccionan con el entorno a través
de las acciones inputy y input;, y con el evaluador a través de las acciones mr;
(mandar resultado), rg y ;. Cada r; supondria la remisién del resultado correcto al
haberse recibido como entrada input;, mientras que la remision de r;..; se produciria
en el caso de mal funcionamiento de la componente. El evaluador interacciona con el

entorno a través de las acciones sy y 3.



6.3 Sistemas Tolerantes a Fallos ‘

177

i
Veamos la especificacidon de las unidades, del evaluador y del sistema resultante al

componer las distintas componentes en paralelo. |
1
Unidad :-ésima !
|

El funcionamiento de cada unidad se describe informalmente en la siguiente forma:

i
1. En el estado inicial la unidad puede recibir dos tipos de entrada, con lo que

tiene dos posibilidades: i

e Si se recibe como nput un 0 se pasa al estado 2. '

|

e Si se recibe un 1 se pasa al estado 3.

2. La unidad calcula el resultado y sincroniza con el evaluador mediante la accién

mr;. Tras ello tiene dos posibilidades:

9

e 5i ha calculado bien el resultado, lo que ocurre con probabilidad {5, manda

al evaluador ry. Tras ello vuelve al estado inicial.

|
¢ Si ha tenido un fallo, lo que ocurre con probabilidad %, mande al evaluador

1, y tras ello vuelve también al estado inicial. i

!

3. La unidad calcula el resultado y sincroniza con el evaluador mediante la accién

mr;. Tras ello tiene dos posibilidades: |
9
10+
al evaluador r;, tras lo cual vuelve al estado inicial. ‘>

e Si ha calculado bien el resultado, lo que ocurre con probabilidad, %, manda

e Si ha tenido un fallo, lo que ocurre con probabilidad %, manda al; evaluador

ro, y retorna al estado inicial. l
|
. . ., — !
En consecuencia, la especificaciéon formal es la siguiente: ‘-
Unidad; = (input,;mr; Resul;y) +% {inpute, mr;; Resul; o) i
Resul;y = (ro;Unidad;) ® ] (r1; Unidad;)

Resul;; = (r1;Unidad;) D (ro; Unidad;)
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Evaluador

El funcionamiento del evaluador se describe informalmente en la forma siguiente:

1. Si no tiene que establecer comunicacion con mas unidades pasa al estado 6. En

caso contrario pasa al estado 2.

2. El evaluador espera un mensaje de la forma mr;. Cuando lo recibe, quita a ¢

del conjunto de unidades pendientes de mandar el resultado y pasa al estado 3.

3. Si el evaluador recibe un mensaje con resultado 0, pasa al estado 4; si recibe

un 1 pasa al estado 5.
4. Hay dos posibilidades:
e Si el contador de los mensajes recibidos con un 1 es distinto de cero, en-

tonces resta uno a este contador y vuelve al estado inicial.

e 5i el contador de los mensajes recibidos con un 1 es igual a cero, entonces
suma uno al contador de los mensajes recibidos con un 0 y vuelve también

al estado inicial.
5. Hay dos posibilidades:
e Si el contador de los mensajes recibidos con un 0 es distinto de cero, en-

tonces resta uno a este contador y retorna al estado inicial.

¢ Si el contador de los mensajes recibidos con un 0 es igual a cero, entonces
suma uno al contador de los mensajes recibidos con un 1 y vuelve al estado

inicial.
6. Hay tres posibilidades:

e Si el contador de los mensajes recibidos con un 0 es distinto de cero, manda

un 0 al entorno y tras ello pasa al estado inicial.

¢ Si el contador de los mensajes recibidos con un 1 es distinto de cero, manda

un 1 al entorno y vuelve al estado inicial.
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e Si el contador de los mensajes recibidos con un 0 y el contador de los

mensajes recibidos con un 1 son iguales a cero, entonces se elige de forma -
r

equitativa entre mandar un 0 6 un 1.

La especificacién formal viene dada por el siguiente sistema recursivo de procesos,
en el que 7 > 0 '

4

Evalgpo = (s0; Bvalqy,. n)00) @1 (s15 Evalgy, ny00) *

Euvalp,g = 8o Evﬁl{l,...,n},n,o !
Evalpor = s1;Bvaly, nyep l
Evalgs,.igo0 = 2, lgogg) (mrs( (ro; Bvalgy,...i)-tipa0)
i) +1 (ri; Bualg,,..i,)-(i104)))
Buvalgsy,.iyeo = 2. eyl (mrsi( (ro; Evaly,, . i,)—{i}r+1,0)
it} +1 (7'1;E'Ual{il,...,i,}a{i},r—ljo)))

P

Evalg,, iy0r= 2. gyl (mrs (0 (ro; Bualg,, iyt 0r-1)

1€{11,.08a) -I-% (1"1;Eval{il,___,,-,}_{,-},Ojrﬂ ))

Sistema

i

. ., . T
Para obtener la especificacién del sistema componemos en paralelo laq unidades,
sincronizando en las acciones inputy y input,, con el evaluador, sincronizando en este

caso en las acciones mry, 1o ¥ 1.

n L
Sisterna = ( ||A [%] Unidad;) || Evaluador(,...ay,0,0
i—1

donde A = {inputy, input1} y B = {mry, 79,71 |1 < i < n}.

6.4 Los Filésofos Hambrientos

El problema de los filésofos hambrientos se presenta, y resuelve, por primera vez

en [Dij65), y posteriormente lo podemos encontrar en [Dij71} (el articulo también se
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encuentra recopilado en [HP72]). Se trata de un ejemplo cldsico del problema mads
general que comporta la comparticién de recursos por procesos en los sistemas opera-
tivos, que acarrea una serie de consecuencias desagradables como el interbloqueo, la
inanicién, etc. En la solucién que presentamos se resuelven los problemas de interblo-
queo y de exclusién mutua en la apropiacién de recursos. Por su parte, el problema
de la inanicién es parcialmente resuelto mediante la inclusién de probabilidades a la

hora de facilitar los recursos (es decir los palillos) a los filésofos.

6.4.1 Presentacion del Problema

Cinco filésofos dedican su vida a realizar dos tareas: pensar y comer. Los filésofos
estan sentados en una mesa circular que tiene en su centro un tazén de arroz, que
asumimos no se acaba nunca. Ademads, en la mesa hay cinco palillos, de manera que

cada filésofo tiene uno a la izquierda y otro a la derecha y cinco platos.

Mientras que un filésofo estd pensando, no come, pero naturalmente de vez en
cuando los filésofos tienen hambre. Puede tener hambre en cualquier momento, pero
la probabilidad aumenta cuanto mas tiempo hace que no come. Cuando tiene hambre
intenta coger los palillos que tiene a su izquierda y a su derecha, lo que podra hacer
si no los tienen los correspondientes vecinos de mesa. Cada filésofo sélo puede coger
un palillo en cada instante. Cuando un filésofo tiene los dos palillos, entonces coge
arroz, lo pone en su plato y come hasta que no tiene mas hambre. Cuando termina

de comer deja los palillos (de nuevo de uno en uno) y vuelve a pensar.

Hemos de dar la especificacion de los cinco filosofos y de los cinco palillos, necesi-
tando ademas otros tantos procesos auxiliares, que funcionaran como seméforos, los
cuales se encargan de evitar el interbloqueo del sistema, encargandose de asegurar

que si un filésofo coge un palillo, el otro que precisa no seréd tomado por su vecino.

6.4.2 Especificacion del Sistema

El sistema estd constituido por 15 componentes que interaccionan entre si : 5 filésofos,

5 palillos y 5 semaforos. Los filésofos interaccionan con los palillos por medio de las
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acciones t;;, ti414, 1, ; ¥ tiyy;, donde el indice 4 corresponde a su izquierda?y eli+1a
su derecha, y las £ indican coger el palillo, mientras que las t’ indican soltz;a.r el palillo,
y con los seméforos a través de las acciones ¢; y s; que representan el permiso para
coger v la comunicacién de soltar los palillos. En las especificaciones tomamos el

}

convenio que las sumas son méodulo 5 con correcién a 1, es decir4+1=5y5+1=1.

Veamos ahora las componentes del sistema: i
1

|

El algoritmo que regula la vida de un fildsofo es el siguiente: !

Filésofos

1. Inicialmente el filésofo puede hacer dos cosas, entre las cuales se elige de forma

interna: !

l
o Kl filésofo decide seguir pensando. Cuando acaba de pensar vuelve al
estado 1, si bien ahora tiene mds hambre que antes. ;
e El filésofo decide comer. Entonces pasa al estado 2. |
' -
2. El filésofo espera hasta que pueda bloquear a su seméforo. Cuando bloquea
el seméforo, coge el palillo de su izquierda, después el de su derecha, come,
devuelve el palillo de la izquierda, después el de la derecha y retorna al estado

inicial, ahora ya sin hambre. ;

En la especificacién de cada filésofo utilizamos dos pardmetros. El primero es su
indice mientras que el segundo nos indica el tiempo que lleva sin comer, mediante un

valor en el intervalo [0,1).
l

. . . LT . . . i
Comer; = ci,tm-,tH.l,,-,arrozi,t,-,i,t,-ﬂ,i,si,leoilg !

En concreto, la especificacién de cada filésofo queda como sigue:

Filo,, = (pensar;; Filo; () @, Comer;

La funcién f :[0,1) — [0,1) mide el tiempo que lleva un filésofo sin comer y ha
de ser mondtona creciente. Una eleceién razonable cumpliendo estas condiciones es

A f
la siguiente:

i
i
|
|
|
i
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Semaforos

El algoritmo que regula el funcionamiento de cada seméforo es el siguiente:
1. El seméaforo al que acceden los filosofos ¢ e 2 + 1 tiene dos posibilidades:

e FEl filésofo ¢ pide bloquear el semaforo. Entonces se le da entrada tras lo
que se espera a que el filosofo ¢ desbloquee el semaforo. Una vez que ello

sucede se vuelve al estado inicial.

o El filésofo 7 + 1 pide bloquear el seméforo. Entonces se le da entrada tras
lo que se espera a que el filésofo ¢ + 1 desbloquee el semaforo, retornando

al estado inicial.
En consecuencia, la especificacién del susodicho semaforo es la siguiente:
Siirt = (€385 Sijin) +1 (Cisa; Sig; Siiva)

Para conseguir una sincronizacion correcta entre los semaforos tendremos que
utilizar un razonamiento similar al que utilizamos en la especificacién del sistema
estructurado en anillo 16gico (ver pagina 166). De modo que al componer los semaforos

en paralelo obtenemos:

L 2 3 .
Sem = (((Si2 |&, S2.3) 18, S3.4) &, Sas) &, Ssa

donde C; = {ciy1,8:41} 81 1 i <3y Cs = {cs, 1, 85,51}
Como usualmente, hemos supuesto que los seméforos no tienen predileccién por

ninguno de los filosofos, y que todas las acciones que ejecutan los diferentes semaforos

tienen la misma prioridad.
Palillos

El funcionamiento de los palillos es similar al de los semaforos. Los filésofos que
tienen acceso a ellos cuando tengan hambre intentarin cogerlos y cuando acaben de

comer los devolveran.

Ti = (gt ;3 T5) +1 (tii-1; tiioi Th)
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Mesa

Para obtener la especificacién del sistema componemos en paralelo los palillos
con los filésofos, sincronizando en las acciones t; ; y t;’j, y tras ello componemos en

paralelo el nuevo proceso obtenido con los semaforos, sincronizando en las acciones
|

C; ¥ 5.

5 I 2
Mesa:((_lg (] Filo; ) IIi(,ﬂ? 3] ) || Sem !

donde A= {t;;,£,;|1<i<5 A i<j<i+1}yB={c,s|1<i<5}

|
i

6.5 Barberia Automatica

'

En esta seccién presentamos una especificacién de una variante del problema del bar-
bero durmiente, que encontramos por ejemplo en [BA82]. Este es un caso particular
del problema mas general conocido como del productor-consumidor, correépondiente
al caso en el que hay varios consumidores y un solo productor. La solucién que presen-
tamos en esta seccién es més complicada que la expuesta en [BA82], dado éue vamos

a dar un algoritmo que hace mds cosas de las que se pedian en el citado trabajo.

6.5.1 Presentacién del problema

Un barbero tiene una barberia en la que hay dos habitaciones: una para afeitar a los
clientes y otra que se utiliza como sala de espera. Ademas, tiene un computador que

gestiona los turnos y citas de los clientes.

Para poder ser afeitado en la barberia hay que ser socio (la barberia cuenta con N
socios), pero los socios tienen que pedir cita previa para poder acudir a la barberia.
Tales citas son gestionadas automaticamente por el computador, de modo que cuando
el mismo da cita a un socio que lo solicita, éste acude a la barberia. Si hayjsitio en la

sala de espera, en la que hay n sitios, pasan y se sientan; en caso contrario, esperan
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en la calle en cola. Ademas, los socios conocen el horario de la barberia, por lo tanto
no piden citan antes de abrir, ni piden cita después de que haya cerrado. Respecto
del barbero, tenemos que afeita como méaximo a R clientes al dia. Si llega antes la
hora de cerrar, sélo atiende a los que ya estén en la sala de espera. Cuando llega
por la mafiana a la barberia, lo primero que hace es conectar el computador para

que empiece a dar citas. Una representacién grafica de la barberia se puede ver en la

Figura 6.3.

6.5.2 Especificacién de la Barberia

La barberia esta constituida por N + 2 componentes que interaccionan entre si :
el barbero, el computador vy los N socios. Los clientes interaccionan con el bar-
bero a través de la accidn afeitar, con el computador a través de las acciones
cita;, sitio;, turno;, cerrado; y fin;, donde 7 indica el nimero de socio, y con el en-
torno a través de las acciones hora;,nohora; y hacercosas; que representan la con-
sulta del reloj y las otras cosas que hacen a lo largo del dia ademas de afeitarse.
El barbero interacciona con el computador a través de las acciones fin, empezar y
stguiente. Por ultimo, el computador interacciona con el entorno a través de las

acciones hora,nohora, hora',nohora’, que se utilizan para consultar la hora.

Computador

El algoritmo que utiliza el computador es el siguiente:

1. Si R clientes ya han pedido cita, entonces pasa al estado 8; en caso contrario

pasa al estado 2.
2. Se plantean dos posibilidades:

e Sies la hora de cerrar, pasa al estado 11.
¢ Si no es la hora, se plantean dos posiblidades:

— Si alguien pide cita, entonces le dice que puede acudir a la sala de

espera, le mete en la lista de espera, suma uno al nimero de clientes
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Figura 6.3: Instancia de la Barberia.
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citados y pasa al estado 3.

— Si llega la hora de cerrar, pasa al estado 11.

3. Si R clientes han pedido cita, entonces pasa al estado 8; en caso contrario tiene

tres posibilidades:
e Si no tiene clientes en la sala de espera, pasa al estado 2.

e Si tiene menos de n clientes en la sala de espera, pasa al estado 4.

e Si tiene n clientes en la sala de espera, pasa al estado 5.
4. Se plantean dos posibilidades:

e Sies la hora de cerrar, pasa al estado 11.
e Sino es la hora, se plantean dos posiblidades:

— Si alguien pide cita, entonces le dice que puede acudir a la sala de
espera, le mete en la lista de espera, suma uno al numero de clientes

citados y pasa al estado 3.

— Si el barbero le indica que puede pasar el siguiente cliente, entonces
le indica al que tiene el primer turno en la sala de espera que puede
hacerlo, resta uno al nimero de clientes en la sala de espera y vuelve
al estado 3.

5. Se plantean dos posibilidades:

¢ 5i es la hora de cerrar, pasa al estado 11.
e Si no es la hora, se plantean dos posiblidades:

~ Si alguien pide cita, entonces le pone el primero en la cola que hay en

la calle, suma uno al ntiimero de clientes citados y pasa al estado 6.

— Si el barbero le indica que puede pasar el siguiente cliente, entonces
le indica al que tiene el primer turno en la sala de espera que puede
hacerlo, resta uno al niumero de clientes en la sala de espera y vuelve

al estado 3.
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6. Si ya R clientes han pedido cita, entonces pasa al estado 8; en caso contrario
tiene dos posibilidades:
e Si no tiene clientes en la cola de la calle, pasa al estado 5.

¢ Si tiene clientes en la cola de la calle, pasa al estado 7.
7. Se plantean dos posibilidades:

e Si es la hora de cerrar, pasa al estado 11.
e Sino es la hora, se plantean dos posiblidades:

— Si alguien pide cita, entonces le pone en la cola que hay en la calle,

suma uno al nimero de clientes citados y vuelve al estado 6.

— Si el barbero le indica que puede pasar el siguiente cliente, entonces
le indica al que tiene el primer turno en la sala de espera que puede
hacerlo, y le indica al que tiene el primer turno en la cola de la calle

que pase a la sala de espera, tras lo que retorna al estado 6.
8. Se plantean tres posibilidades:

¢ Si no tiene a nadie en la sala de espera, pasa al estado 14.
¢ Si no tiene a nadie esperando en la calle, pasa al estado 9.

¢ Si tiene clientes esperando en la calle, pasa al estado 10.
9. Se plantean dos posibilidades:

e Si es la hora de cerrar, pasa al estado 11.

e Si no es la hora, entonces espera a que el barbero le indique que puede
pasar el siguiente, y le dice al que tiene el primer turno de la sala de espera

que puede pasar, pasando al estado 8.
10. Se plantean dos posibilidades:

e Si es la hora de cerrar, pasa al estado 11.
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11.

12.

13.

14.

15.

e Si no es la hora, espera a que el barbero pida un nuevo cliente, y le dice al
que tiene el primer turno de la sala de espera que puede pasar, llamando
al primero de la cola de la calle para que entre a la sala de espera, tras lo

que pasa al estado 8.
Se plantean tres posibilidades:

e Si no tiene a nadie en la sala de espera, pasa al estado 14.
¢ Si no tiene a nadie esperando en la calle, pasa al estado 13.

e Si tiene clientes esperando en la calle, pasa al estado 12.

Indica a todos los clientes que estan esperando en la calle que pueden volver a
casa pues es la hora de cerrar y solo se afeitara a quienes ya estan en la barberia.

Después pasa al estado 13.

Espera a que el barbero le indique que puede pasar el siguiente, entonces le dice
al que tiene el primer turno de la sala de espera que puede pasar y vuelve al
estado 11.

Le dice al barbero que ya ha terminado, pues bien o ya ha afeitado a R clientes
o bien es la hora de cerrar y no queda nadie en la sala de espera, y pasa al
estado 15.

En este estado el computador funciona como contestador automdtico (para decir
a los clientes que hayan llamado pidiendo cita que esta cerrado) hasta que pasa
un cierto tiempo (es decir cuando se produce la accién hora’ en el reloj externo).
Entonces se desconecta hasta que llega el barbero por la mafiana y pasa al

estado 1.

El hecho de que en los estados 2 y 15 del algoritmo se pregunte dos veces por la

hora es debido a que si todavia no es la hora de cerrar, o la de quitar el contestador,

el computador quedard esperando a que se produzca una llamada para dar cita, o

para contestar que estd cerrado. Sino se produce ninguna llamada y llega la hora,

el programa podra detectarlo mediante la accién hora o la accién hora’. Esta es la
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mejor forma que hemos encontrado de simular un time-out en el marco de un digebra

de procesos sin tiempo.

Para especificar el comportamiento del programa, el proceso llevard cuatro para-
metros. Los dos primeros son dos listas ordenadas: una para los clientes que esperen
en la calle y otra para los clientes de la sala de espera; mientras los otros dos son dos
contadores que representan el nimero de socios citados y el niimero de clientes en la
sala de espera. Veamos a continuacién la especificacion formal del programa, en la

quel<ji<Ry 1<k<n.

Programa = Programaggop

Programagg jo =
(hora; Cerraryg)
N
+1  (nohora; ( (> "[%] (citas; sitio;; Programag (i j+1,1))
i=1

+1 (hora; Cerraryy)))
Programay g, 1546 =

(hora; Cerrarg gi,,...ix})

+1 (nohora — ( O ] (citay; sitioy; Programag ,....i¢ i} j+1,6+1))
. i=1
+ i (siguiente; turno;, ; Programag (i, i3 5k-1)))

P1r"ogr{:m'm.'J,@,{,;1 pesin i =

(hora; Cerrarg g, in})
N
+1 (nohora; ( (;[ﬁ-] (cita;; Programag (i, ..in}i+1m))

+1  (siguiente; turno;,; Progmmag,{,-,,,,.,in},j,n—l)))

1

2

P'rograma{jly'")js}!{il :'--1in}1j?n =
(hora; Cerrar,,... i} {ir,...in})

N

% (nOhOTa'; ( (Z[_}V] (c’ital; Programa{jls'":ja;i}!{il"":iﬂv}lj'{'llﬂ'))
i=1 [

(siguiente; turno;, ; 5iti0;,; ProgramQ{jg,.._,j,},{iz,.._,i,, ,:jl},j,n)))

+

+

L
2
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Programag g po = Acabar

Programag (i, ...} RE =
(hora; Cerrarg fi,..ic})

-{—% (nohora; sigutente; turno;,; Programag,{,-z,__.,,-k},R,k_1)

Programaﬂ!{ilv--v'in}vRan =
(hora; Cerrary iy, . i)
+

1 (nohora; siguiente; turno;; Programap gi,....in}.Rn-1)
2

Programag;, . i} {ininh R =

(hOTa; Cerrar{jl ,---,ja}ﬁ{i] 1'-'a‘in})

-f-% (nohora; sigutente; turnoy,; sitio;,; PT‘OgT'ama{jz,___,]‘s}’{,‘.‘,'___','n,jl}'R,n)
Cerrargg = Acabar
Cerrarg (i,,..i,} = siguiente;turno; ; Cerrarg (i, i)

Cerrarg fi,,..in) = Stguiente; turnoy; Cerrarg (i, i)

in
Cer?ﬂa‘r{jl,...,jg},{il,.--,in} = f?'nj! ; Cerrar{j?l"'vjs}r{il 9"'?”"}

Acabar = fin; Contestador

Contestador = (hora'; empezar; Programag g o)
N
IS 1 »
+1 (nohord's ( (;[N] (cerrado;; Contestador))
+1 (hord';empezar; Programagg,o)))

Barbero

El algoritmo que sigue el Barbero es el siguiente:

1. El barbero tiene dos posibilidades:

¢ Si recibe la senial del computador de fin de la jornada, bien porque sea la
hora de cerrar y no quede nadie en la sala de espera, o porque ya haya

afeitado a R clientes, pasa al estado 2.
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¢ En caso contrario le dice al computador que Hame al siguiente cliente para

afeitar y pasa al estado 3.

2. El Barbero se va a descansar. Cuando vuelve al dia siguiente enciende el com-

, v e |
putador encontriandose en el estado inicial.

3. El Barbero afeita al cliente de turno y retorna al estado inicial.

En consecuencia la especificacién formal del Barbero es la siguiente:

Barbero = (fin; descansar; empezar; Barbero) +1 (siguiente; afeitar; Barbero)

Cliente

El algoritmo que regula el comportamiento de cada socio es el siguiente:

1. El cliente se levanta por la manana y dependiendo de la barba que tenga decide

ir a la barberia, en cuyo caso pasa al estado 2, o no ir, pasando al estado 5.
2. Ahora hay dos posibilidades: |

e Si no es hora de pedir cita, porque es demasiado tarde, pasa al estado 5.

l
e Si es hora de pedir cita pasa al estado 3. i

3. De nuevo hay dos posibilidades:

¢
e El computador le indica que estd cerrado, de modo que la solicitud del

cliente no ha sido atendida. Entonces pasa al estado 5.

¢ El computador le da cita y pasa al estado 4.
4. Otra vez al cliente le pueden ocurrir dos cosas:
!
e El computador le da sitio en la barberia, entonces espera a que le llame

para afeitarse, se afeita y pasa al estado 5.

1

e El computador le dice que es la hora de cerrar, lo cual significa que como

estd todavia en la calle tiene que irse, pasando al estado 5.
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5. El cliente pasa el resto del dia haciendo sus cosas y al dia siguiente la barba le
ha crecido de acuerdo con una funcién que toma como pardmetros la barba del

dia anterior (que si se afeitd serd 0) y un parametro de crecimiento de barba.

Para especificar el comportamiento de cada cliente se consideraran tres parame-
tros: un nimero de socio, un pardmetro de barbe actuel y un parametro p € (0,1)
de crecimiento de barba. La especificacion formal es la siguiente, en la que se tiene
1<i<N.

Cliente; ., = ((nohora;;restodia; ;) +1 (hora;; irbarberoi,;)) @, restodia; ,p

1
2

restodia; ., = hacercosas; Cliente; p(.)»

irbarbero;,, = (cerrado;;restodia;,,)

+1 (citai; ((siteo;; turno;; a feitar; restodia; o p) +1 (fing;restodia;,)))

L
2

La funcién de crecimiento de barba, que tiene como parametros la barbe actual y
el pardmetro de crecimiento de barba, debera ser mondtona no decreciente y tener su

imagen en el intervalo [0,1]. Una posible funcién que cumple dichas condiciones es

P st r=20

f(r,p):{ r—I—lg—" sir#0

Barberia

Para obtener la especificacion completa de la barberia tenemos que componer en
paralelo a todos los clientes, sincronizando en el conjunto vacio, con el programa del

computador y con el barbero.

N L 1
Barberia = (( ||o {5] Clienteiyp) || (Programa ||} Barbero))
i=1

donde tenemos A = {cerrado;, cita;, sitio;, turno;, fin;, afeitar |1 < ¢ < N} mientras

que B = {fin, empezar, siguiente}.



Capitulo 7
Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos estudiado diferentes semdnticas de pruebas para un
dlgebra de procesos probabilistica. Empezamos considerando una interpretacién re-
activa de las probabilidades. Para dicho primer modelo hemos definido una‘ semantica
de pruebas y una caracterizacién alternativa. Ademas, dimos una seméntica denota-

cional que es completamente abstracta para un subconjunto de nuestro lenguaje.

Aunque resulta muy ficil razonar con el modelo reactivo debido a la sencillez de
las pruebas consideradas, encontramos diversos problemas, tanto semanticos como
intuitivos, en este modelo. A continuacién hemos desarrollado una interpretacién
del modelo generativo en nuestro lenguaje. Ademas de la correspondiente seméntica
de pruebas hemos definido una caracterizacion alternativa basada en conjuntos de
aceptacion y una semantica denotacional completamente abstracta basada en arboles
de aceptacién. También hemos dado un conjunto de axiomas y reglas correcto y

completo con respecto a la semantica de pruebas.

Para demostrar la utilidad de nuestro lenguaje presentamos la especificacién de
una serie de ejemplos que tratan protocolos de comunicaciones, sistemas tolerantes a

s e 1
fallos, y problemas cldsicos de comparticién de recursos.

Finalmente, en el Apéndice A extenderemos nuestro lenguaje con un operador
paralelo y discutiremos los problemas que acarrearia la inclusién de un operador de

restriccién.

193
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Aunque el tratamiento de nuestro lenguaje ha sido bastante completo, quedan sin

embargo muchas lineas abiertas para extensiones futuras de los modelos desarrollados.

En primer lugar serfa muy interesante el estudio de un lenguaje con prioridades en
el cual el operador de restriccion encajara perfectamente. Fl estudio de una extension
tal se nos antoja excesivamente complejo a la vista de los resultados obtenidos en esta

Tesis y de los obtenidos en un trabajo previo sobre prioridades [NdF95a].

Otra posible linea seria estudiar un modelo probabilistico-temporal. Aunque ya
existen propuestas que incluyen tanto informacién temporal como probabilistica, e.g.
[Han91, Low93], estos modelos no estdn basado en una semantica de pruebas, e in-
cluso el marco semantico del primero esta muy alejado del nuestro, mientras que el
tratamiento de los operadores de eleccion externa y paralelo en el segundo de ellos no
es del todo satisfactorio. En la linea que proponemos existe una primera propuesta
recogida en [Gre95], aunque este trabajo se encuentra todavia en una fase preliminar.

precisando de reflexiones mas profundas.

En estos momentos estamos trabajando en la extensién probabilistica de la nocién
de pruebas definida en [Phi87]. Los primeros resultados obtenidos en esta linea nos
han parecido bastante satisfactorios, y entendemos que pueden dar lugar a un trabajo

mas profundo.

Finalmente, estamos estudiando la posibilidad de la inclusion de probabilidades
a la hora de resolver el no-determinismo que se produce en ocasiones al trabajar
con lenguajes funcionales concurrentes. En tales lenguajes se producen en efecto
situaciones en las que resulta imprescindible un cierto no-determinismo, como por
ejernplo a la hora de determinar que procesos deben comunicar por medio de uno de
sus canales. La inclusién de informacién probabilistica se podria utilizar para dar
mayor prioridad a un proceso que a otro a la hora de comunicarse con un tercero.
Aunque esta linea no esté tan relacionada con este trabajo como lo estan las lineas
de trabajo anteriores, consideramos que puede resultar interesante investigar en ella,
con lo que estableceriamos conexiones entre las dos lineas de investigacion a las que

el autor del trabajo viene prestando su atencién.



Apéndice A
Nuevos Operadores

En este apéndice discutimos la posible inclusién de nuevos operadores en nuestro
lenguaje. Si miramos las dlgebras de procesos clasicas, echamos en falta dos ope-
radores en nuestro lenguaje: un operador de composicion paralela y un operador de
ocultamiento o restriccion. La utilidad de tales operadores es evidente en un lenguaje
utilizado para la especificacién de procesos concurrentes. Mientras que el operador
paralelo nos permite componer procesos de forma que puedan ejecutarse concurrente-
mente, un operador de ocultamiento sirve para abstraer las partes del sistema que

queremos queden ocultas para un observador externo.

Mientras que no existe ningiin problema en la inclusién de un operador paralelo,
que de hecho se puede definir como operador derivado a partir del resto de operadores
del lenguaje, veremos que el hecho de introducir un operador de ocultamiento nos
llevaria a tener que ampliar nuestro modelo para tratar no sélo con probabilidades

sino también con informacidn sobre prioridades.

En la primera seccién de este apéndice presentamos tres posibles variax}tes de ope-
radores paralelos para nuestro lenguaje. El primero no tendrd ninguna probabilidad
asociada, y serd similar al que utilizamos para componer los procesos y las pruebas
en el Capitulo 2. El segundo tendra una probabilidad asociada que servird para dar
mayor o menor peso a cada una de los dos componentes de la composicién paralela a

la hora de ejecutar acciones que no pertenezcan al conjunto de sincronizacién. Este
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operador es similar al considerado en [Cua93]. El ltimo de los operadores tiene dos
probabilidades asociadas: una para asignar un peso a cada una de las componentes
que se utilizara para regular la ejecucion de acciones que no pertenecen al conjunto de
sincronizacion, y otra para indicar el peso que se da a las acciones que no pertenecen
al conjunto de sincronizaciéon con respecto-a las de dicho conjunto. Este operador
est4 inspirado en los operadores de composicidn paralela descritos en en (BBS92|, si

bien en nuestro caso colapsamos en un inico operador sus operadores |, y |, -

Definiremos la semantica operacional de cada uno de estos operadores, y dado que
el tratamiento semantico es bastante similar para todos ellos, nos centraremos en el
operador con un parametro para realizar un estudio mas profundo de la semantica de

este operador.

A.1 Tres Propuestas de Operador Paralelo

Como ya hemos comentado en la introduccion, vamos a presentar tres variantes
probabilisticas de un operador paralelo. Estos operadores paralelos estaran basa-
dos en el operador paralelo de CSP [Hoa85], de modo que la sincronizacién entre los
dos procesos se producira a través de un conjunto de acciones que aparecera como
parametro del operador paralelo. El tratamiento de un operador paralelo basado en
el paradigma utilizado en CCS [Mil80, Mil89], al margen de la consideracién de las

acciones internas, seria bastante similar.

Como en el caso de la composicién entre procesos y pruebas, a la hora de definir
la semantica operacional de cada uno de estos operadores precisaremos dos grupos
de reglas: uno que trata las transiciones internas de ambos procesos, y otro para las
acciones observables. Las transiciones internas se trataran de forma idéntica en los
tres casos, mientras que el tratamiento de las transiciones asociadas a las acciones

observables variard teniendo en cuenta los parametros de cada uno de los operadores.

A la hora de definir la probabilidad asociada a las transiciones correspondientes a
acciones observables podemos seguir dos caminos: usar factores de prenormalizacién

o no hacerlo. Como quiera que la utilizacién de factores de prenormalizacién fue ya
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ampliamente comentada en la Seccién 2.3, en el resto de este apéndice omitiremos
el tratamiento de estos factores definiendo los valores asociados a las transiciones
observables de la composicién paralela utilizando un 1nico factor de normalizacién.

|
A.1.1 Operador Paralelo sin probabilidades *
En este primer caso, el operador paralelo no tendrd probabilidades asociadas, teniendo

como pardmetro unico un conjunto de sincronizacion.

PHPP’AQ@:()
Pla@>=p P'llaQ

Q> QANPy=0
Pla@Q>—, P “AIQ’

(PAR1) (PAR2)

PHDP'/_\QHUQ’
Pla@>—pg P la@

El significado de estas reglas es similar al ya explicado al considerar las correspon-

(PAR3)

- dientes a la composicién entre procesos y pruebas. A continuacién presentamos las
reglas que generan las transiciones observables que la composicién paralela puede

realizar.

Q -, Q APy =0AbE A
PlaQ -5, Pla@

P, PAQe=0nb¢ A
Pla@Q -5, P{aQ

(PAR4) (PARS)

(PARS)P_A”P ANQ—,Q NacA__

P ”AQ i)rz P "A Q'

Las probabilidades r; y r2 que aparecen en las mismas vienen dadas por

. = p .
u(P,Q, A) (P, Q, A) i

donde p(P, @, A) es un factor de normalizacion, en el cual se suman las probabilidades
de las acciones que pertenecen al conjunto de sincronizacién que ambos procesos
pueden ejecutar, con las de las acciones que no pertenecen a dicho conjpnto y que
alguno de los dos procesos puede ejecutar. En el primer caso, dichas probabilidades

se obtienen multiplicando las probabilidades con las cuales ambos procesos pueden

3

!
l
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P>, PAQg =0 Q@ >, Q APy=0 P>, PAQ>—, Q'
Pla@>—, P lla@ Plla@>—=, PllaQ Plla@>—p, P'lla @

P2, PAQe=0Abg A Qs AP, =0Ah¢ A
Plla@ =n PllaQ Plla@ " Pllag

P25 PAQ -5, Q' Aac A
Pla@Q =, P lla@

donde ry = H(_P.%-‘E yTrz= u(P,&?,A)'

Figura A.1l: Reglas para el operador |4 .

ejecutar dichas acciones. En definitiva
MPQ,A) = Taealp ql3P,Q 1 P, PPAQ—,Q'}
+ Tagadp|3P: P, P'E+Tagu{p|3Q: @ =, Q']

En la Figura A.1 quedan recopiladas todas las reglas de este operador.

A.1.2 Operador Paralelo con una probabilidad

En este caso, nuestro operador paralelo tendra una probabilidad asociada, y un con-
junto de sincronizacion. Este operador sera similar al descrito en [Cua93], y es el que

hemos utilizado en los ejemplos del Capitulo 6.

Como ya indicamos, las reglas correspondientes a las transiciones internas son las
mismas que en el caso anterior. A continuacion presentamos las reglas que generan

las transiciones observables que la composicién paralela puede realizar.

P, PAQe=0Ab¢ A (PARS) Q -, APy =0AbE A

P HA‘ Q ’_>P1'f”1 P lA‘-Q— P ”1;11 Q i>(1—;31)-:-1 P HPA‘ Q’

(PARA)

P, PPAQ -5, Q' ANacEA
PIZQ 5 PR @

(PARS')



A.1 Tres Propuestas de Operador Paralelo

Las probabilidades r; y 7, que aparecen en ellos se definen ahora por medio de

w(P,Q, A, p) (P, Q, A, p)

donde p(P, Q, A, p1) es un nuevo factor de normalizacién, en el que se tienen en cuenta

T1

las probabilidades de las acciones que pertenecen al conjunto de sincronizacién que
ambos procesos pueden ejecutar, y las de las acciones que no pertenecen a dicho
conjunto que alguno de los dos procesos puede ejecutar. Respecto de las primeras
seguimos considerando los preductos de las probabilidades con las que ambos procesos
pueden ejecutar dichas acciones. En cambio, para las segundas ponderaremos con
p (resp. 1 — p1) a las probabilidades asociadas a las transiciones observébles cuyas

acciones no pertenecen al conjunto de sincronizacién. Por lo tanto,

Ju'(P?Q,Aﬁpl) =ZaeA{]P'Q|3P’,Q'Z P_a'}pP’AQ"E"}QQ,}
+p1 Tagalp| 3P : P_a*pP’l}
+(1—p1) Tegalr|3Q: Q,Q'}

En el Capitulo 6 hemos utilizado una versién generalizada con un nimero de
argumentos arbitrario del operador paralelo binario. Este operador generalizado viene

dado por la siguiente

Definicién A.1 Sean P, P, ..., P, procesos de PPA, y sean p, ps, ... ,p,,_l > 0 tales
que Y. p; = 1. Definimos inductivamente la composicion paralela generalizada en la

forma:

1
L e P=p

n n—1
2. ”11‘1 lpn] P = Py iy ||1A [f_:ﬁ‘] P
1= =

En la Figura A.2 presentamos agrupadas todas las reglas del operador ||} .
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P>, P AQgy=0 Q >, QAP =0 P>, PAQ >, Q)
PR Q@>—, P4 Q Pl% Q>—, P} @ Pl% Q> P Y Q
Py PPAQs=0Ab¢d A Q-5 Q'APy=0Ab¢ A

1 b
Pl% Q~pm P IEQ PR Q Sracmyn P IR Q-

P, PAQ " Q' Aa€cA
PR @ =, PG Q

donde r; = PoAr) Y 72T WPQ.Ap)"

Figura A.2: Reglas para el operador || .
A.1.3 Operador Paralelo con dos probabilidades

En esta ocasidn, el operador paralelo tendra dos probabilidades asociadas, y un con-

junto de sincronizacion.

Las reglas para las transiciones internas son idénticas a las de los casos anteriores.
A continuacién presentamos las reglas correspondientes a las transiciones observables

que la composicién paralela puede realizar.

Py PPAQs=0Abg A —_ Qs O'AP,=0AbE A

(PAR ”) P1.P2 b p1.p pL.P2 b P1,P
P ”A’ QHPl'Pz""lP’ ”A’ : P ”A, Q_+(1“Pl)'P2'r1P ||Ah ZQ’

P, PPAQ -3, Q' Na€EA
P ”th Q L:’(l_m)” P Hilmz Q'

En dichas reglas, la probabilidad de que ocurra una accion de sincronizacién esta

(PARG")

ponderada por (1 — p,), mientras que la probabilidad de que ocurra una accién que
no pertenezca al conjunto de sincronizacién estd ponderada por p;. Ademas, y como
en el caso anterior, la probabilidad de que la primera componente ejecute acciones
que no pertenezcan al conjunto de sincronizacion estard ademds ponderada por py,
mientras que la de la segunda componente incorpora el factor 1 — p;. Al igual que en

los casos anteriores, ry y r; vienen dados por las expresiones

b p-q

1

- ﬂ(PaQ:Aap17p2) T ﬂ(P;QaA:PI,PZ)
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P>, PAQy =0 Q>, QNP =0 P>—=,PAQ>—,Q
P”};ll,sz > ipP' ”IAI)??Q Pllflhsz > apP”IJAl,Pz Qr P“ilsz > 5p-q P’”il’pz Q’

PP A =tAbdA Q- QAP =0AbEA
b b
P ”ihpz Q _>P1‘P2'1"1P’ ”f:ll’pz Q P ”1:‘1.112 Q _>(1—p1)-p2-f1P ”1;11,?2 Q'

P PAQ-—S,Q Aac A
P ”;A:,pz Q __‘l_,(l_pz)rz P! ”1;1,132 Q

- ___p = P9
donde Tl - #(PrQ:A;Pl;PZ) y 7‘2 P‘(P1Q3A:php2)‘

Figura A.3: Reglas para el operador ||}{7* .

en los que p(P,Q, A, p1,p2) es un nuevo factor de normalizacion, que se define de
forma ansloga a como se hizo en el caso anterior, pero incorporando en los sumandos
correspondientes a las acciones que pertenecen al conjunto de sincronizacidn el factor
(1 — p,), mientras que las correspondientes a las transiciones observables quedan

multiplicadas por p;. En definitiva, o

.U'(P:Q:A)plap2) =(1_p2)'2a6Aﬂp'q|3P’7Q’: P“E“)PP'AQ%QC?,]}

+p1-p2-}:a¢A{|p|3P’: P-—-—)apP']} -
. |
+(1=p1) P2 Tagalp!3Q': Q@ —» Q'} ;

En la Figura A.3 presentamos agrupadas todas las reglas de este operajdor.

A.2 Semaéntica del operador |, |

En esta seccién estudiaremos el modo de definir una semdntica denotacional para el

operador ||, en los dos modelos que hemos considerado en este trabajo.

Al igual que ocurria en el modelo reactivo con la eleccién externa, la relacién
~~ No0 es una congruencia respecto de los operadores de composicion paralela, como

se ve en el siguiente ejemplo. Por ello no podemos aspirar a definir una semantica
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denotacional para este operador en el marco de dicho modelo.

Ejemplo A.2 Sean P = (a;c¢) +tiby P' = (a;¢) +1 b. Tenemos que P mg P’

Consideremos ahora el proceso @ = q;d. Tenemos que P ||@ Q #r P’ Hm @, dado
que pass(P ||0 Q,adiw) =3 # 2= pass(P' ”B @, ad;w). O

A.2.1 Semdntica denotacional de |

En contraste con lo que ocurre en el modelo reactivo, en el modelo generativo tenemos
que el operador ||} es congruente y por tanto podemos definirlo en el marco de
la semantica denotacional. Pasamos a continuacién a definir la funcién semantica
asociada al operador ||% , que nos permitird incorporar este operador en el desarrollo

semantico para el modelo generativo descrito en la Seccion 4.4.

Dado p € (0,1) y A C Act, la funcién _ ||} - :: PAT g X PAT 5oy — PAT 5
devolverd un arbol de aceptacion que represente la composicion paralela sincronizando

en A de los correspondientes arboles, en funcién de la probabilidad p.

Antes de definir la funcién semantica asociada al operador ||% , introduciremos
un operador auxiliar que nos permitira unir dos estados de acuerdo a una clerta
probabilidad y a un cierto conjunto de sincronizacién. El nuevo estado contendra
aquellas acciones que no perteneciendo al conjunto A lo hagan a alguno de los dos
estados, junto con las acciones que pertenezcan a A y a ambos estados al tiempo. La
probabilidad asociada con las acciones del nuevo estado se calculara a partir de la
que tenian en los estados combinados, multiplicindola por el factor p (resp. 1 — p)
si no pertenecen al conjunto de sincronizacién y pertenecen al primer estado (resp.
al segundo). Si la accién pertenece a los dos estados, la probabilidad asociada serd
una suma ponderada de las probabilidades que tenia en los estados combinados. En
caso de pertenecer al conjunto de sincronizacion, se considerard el producto de las
probabilidades asociadas a la accion en los estados combinados. Ademas, a fin de que
las probabilidades del nuevo estado sumen 1, se utiliza un factor de normalizacién

similar al utilizado al definir la seméantica operacional.
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Definicién A.3 Sean X,Y estados, A C Act y p € (0,1). Definimos la unidn de
los estados X v Y con probabilidad asociada p y conjunto de sincronizacién A en la

forma siguiente:

X|AY ={(a,p.) |a € (Act(X) N Act(Y) N A) U (Aet(X) — A) U (Act(Y) — A)}
donde la probabilidad p, viene dada por

P pro(a, X} + (1 —p)-pro(a,Y)

AXY A,9) siaga
Pa =
protm X prota, 1) e
wX,Y, A, p) e

con u(X,Y, A, p) dado por:

p(X,Y,A,p) = Toealprola, X)-pro(a,Y)} |
+ P Tagalprole, X) p+ (1-p) - Xoga{pro(aY) |
0

Nétese la sobrecarga del simbolo ||, que utilizamos tanto para denotar la com-
posicién paralela de procesos como la unidn de estados, y de la funcidn x4 que denota
el factor de normalizacién para procesos sintdcticos y el utilizado para normalizar la
unién de estados en los procesos seméanticos.

Al igual que hicimos en el caso de la eleccién externa tendremos que distinguir
entre la definicidn de la raiz del nuevo arbol y la de las distintas continuaciones bajo

ella.

Para definir la raiz del nuevo drbol consideramos la unidn, utilizando la funcién

|I%y , de los estados iniciales de los dos drboles que estamos componiendo en paralelo.

P(Rl ”i R2361X) = Z P(R1,€, B) 'p(Rz,G,C)
X=B “i C



204

Capitulo A. Nuevos Operadores

De modo que de la la raiz del nuevo arbol sale un arco etiquetado con el estado
X si y solo si existen un arco que sale de la raiz del arbol R, etiquetado con el estado
B y un arco que sale de la raiz del arbol R, etiquetado con el estado C tales que
X = B ||y C. La probabilidad que etiqueta el arco serd igual a la suma del producto
de las probabilidades que etiquetan los arcos correspondientes a los distintos pares de

estados B y C que se pueden combinar dindonos X.

Al igual que ocurria para la eleccion externa, tenemos que la funcién semantica
correspondiente al operador paralelo es estricta en sus dos argumentos, dado que si
un argumento es [(1], el resultado seguira siendo dicho valor, dado que de la raiz de

[€2] no parte ningiin arco; es decir V5, X : p([2],s, X) = 0.
[Pla@l =020 PI=[2] (AO0<p<l)

Ademads, Nil es elemento neutro de dicha funcién semantica cuando el conjunto

de sincronizacién asociado al operador paralelo es el conjunto vacio
[Pl Nl =[Nl |5 Pl=[P] (YO<p<l)

Ahora tenemos que definir como sera el resto del arbol bajo la raiz, es decir
como definiremos p{ Ry ||} Ra,s,X) a partir de los arboles Ry y R,. En este caso
determinaremos como se puede construir el primer estado que aparece en la secuencia
s a partir de los estados iniciales de Ry y Rz, y dependiendo de qué estado (el de
R, el de R;, o ambos) contenga la accion asociada al primer estado de la secuencia
s, y de que esta accidn pertenezca o no al conjunto de sincronizacion, el arbol que
evolucionard sera Ry, R, o ambos al tiempo. Si los dos estados contienen dicha
primera accidén, y la misma no pertenece al conjunto de sincronizacién, se realizara una
eleccion interna en la cual intervendran el pardmetro asociado al operador paralelo
y las respectivas probabilidades asociadas a la accién en los estados correspondientes
de R; y R;. Sila accidn pertenece al conjunto de sincronizacidn, seran ambos arboles
los que evolucionen. Esta evolucién de los arboles vendrd dada por la operacién

de continuacién de un arbol después de ejecutar una accion a partir de un estado:
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R/(A,a), (ver Definicién 4.21). En definitiva

p(Rl “21 Rg,(Bb)OS’,X)= Z p(Rl,e,C)-p(Rg,e,D)-
b-c T o

[ g1 - p(Ri/(C,b) |} Ray 8', X) +
gz - p(Rl ”1;1 RZ/(Dab)z‘ S’:X)

< p(R1/(C,b) [, Ro/(D,b),s",X) si be An Aet(C) N Act(D)

si be (Act(C) — A) U (Act(D) ~ A)

\ 0 e.0.C.

_ pprothe) _ (1-p)-pro(b,D)
donde ¢ = S b Ty proD) ¥ 2 = 5.0 t(1p) protD)"

A continuacién probaremos la monotonia y continuidad del operador. Para ello
necesitamos el resultado que presentaremos en el Lema A.b, el cual indica que el
operador /(A,a) es mondtono en un cierto sentido. Notese que sin embargo este

operador no es mondtono en general, como muestra el siguiente

Ejemplo A.4 Consideremos los siguientes procesos:

P = (g (b ) B Q
Py, = (a; (b D1 0)) IRY

Se verifica que [P] Cpar [P2], pero sin embargo

p(IP1/({(@, 1)}, )6 {0, D)) = 5 > pIPY/({(a, D} a), e {6,0)) = 5

O

Lema A.5 Sean R, R; € PAT,; tales que Ry Cpar ;. Entonces, para todo
estado A tal que p(R;, A) > 0, para toda accién a¢ € Act(A), para toda secuencia s,

y para todo estado X, se verifica:
p(Ry,¢, A) - p(R1/(4, a),5,X) < p(Ra, €, A) - p(R2/ (A, a), 5, X)

Demostracién: La misma es francamente sencilla, pues tenemos
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p(Rl,G,A)'p(Rl/(A,a),S,X) p(Rls(Aa‘)OS:X)
p(Rz,{Aa)os,X)

p(R2= 3 A) ’ P(RQ/(Aaa)a 3, X)

[A

a

Proposicién A.6 Las funciones _ ||} - :: PATj. x PAT . — PATj ¢ son

monotonas y continuas en sus dos argumentos, para cualesquieral < p <1y A C Act.

Demostracion: Como de costumbre, es suficiente hacer la demostracion para uno
de los argumentos. En nuestro caso, lo haremos para el primero.
Monotonia.

Sean R, R; € PAT p. tales que By Cpar Rz, Tenemos que ver que se cumple
Ry ||y R Cear Ry ||y R, para cualquier B € PAT 3, o lo que es lo mismo, que para

cualquier secuencia s y para cualquier estado X se tiene:
p(Ry || R,s,X) < p(Ry || R,s,X)

La demostracion la haremos en dos pasos. Primero lo probaremos para la secuencia

vacia, y después para las secuencias no vacias.
e Secuencia vacia (s = ¢€).

p(Rl ”i Ra 6,X) = Z p(Rlaev B) p(R: €, C)

x=B|% ¢

< Z p(R2767 B) 'p(Rs C,C)

x=B | ¢
= p(R: s R,e, X)

e Secuencia no vacia (s = (Bb) o s').

p(Rl ”fl R)'SﬂX) = Z p(RlaEaO) 'p(R: €, D)
B=c || D

q1 p(Rl/(Ca b) ”pA R,S',X) +

g2 - p(Bu |4 B/(D,b),s', X)

p(R1/(C,b) | R/(D,b),s',X) si be AN Act(C)N Act(D)

's

si be (Act(C)— A)U (Act(D) — A)

0 €.0.C.
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< (por hip6tesis de induccién y aplicacién del Lema A.5)
Z p(R2:6:C)'p(R:E:D)'
B=c |}

4 p(Rz/(C, b) ”21 R, S’, X) +
q2 - p(Rz “?4 R/(D? b)v 3’: X)

p(Rz/(C,b) I, R/(D,b), s, X) si be AN Act(C) N Act(D)

si b€ (Act(C) — A) U (Act(D) — A)

0 e.0.C.

\

= p(R2 Hfi R, s, X)

Continuidad.

Sea { R, }new una cadena de elementos de PAT 4 ;. Por la monotonia del operador
paralelo, tenemos que {R, |4 R}nenv también es una cadena. Tenemos que probar

que para toda secuencia s y para todo estado X, se cumple
P Rabnens (13 R, 5, X) = p(U{Rn 4 R}nen, 5, X)

Al igual que antes, haremos la demostracion en dos pasos:

e Secuencia vacia (s = €).

P(U{Rn}nem “ﬁl R, X) = Z p(U{Rn}ﬂElee? B) 'p(R, €, C)
X=B ”?4 C
= Z (TI:IEI]II\II p(RTHﬁ!B)) p(R: €, C)
x<h [y 0
= Lim 3 . p(Rn¢ B) p(R,¢C)
nelN
P

= lim p(Ba |4 .6, X) = p(U{Fn |l Rnew, € X)

e Secuencia no vacia (s = (Bb) o §').



208

Capitulo A. Nuevos Operadores

P(U{Rx |3 B}new, s, X) = lim p(Rn 4 B, s,X) =

llI'i?~J Z P(Rmﬁa C) p(R, €7D)'
"¥ b=c II%4 o
@ - p(Bn/(C,0) |4 B, s, X) +

si b€ (Act(C)— A Act(D) — A
g - p(R. | R/(D,b), ', X) € (Act(C) — A) U (Act(D) — A)

p(Ra/(C,6) |% R/(D,b),s',X) si be AN Act(C)N Act(D)

| 0 €.0.C.

> lieqlN p(Bn,e,C) p(R,¢, D)
p=c [[3 0"

(@ - lim p(R./(C,0) ||}y R, &', X) +
g - lim p(R. || R/(D,b),s',X)

lim p(Ra/(C,b) 5 B/(D,b),5',X) si b€ AN Act(C)N Act(D)

si b€ (Act(C)— A)YU (Act(D) — A)

| 0 e.o.c.

3 p(U{Rn}ner, 6, C) - p(R, ¢, D)-

B=C ||,

[ 41 - p(U{ R0 }ne/(C,0) 3 R, 8", X) +
gz p(u{Rn}nE]N ”i R/(D= b)a SrnX)

P(U{ Ra}nen/(C,0) |5 R/(D,b),s',X) si be AN Act(C)N Act(D)

si b€ (Act(C)— A) U (Act(D) — A)

0 €.0.C.

= p(L{ R }nen ”pA R,s,A)

Notese que a lo largo de la demostracion hemos hecho uso de la hipdtesis de

induccion para deducir los siguientes resultados:
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@ - lim, p(R./(C\b) [} R, 8", X) a1 - P(U{ R }uew/ (C, 0) |[&, R, &', X)
+ = +
g - lim p(Rn [ R/(D,b),s, X) g2 - P(U{Rpnew || B/(D, D), s, X)

lim p(Ru/(C,0) I3 B/(D,8), ¢, X) = p(L{Bn}uen/(C,0) I3 R/(D,0), ', X)

A.2.2 Semadntica axiomatica de ||}

En esta seccién estudiaremos los axiomas correspondientes al operador ||’} en el
modelo generativo. Al igual que ocurre en los modelos no probabilisticos en los
que no se considera concurrencia real, el operador paralelo podra ser considerado
como derivado a partir de los restantes operadores. Esta nocién de derivabilidad
nos permitird reducir la aplicacion del operador paralelo sobre dos procesos en forma
normal a una expresién en la que, en general, siguen apareciendo operadores paralelos
pero nunca en cabeza de la expresiéon. Por lo tanto, aplicando reiteradamente los
axiomas, podemos eliminar completamente los operadores paralelos en aquellos casos
en los que el operador paralelo no aparezca en el ambito de un operador de recursién.
Cuando el operador paralelo aparece en el ambito de una recursién, aunque no los
podemos eliminar totalmente, podemos hundir las apariciones del operador paralelo

tanto como deseemos.

Los axiomas para el operador paralelo indican que el mismo es conmutativo y que
distribuye sobre la eleccion interna. Ademds, tenemos un axioma de ezpansidn similar
al que aparece en las algebras de procesos no probabilisticas, y consideraremos por
separado el caso particular en el que uno de los procesos es Nil. Por ultimo tenemos
un axioma que nos indica que al componer en paralelo un proceso con un procesos
divergente el resultado es la divergencia. Tras presentar cada axioma incluiremos la

correspondiente demostracién de correccidn.

e El operador | es conmutativo.

(CP) P|4Q = Q@Is"P
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Demostracién: Sea T € PB. Aplicando las reglas (PAR1),(PAR2) y (PAR3)
vemos que la probabilidad asociada a la composicion paralela no influye en la proba,bi—.
lidad con la que dicha composicion ejecuta transiciones internas a partir de los proce-
sos componentes. Es decir, P ||}, @ >—7 P' |}, Q' <= Q el > @ 157 P
Una vez que el proceso es estable, aplicando las reglas (PAR4), (PAR5) y (PARS),

a

obtenemos P’ ||, @' -5, R <= Q' ||} P' %5, R, con lo que
A q A q

pass(P 3 @, T)= Trg { a-pass(P' [5 Q' )| P Q >—; P I3 @'}
=Teo la pass@ I P, 1)1 QNa" P>—; Q' I4° P'}
= pass(Q ||}4_p P, T)

e El operador ||, distribuye sobre el operador @,.
(DPY) Py |}y (P2 @, Ps) Zgen (1 I3 P2) @ (P1 [[4 Ps)

Demostracién: Sea T € PB. Aplicando reiteradamente las reglas (PARL), (PAR2)
y (PAR3) obtenemos l

P> Pl o= Py B>, PGP A PG PBa>—r,, PGPy

r1r2 r1-r3

{ (P15 Po) ®q (P I% P3) >0, (PG P2)
(Pl Po) @4 (Pr 1% P3) >—=(i_gpryrs (F1 1[4 P5)

Por otra parte tenemos

P> Pl = P@®,Ps>—, P} N Py®, s>, P

a-rz

{ P % (Py @q Ps) >—7, 0wy (P F3)
P (Py®q Ps) >0 1qys (PG P2)

Pe ambos resultados se deduce

(P P2) &g (PG ) >—=2 (P Py) = Pulla (P2 @ Ps) > (P |3 )
(Plla P2) @ (P14 B) >—=2 (P4 B) = Pulla (B @, Ps) >—7 (P I3 Fs)
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Consideramos ahora los siguientes multiconjuntos de pares (proceso, probabilidad):

Pi={(P,r)| P> P}
Pg‘—'ﬂ(Pé,TQ)ng >—"')':2 Péﬂ
Py ={(P,r3) | P >—;, Pi}

A partir de los resultados anteriores obtenemos

pass((Py ||y Po) ®, (P || Ps), T)
=Y {qg-rr2 pass(P A Py, T) [ (Pl,r) €PL A (Phra) €PR }
+5{(1—q)-ri 73 pass(P{ | Py, T) | (P,r) € P, A (Py,m3) € Py}
=5 {r-q 72 pass(P| |, P, T) | (Pl,m) € P, A (P,ra) € P2 }
+X{ri-(1—q) rs- pass(P] |} P§, T).|(P,r) € PL A (P},13) € Py }
= pass(P |} (P2 ®, Ps), T)

Este axioma, se puede generalizar de forma trivial para cubrir el caso de la eleccién

interna generalizada.

(DPIG) P I (D) F) = Bloil (P |4 P)

i=1 i=1

Antes de ver el axioma de expansién precisaremos una definicién auxiliar similar

a la introducida en la Definicién 5.7.

Definicién A.7 Sean A, B, X C Act. Dada una barba probabilistica 7", considere-
mos su conjunto de acciones iniciales T = {t1,...,t,}. Entonces, a partir de 4, B, X,

y T construimos los siguientes conjunto de acciones:

Ti_x :{tiltiE(A-—X)ﬂT} Tg_x ={ti|ti€(B‘—X)ﬂT}
TinBnx ={t,'|t,-€(AﬂBﬂX)r‘lT} T(Ang)_x:{tilt,‘e((AHB)—X)HT}
Tia—py-x = {ti | t: € Ta_x — B} Tip-n)-x = {t: | t: € Tp_x — A}
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e Sean A = {a1,...,an} C Act y B = {b1,...,bm} C Act. Si consideramos los
procesos P =Y [plas P y Q=" lg]b;;Qj, se tiene

=1 =1

(EP) P % @ e R

i
donde R = Z[m]ck;}ﬁc, C={c,...,a}=(AUB)— X U(AN BN X),
k=1

Pi g sicg=a;=b€X
_ pP-pi sicg=a€(A-B)-X
T (1-p)-gq si cp=bje(B-—A)—-X
ppi+(l—p)g siag=a=0bc(ANB)-X
Y
P % @ si cp=a;=0b€X
Pk @ si p=a;€(A-B)-X
R, = « P % @; si ey =b;€(B—A)—-X
(P lx @y (P% Q) si ca=ai=bje(ANB)-X
| siendo;;’:;—'m_%%;

Demostracién: Para abreviar, utilizaremos la notacion p; = p(P, a:) y ¢; = p(@, b;).
Si a ¢ X, entonces aplicando las reglas (PAR4) y (PARS5) obtenemos

P P=P|5Q =, PlIiQ v Q% Q@=P[5Q >, Pl5Q

donde py = ;p5% ¥ P2 = ——L—-L—m . Ademds, si a € X, entonces aplicando la

regla (P ARG6) se tiene
P PPAQ=05Q=PFlxQ > _nn_ Pk

Demostraremos que para todo T € PB se tiene pass(P ||% @, T) = pass(R, T).
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Si T es una barba probabilistica de la forma T = Z [si} (ts; Nil) +, w entonces
i=1

podemos deducir

pass(P I Q, T) = |
l1-s |

(=s)+ X soepifaiily + 2 oo GRS +oRansnx
t€Ta_x t:i€Tp_x

Pl PE; 1—p)-plQ.t; Pt 1 =) (D, 8 )
(1—8)+ Z s-s;-ppp( g4 g5 Uoprol@ig) Z g5 L2H ;:()P,(Q,;,L;(Q ¢ +5-RanBnx
t:€T(a—py—x t.€Tg-a)-x ti€T(anB)-x
pass(R, T) ¥

. _ p{Plt)E!Q)f'z l
donde Rangnx = Z Si - u(I;,Q,X ,p)‘ |
ti€TanBNX

'

Si T es una barba probabilistica de la forma T = Z 5] t;; T; donde T; = T si
1-1

1t =wu y T, = Nilsi i # u, hemos de considerar varios casos dependlendo de los

diferentes conjuntos de acciones a los que la accién £, pueda pertenecer:
0d1<i<n: a;=t, € (A—DB)-X.

pass(P |5 Q,T) =
surmriess pass(P: I, @, T)

Z s,--mp pPL) 4 Z 8 7——‘-“ f;)g ()?,:) +Ransnx

ti€Ta_x €T x

Su'y Ppép'xp -pass(P; |5 Q,T") ‘

Zgﬁﬁ’}—i—i{% + ) s LRI B, G PRE PRI 4 Ranpnx
ti€Ta—py-x ti€T(g—a)-x t; €T(.4n3)-

pass(R, T)

©O3I1<j<m: bj=t, € (B— A)— X. Simétrico al anterior.



214 Capitulo A. Nuevos Operadores

CI1<i<n, 1<y<m: a;=b;=t, € (ANB) - X.

pass(P |I% @, T) =
Py (1-p)qj
sugpar Pessf iy Q. T') +su mrg ey Pass(P |y @5, 1)
._pp(Pty) -p)p(Q.t
> s A (P.a X5 + D s %}1)' +RanBnx
e x tE B_X
Pi4(1-p)g;
su i maaal pass((F; |k Q0y (P Ik Q). T') _

-p{P,t;} 1-p)-p(Q,t;) Pi;) - (Q,t;
ZS'”#P(;Q,XPi +ZS‘ .ui;Qpoi +Zs, o Q":’JPI; : +tRanpnx

ti€T(a-B)-x LETB_A)-x ti€Tiang)-x
pass(R, T)

L ik 4
donde ¢ = ppit{(1—-p)-q;

Cd1<i<n, 1<j<m: a;=b;=t, € ANBNX,

pass(P ”PX @, T) =

.
Sﬂ'uPbXp -pass(P; ||% Q5 ,T) _

Z 5i p;(J;QP;()p) + Z 8 —H:)(;()?;) +Ransnx
teTa_x t€Tp_x

peds
Su'g P'QXP - pass(P; ”p}( Q;,T')

Pity) App(Pt)+(1-p)-p(Qu45))
2 s ;Q Xpy t 2 o PQ Yo + 2 st PPy +Ransnx
ti€lia-p)- Li€Tp_a)-x ti€Tanp)-x

pass(R, T)

Oty ¢ ((AUB)-X)U(ANBNX). En tal caso pass(P ||, Q,T) =0 = pass(R, T).

Un caso particular de este axioma se presenta cuando uno de los operandos es Nil.

En tal caso tenemos

n
e Sea A = {a1,...,a,} C Act. Si Consideramos un proceso P = Z[p,] a;; P;, se tiene

i=1

(EPN) P % Nil Zeen . [pifirzs] ok P

akEA—X



A.3 Operador de Ocultamiento

215

(CP). PlhQ = Qi"P

(DPIG) PP, (é[}’i] P) =4 {91[19:-] (P II% F) !

m

BP) (s P I (L1055 @) S Llizrtirg] i Re

i=1

(EPN)  (Qlpdas P) 1% Nil =een > [y loncbe

i=1 o €EA-X
(DP)  P%Q = O

Figura A.4: Axiomas para el operador || .

Demostracion: La demostracion de correcién de este axioma es un caso particular
de la del axioma anterior. Simplemente comentar que '
f
' n ‘
,LL(P,NZI,X,})) = Z{]pz | a4 ¢ X ]}
i=1 . |
El dltimo de los axiomas indica que el operador ||}, es estricto, siendo la de-

mostracidon de su correccidn trivial. )

(DP) P49 =,.0Q |

En la Figura A.4 presentamos agrupados todos los axiomas asociados al operador
paralelo. El nuevo sistema axiomatico estaria formado por las reglas que aparecen en
la Figura 5.2 junto con los axiomas que aparecen en las Figuras 5.3 y A.4!

3

A.3 Operador de Ocultamiento

Como hemos visto en la seccién anterior, un operador paralelo (incluso con varias
variantes) se puede introducir en el modelo desarrollado en este trabajo sin ser nece-
saria ninguna modificacién en todo el desarrollo anterior. La.menta.blemente, esto no
ocurre con el operador de ocultamiento. A continuacién comentaremos porgué tal ope-

rador no se puede incluir en nuestro lenguaje sin modificar fuertemente la semantica
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que hemos desarrollado hasta el momento. Esta discusion estda muy relacionada con la
que expusimos en la Seccion 2.4.2 al comentar los problemas que acarrea el hecho de
tener un lenguaje probabilistico basado en CCS en el que aparezcan acciones ocultas,

7’s, en el ambito de una eleccion.

Si desearamos que el operador de ocultamiento fuera derivado, de forma similar
a lo que ocurre con el operador paralelo, se tendria que cumplir un cierto axioma de

distributividad similar al que se tiene en CSP:
((a;¢)+ b)\a=cd (c+b)

Vamos a demostrar que un axioma basado en el correspondiente al caso no proba-
bilistico para PPA no es correcto en general, si hacemos una interpretacién similar a
la que se hace en otros modelos probabilisticos en los que aparecen acciones ocultas,
de la forma en la que un proceso en el que aparecen acciones ocultas pasa unas ciertas

pruebas.

Consideremos los procesos P = {a;c) +1 b, y P’ = P\a. Utilizando una sintaxis
a lo CCS, tendriamos que P’ seria equivalente al proceso (7;¢) + L b. Demostraremos
que no existen r y s, con 0 < r,s < 1, tales que P" = c¢ @, (c +,0) = P

Si componemos en paralelo el proceso P’ con la prueba T} = b;w deberiamos tener
pass(P', T1) = %, al igual que ocurre en otros modelos que utilizan acciones ocultas
(e.g. {CSZ92]). Por lo tanto, r deberia ser igual a 3.

Consideremos la prueba T = b+ (c;w). Tenemos pass(P”, T,) = 3+35-s De
nuevo, haciendo una interpretacién intuitiva del funcionamiento del operador de ocul-

tamiento, si no consideramos factores de prenormalizacion tendriamos pass(P', T;) =

%, con lo que s = % Consideremos ahora la prueba T3 = b +2z (¢;w). Tenemos
pass(P" , T3) = 2, mientras que por un razonamiento similar al utilizado anteri-
ormente obtenemos pass(F', T3) = g, lo cual hace imposible que P’ v P" sean
equivalentes.

S1 en los razonamientos anteriores utilizamos una adaptacién de los factores de
prenormalizacion presentados en el Capitulo 2 obtenemos un resultado bastante in-

teresante. En este caso la probabilidad con la que P’ pasa la prueba T viene dada
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por pass(P', Ty) = 1. Esto es asi dado que al componer el proceso con la prueba,
la accidn ¢ que la prueba ofrece no puede ser ejecutada por el proceso P’ (visto como
el proceso (7;¢} + 1 b)) en su primer paso, con lo que la probabilidad asociada a c en
la prueba debe transferirse a b en el primer paso de la composicién. Por lo tanto, en
este primer paso deberiamos considerar a todos los efectos de célculo que la prueba
ofrece la accion b con probabilidad 1. Pero este resultado nos lleva a que s = 0, y
dado que en nuestro modelo las probabilidades asociadas a la eleccién externa deben

pertenecer al intervalo (0,1), se trata de un valor no vélido.

Precisamente este ultimo resultado, en principio un tanto extrafo, es el que

creemos que puede ayudar a resolver el problema que plantea el operador de restriceién.

En concreto, P’ deberia ser equivalente al proceso P = ce%(c—i-ob), donde +¢ seria un
operador de prioridad similar a los utilizados en modelos como [SS90, Low95]. Pero
la inclusién de un operador de prioridad complica (todavia mds !} nuestro modelo.
Un primer intento se realizé en [NdF95a], pero el modelo resulté ser tan complejo que
resultaba inmanejable. Por ejemplo, la semantica operacional del operador paralelo
requeria 6 reglas para cubrir los diferentes casos en los que ambos proce|sos podian
efectuar transiciones de prioridad, a las que habia que afiadir las reglas cérreSpondi-

entes a las transiciones internas y a las transiciones observables.

Otra solucién consistiria en incluir el operador de ocultamiento sin pretender que
sea un operador derivado, lo cual complicaria también enormemente la tarea de dar
semdntica al lenguaje, pues en particular las posibles formas normales de los procesos
serian sin duda mucho mas complejas que en la actualidad, al tener que aparecer en

ellas el operador de ocultamiento. !

En todo caso, aunque consideramos interesante admitir el manejo de prioridades
a la hora de especificar procesos concurrentes, éstas han quedado fuera del ambito
del presente trabajo, si bien confiamos en tener ocasién para estudiarias en un futuro

proximo.
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