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INTRODUCCION

A finales del siglo XIX los expertos en Algebra Conmutativa
estudiaban las curvas algebraicas en el plano proyectivo complejo,
usando para ello métodos de geometria proyectiva, probablemente
se habia desarrollado con Abel, Jacobi, Weierstrass y Riemann la
teoria de “funciones algebraicas” de una variable compleja. Es
evidente la importancia de esta teoria en el desarrollo del estudio de
curvas algebraicas planas, pero los métodos utilizados para el
estudio de funciones algebraicas eran sobre todo de naturaleza
trascendente incluso antes de Riemann. Con éste se acentla mas
este caracter de trascendencia con la introduccion de las superficies
de Riemann y de funciones analiticas cualesquiera definidas sobre
dichas superficies.

Después de la muerte de Riemann, Roch y Clebsch reconocieron
gue de los resultados obtenidos por los métodos trascendentes de
Riemann se pueden obtener numerosas aplicaciones a la geometria
proyectiva de curvas, lo cual incitdé a los gedmetras de aquella
época a hacer demostraciones de aquellos resultados, puramente
geométricas. En esta linea siguieron Gordan, Brill y M. Noéther.
Pero estos razonamientos geométrico-analiticos no reposaban
sobre fundamentos ciertos y es esencialmente para dar a la teoria
de curvas algebraicas una base sélida, que Dedekind publica en
1.882 su gran memoria sobre este tema. La idea principal de su
trabajo es la de abordar este tema desde el punto de vista afin,
diferencia esencial con sus contemporaneos que consideraban
invariablemente las curvas algebraicas sumergidas en el espacio
proyectivo complejo.



En el mismo afio 1.882 aparece también la memoria de Kronecker,
mucho mas ambiciosa que la de Dedekind pero también mas vaga y
mas obscura. Su tema central es el estudio de los ideales de un
algebra finita integra sobre los anillos de polinomios C| ly

Z[ . 1

Era natural asociar a cada ideal de estos anillos la variedad
algebraica formada por los ceros comunes a todos los elementos
del ideal. Los estudios realizados en el siglo XIX en las geometrias
de dimension 2 y de dimension 3 conducen intuitivamente a la idea
de que toda variedad es unidon de un numero finito de variedades
irreducibles. La demostraciéon de este hecho es el fin que se
propone Kronecker aunque explicitamente en ninguna parte de su
memoria se encuentra la definicion de variedad irreducible y de
dimension. Tampoco se sabe si Kronecker tenia el concepto actual
de ideal primo.

Es Lasker quien en su memoria define correctamente el concepto
de variedad irreducible asi como el concepto de dimension. En las
interesantes consideraciones historicas que inserta en su trabajo,
Lasker indica que se basa no solamente en la tendencia puramente
algebraica de Kronecker y Dedekind sino también en los métodos
geomeétricos de la escuela de Clebsch y M. Noether y sobre todo en
el famoso teorema demostrado por éste ultimo en 1.873 publicado
en Math. Ann. T. VI pag. 351-359, generalizado por Hilbert en
1.893, en su célebre “teorema de los ceros”. Sin duda, inspirado en
este resultado, Lasker introduce en su memoria el concepto de ideal
primario en los anillos C[ ,..., ]yZ] ] y demuestra la
existencia de una descomposicion primaria para todo ideal de estos
anillos., aunque no se preocupa de la unicidad de esta
descomposicion. Es muy importante sefialar que Lasker en esta
memoria extiende los resultados anteriores al anillo de las series



enteras convergentes en el entorno de un punto, apoyandose para
ello en el teorema preparatorio de Weirstrass.

Terminamos de mencionar a Hilbert, hablemos un poco de su obra.
Hilbert escribié dos memorias, en 1.890 y 1.893. En la primera
demuestra el teorema de la base de Hilbert que nos dice que todo
ideal del anillo de polinomios esta finitamente generado. La
segunda memoria contiene el célebre Nullstellensatz, el cual
establece una correspondencia biunivoca entre los ideales
maximales del anillo K] , ] siendo K un cuerpo
algebraicamente cerrado y los puntos del espacio afin  y también
una correspondencia biunivoca entre los ideales primos del anillo

K[ ,..., ]y lasvariedades algebraicas irreducibles de

De lo explicado anteriormente se deduce que gracias a Hilbert la
teoria de curvas algebraicas experimentd un importante avance.

El objetivo de este libro es exponer algunos de los trabajos
realizados en el curso de “Curvas Algebraicas” de la Facultad de
Matematicas de la Universidad Complutense de Madrid durante el
curso académico 2.010-2.011.

Concepcion Romo Santos
Catedratica de Algebra
Facultad de Matematicas

Universidad Complutense



ANILLOS DE VALORACION.
TEOREMA DE LOS CERQOS DE
HILBERT

DEFINICIONES PREVIAS:

1. ANTLLO:

Un ANILLO A es un conjunto A con dos operaciones internas + vy ., tal que:
-(A,+) grupo abeliano
-(A, .) semigrupo
-Distributivo

Si el producto de dos elementos es conmutativo entfonces es A ANILLO
CONMUTATIVO.

2. ANILLO LOCAL:

Es un anillo A que tiene exactamente un ideal maximal p.

3. SUBANILLO:

A anillo, un SUBANILLO DE A es B A tal que:
(B,+) < (A,+)y el producto es cerrado en B, & Bz y para todo a, beB:

a-be By abeB



4. DOMINIO DE INTEGRIDAD:

A es DOMINIO DE INTEGRIDAD (D.I) Si A es anillo conmutativo con
unidad y sin divisores de cero.

5. CUERPO DE FRACCIONES:

Si A es D.I,y S=A-{0} entonces el cuerpo S'A se llama CUERPO DE
FRACCIONES.

6. IDEAL MAXIMAL:

Sea A un anillo conmutativo con unidad, I ideal de A, diremos que T ES UN
IDEAL MAXIMAL cuando verifique:

Si J es otro ideal de A tal que Ic J—A entonces necesariamente J=A ¢ J=I.

7. CUERPO ALGEBRAICAMENTE CERRADO:

Diremos que un cuerpo K es ALGEBRAICAMENTE CERRADO cuando todo
polinomio no constante con coeficientes en K posee una raiz perteneciente
al cuerpo K.

Por ejemplo: Q o R no son algebraicamente cerrado porque x?+1=0 no tiene
raices en Q o R.

8. ELEMENTO MAXIMAL

Sea (P, <) un conjunto parcialmente ordenado; m € Pes un elemento maximal
de Psi el Unico x € Ptal que m< xes x=m.

9. EXTENSTION ALGEBRAICA FINITA

Una EXTENSION DE CUERPO L/Kse dice ALGEBRAICA si cada elemento
de L es algebraico sobre K i.e. si cada elemento de L es una raiz de algln
polinomio distinto de cero con coeficientes en K Las extensiones de cuerpos
que no son algebraicas, i.e. que contienen elementos ftrascendentes son
llamadas transcendentes.



Por ejemplo, la extension de cuerpos R/Q es trascendente, mientras que las
extensiones de cuerpos C/R y Q(/2)/Q son algebraicas.

10. CLAUSURA ALGEBRAICA

La CLAUSURA ALGEBRAICA de un cuerpo Kes una extension algebraica de
K que sea algebraicamente cerrada,

DEFINICION:

Sea R un dominio de integridad, K su cuerpo de fracciones. R es UN
ANILLO DE VALORACION DE K si para cada x#0 6 x ¢ R 6 x ' < R ambos.

PROPOSICION 1:

()R es un anillo local
(ii)Si R es un anillo tal que R = R'c K, entonces R es un anillo de valoracion

(iii)R es integramente cerrado (en K)

DEMOSTRACION:
(i)Sea p el conjunto de elementos que no son unidades de R, es decir:
xep siy solosix=06x"¢R.
- SeaacR, xe p entonces axep, ya que en caso contrario (ax)'cRy

Por tanto x! = a(ax) e R.

- Sean x,y e p elementos no nulos, entonces xy'eR o x'yeR, por ser
anillo de valoracién y ser un elemento el inverso del otro.
Si xyleR x+y= (1 + xy™) ye Rpcp



Si x'yeR x+y= (1 + xy) xe Rpcp

Por tanto p es un ideal con la propiedad de que si x e R - p, x™ ¢ R,
x es una unidad en R, luego cualquier otro ideal propio de R estard
contenido en p.

p es un ideal maximal y por consiguiente es un anillo local.

(i) Es claro por definicion.

(iii) Sea x € K, entero sobre R, es decir:

X +bi X" o tbpaX+bn = O, bi € R
Si x € R ya estaria probado.

Si x ¢ R, x'eR, multiplicando por x ™%

X+ DB1% oot X2 + by XM= 0

x=-(by+ bzX_1+ ........................... +bn.1X2‘n + by, Xl_n) eR

Sea K un cuerpo, Q un cuerpo algebraicamente cerrado.

Sea X el conjunto de todos los pares (R, f) donde R es un subanillo de K
Yf:R > Q unhomomorfismo.

Se puede ordenar parcialmente este conjunto:

R, f)<(R,f) < RcR f/R=f

2. es no vacio y claramente satisface las condiciones del lema de Zorn,
(LEMA: Todo conjunto parcialmente ordenado no vacio en el gue toda
cadena tiene una cota superior, contiene al menos un elemento maximal)

por tanto X tiene un elemento maximal: (B,g).

Se quiere probar que B es un anillo de valoracion de K. El primer paso de
esta demostracidn:

LEMA 1



B es un anillo local y p = ker (g) es su ideal maximal.
DEMOSTRACION:

Como g(B) es un subanillo de un cuerpo y por tanto dominio de integridad el
ideal p=ker(G) es primo. Se puede extender g a un homomorfismo.

g: Bp — Q poniendo g (b/s)=g(b) /g(s) para todo b < By todo s < B
g(s) =0

Puesto que el par (B, g) es maximal se deduce que B = Bp, por tanto B es un
anillo local y p es su ideal maximal.

..Bp siempre es anillo local y p es su ideal maximal ..

LEMA 2:

Sea x un elemento no nulo de K. Sea B[x] el subanillo de K generado por x
sobre By sea p[x] la extensidn de p en B[x]. Entonces o p[x] # B[x] o

PIxT] =B[x].

DEMOSTRACION:

Supongamos p[x]=B[x] ya p[x'1=B[x]

Se tendria entonces las siguientes ecuaciones:
Uo+ Ui X+, +Up x™=1(Uie p) (1)
Vo+ Vixt o . +Vox"=1 (Viep) (2)

en las que se puede suponer que los grados m, n son los menores posibles.

Considerando m<n se multiplica (2) por x":

Vix" ) +Vp= (1- Vo) X" (3)



Puesto que Vo p se deduce del lema anterior que 1- Vo es una unidad ya que
1- Vo e py siunelemento no es una unidad debe estar contenido en un ideal
maximal.

Luego (3) se puede escribir de la forma:
X"= Wix" W, (Wep)
Por tanto se puede sustituir x™ en (1) por:

m-n

Wix™ b wnx"" contradiciendo la minimalidad del exponente m.

TEOREMA 1

Sea (B, g) un elemento maximal de = . Entonces B es un anillo de valoracion
del cuerpo K.

DEMOSTRACION:

Sea x un elemento de K, por el lema 2 podemos suponer que p[x] no es el
ideal de un anillo:

B' =B[x] luego p[x] estd contenido en un ideal maximal p' de B' de modo que
p'nB = p (puesto que p'n B es un ideal propio de By contiene a p).

Por tanto la inclusion de B en B’ induce una inclusién del cuerpo C =B/p en el
cuerpo C' =B'/p'=B[x]/p’ entonces C' =C[x ] donde x es la imagen de x en C'
luego x es algebraico sobre Cy por tanto C' es una extensién algebraica
finita de C.

El homomorfismo g induce ahora una inclusién g de C — Q puesto que en
virtud del Lema 1 (p) es el ndcleo de g.
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Puesto que Q es algebraicamente cerrado g se puede extender a una

inclusién g’ de C' en Q.

Componiendo g' con el homomorfismo natural B' — C' se tiene g': B'—> Q que

extiende a g. Puesto que el par (B, g) es maximal se deduce que B' =B y por
tanto x € B.

COROLARIO 1:

Sea R un subanillo de un cuerpo K. Entonces la clausura integra R de R

en K es la interseccidn de todos los anillos de valoracién de K que contienen
aR.

DEMOSTRACION:

Sea B un anillo de valoracién de K tal que R < B. Entonces por la proposicién
1 (iii) se tiene que B es integramente cerrado, y se deduce que R c B.

Reciprocamente, sea x ¢ R. Entonces x no pertenece al anillo
R' = R [x], ya que:
Si xeR', x=ax"+ax™+. +ay,

n+1

x™ = qo+aix .. +ax" = x e R = icontradicciénl

Luego x no es una unidad en R' y por tanto estd contenido en un ideal
maximal p* de R'.

Sea Q una clausura algebraica del grupo K' =R'/p’.

Entonces la restriccién de R al homomorfismo natural R' en K' define un

homomorfismo de R en Q.
11



7 | i R——>R/p cQ
| R a——>a+p'
Por el teorema 1, (R, n/R) se puede extender a algun anillo de valoracion
BoR.

Puesto que x se aplica en el cero (x*— x*+p' = p'), se deduce que x ¢ B.

PROPOSICION 2:

Sean R c R' dominios de integridad, R' de generacién finita sobre R. Sea v
un elemento no nulo de R'. Entonces existe u = O en R con la siguiente
propiedad: cada homomorfismo f de R en un cuerpo algebraicamente
cerrado Q tal que

f(u) # O se puede extender a un homomorfismo g de R' en Q tal que g(v) = O.

DEMOSTRACION:

Por induccidn respecto al nimero de generadores de R' sobre R se reduce
inmediatamente al caso en que R’ es generado sobre R por un solo elemento
X.

(i) Sise supone que x es trascendente sobre R, es decir que ningtn
polinomio no nulo con coeficientes en R tiene a x como raiz.
Sea v =apx"+aix"! +.. +a, ytémese u = ao.
Entonces si f: R— Q es tal que f(u) # 0, existe entonces & € Q tal
que f(ao)e"+ f(a1)e™ + ... + f(an) # 0, puesto que Q es infinito.

Definase entonces g: R' ——— Q que extiende a f poniendo g(x)=¢.
Entonces g(v) # O conforme al enunciado.

12



(ii) Supdngase ahora que x es algebraico sobre R (es decir sobre el cuerpo
de fracciones de R). Entonces también lo es v, puesto que v es un
polinomio en x.

Por tanto, se tienen ecuaciones de la forma:

aox™+ aix™'+ .+ an=0 (aieR) 1)

aov"+av' ™"+ .. +an =0 (qjeR) (2)

Seau=apap' ysea f: R—— Q tal que f(u)=0.

Entonces f se puede extender primero a un homomorfismo
frRU—Q

(con f1 (u) = f (u)™?), y después, por el teorema 1, a un homomorfismo
h: B—— Q donde B es un anillo de valoracién que contiene a R[u].

Por (1), x es entero sobre R[u™], y por el corolario 1 x € B, de manera
que B contiene a R', y en particular v e B. Por otra parte, por (2), v' es
entero sobre R[u™]y por tanto por el corolario 1 también estd en B.

Por consiguiente, v es una unidad en B, y por tanto h(v) = 0.

Basta tomar entonces g como la restriccion de h enR'.

COROLARIO (Teorema de los ceros de Hilbert):

Sea K un cuerpo y B una K-dlgebra con generacion finita.

Si B es un cuerpo, entonces es una extension algebraica finita de K.

DEMOSTRACION:

Basta considerar R=K, v=1, y Q = la clausura algebraica de K, K,enla
proposicién anterior

Sea g: B — K, g(1) # 0. B es un cuerpo (y todo homomorfismo de cuerpo

13



distinto del cero es inyectivo), se tiene que K ¢ B ¢ Ky necesariamente B
es una extension algebraica.

B es algebraico y de generacidn finita.

VARIEDAD
t UNIDEAL

M2 José Lara Puente

Rebeca José Calvo

Consideramos, a partir de ahora, un cuerpo C algebraicamente cerrado, y pasaremos a

formalizar el concepto de Variedad Algebraica en el espacio afin C".

14



DEFINICION 1:

Dado un ndmero finito de polinomios, f,, f,,..., f, , delanillo R, = X,,..., X

n 7

definiremos variedad algebraica en el espacio afin C", como el conjunto de puntos de C" que
satisfacen a las ecuaciones algebraicas:

f =0,f,=0,..f=0

Por tanto, toda variedad algebraica VV, de C", puede expresarse como el conjunto

V={xeC"/3S c R, : card(S) es finito y f(x)=0, Vf €S }

*EJEMPLO 1: La variedad algebraica de C?2,constituida por el dnico punto (1,0),
representa el conjuntos de puntos que satisfacen las ecuaciones algebraicas:

f=x,=0
f,=x’+x-1=0
f,=x-1=0

Con f, f,, f eR,

Geométricamente, es la interseccion de las rectas X, =0,X =1,y la circunferencia de

centro (0,0) y radio 1: Xf + X22 =1

15
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*EJEMPLO 2 : Una variedad algebraica del espacio afin C?, seria por ejemplo, las dos
circunferencias que surgen de la interseccién de la esfera de radio 2 y centro (0,0,0)

X2 +X. +x; =4y X2+ X, =1. Pues es el conjunto de puntos que satisfacen las ecuaciones

algebraicas:

f,=0, f,=0, siendo f,=x>+x+x -4, f, =X +x; —1 elementos del anillo de

polinomios R;.

Tengamos en cuenta que no todos los subconjuntos de C" son variedades algebraicas.
, 2 . . .
Asi, en C*, el conjuntos de puntos de un segmento no es una variedad algebraica, pues no

existe un conjunto finito de polinomios de R, =C X, X, , que dé lugar a un conjunto de

ecuaciones algebraicas, cuya solucion sea el conjunto de puntos del segmento, y ningln otro
punto. Los puntos, rectas, circunferencias, elipses y parabolas, si son variedades algebraicas de

C?.

16



DEFINICION 2:

Dado un ideal U del anillo de polinomios R, llamaremos Variedad del Ideal U, que

representamos por V(U), al conjunto de puntos de C", en los que se anulan todos los
polinomios de U, es decir:

V(U)={xeC"/ f(x)=0,Vf €U}

Tal variedad coincide con la definida por los polinomios que constituyen una base
cualquiera de U, en el sentido que dimos de variedad algebraica de la definicion 1. Ya que si U
es un ideal de R, sabemos que existe un nimero finito de polinomios de R, S={ f,, f,,..., f,}

tal que S es una base de U. Luego la Variedad del Ideal U, segun la definicion 2 seria el
conjunto:

V(U)={xeC"/ f(x)=0,¥f eU =R (f,.... f.)}

y la variedad algebraica definida por S, segun la definicién 1 seria:

{xeC"/f,(x)=0,i=12,...,5}

y evidentemente estos dos conjuntos son iguales.

Asi si por ejemplo, V es la variedad definida en el ejemplo 2, entonces los polinomios :

f=x'+x’+x2-4, f, =% +x, -1 se anulan en cualquier punto de V. Si consideramos
el ideal U del anillo R;, generado por f,, f,, entonces todos los polinomios de U se anulan en

cualquier punto de V. Por lo tanto la variedad V coincide con el conjunto de puntos de c?, que

anulan a todos los polinomios del ideal U = R,(f;, f,).

Denotemos por J(R,) al conjunto de ideales del anillo R,y sea P(C") el reticulo

de las partes del conjunto C". Definamos la aplicacién V siguiente:
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V:J(R)— P(C")

que a cada ideal U de J(R,), le hace corresponder la variedad algebraica de C",

V(U)=variedad del ideal U (de la definicidn 2).

PROPIEDADES:

Propiedad 1:

Dados U, U’ elementos de J(R,), si U’ contiene a U, entonces V(U) contiene a V(U’).

En efecto si U es un ideal de R, , entonces existen polinomios: f, f,,..., f; tales que
U=R(f,f,,..f),ysiU contienea U, los f, sonelementos de U’, luego dado P

de V(U’): f,(p) =0 para todo i=1,...,s, es decir, P eV (U)

Propiedad 2:

La aplicacidn V definida anteriormente no es inyectiva, es decir, dos ideales distintos

de R, pueden definir la misma variedad en C".

Veamos un contraejemplo:

Los ideales U = R, (X7, X,), U"'=R,(x,X>) del anillo de polinomios R,, son
distintos, pues Xf eUy Xf gU'y X22 eU'y X22 ¢ U , sin embargo las variedades

algebraicas de tales ideales consisten en el punto (0,0)

V(U)=V(U’)={(0,0)}

18



Veamos a continuacidn algunos ejemplos relativos a estos dos resultados.

a) Losideales de R, siguientes
U=R,(X+X—4,x-1) yU'=R,(X + X5 —4,%x> +X; —4x) definen la misma
variedad de C2.

La variedad V(U) esta constituida por el conjunto de puntos de C? gue son solucién
del sistema de ecuaciones algebraicas:

X +x,-4=0
X, —-1=0

6 interseccion de la circunferencia de centro (0,0) y radio 2 y la recta X, = 0. Es decir:

VU)= (4 +\/§), @ —«/§) Por otra parte la variedad del ideal de U’ seran los puntos

de C? que son solucién del sistema:
X +x5-4=0
X+ x5 —4x% =0

el cual representa la interseccién de la circunferencia de centro (0,0) y radio 2 con la
circunferencia de centro (2,0) y radio 2, resultando la solucién del tal sistema los

puntos (1, +\/§) y (&, —\/§) Luego, efectivamente V(U)=V(U’).
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b) Sean U =R,(x, —X, L X +X, —1); U'=R,(X* + x> -1, x -1);
U"=R,(X +X; —1X,), ideales del anillo R, .

La variedad algebraica definida por V(U) esta constituida por el Unico punto

(1,0), interseccidn de las rectas: X, = X, =1, X, =1-X,, tal variedad coincide con V(U’)
pues es la interseccion de la circunferencia de centro (0,0) y radio 1: Xf + Xz2 =1,yla
recta X, =1. Por otra parte V(U”) estd constituida por los puntos de C? solucién del

sistema:

X2 +x:-1=0
X, =0

20



Que son los puntos (1,0), (-1,0). Luego V(U”) contiene a V(U)=V(U’), y tenemos asi un
contraejemplo del reciproco de la propiedad 1, pues U”’ no esta contenido en U’(

X, eU"y x,gU")

Losideales U=R,( X,), U=R,(X,, X,), U’=R,( X, X,, X;) del anillo de
polinomios R, verifican, de manera trivia:U QU '@ U ", y también las
variedades algebraicas del espacio afin C* verifican:.V (U ") @V U )@V U).

La variedad V(U) esta constituida por los puntos de C® que verifican X,
=0, es decir, geométricamente es el plano determinado por los ejes X,, X, . Este

plano contiene al eje X, representado por las ecuaciones X, =0, X, =0 que nos
da la variedad V(U’), que a su vez contiene al origen de coordenadas (0,0,0), que es
solucién de X, =0, X,=0, X,=0, 6 variedad V(U").
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U =R, (X[, X7)
d) Losideales: U'=R,(X,,X?) verifican: U cU'cU", sin embargo las
U"=R,(X,, XZ)
variedades algebraicas definidas por tales ideales coinciden: V(U)=V(U’)=V(U"’)=(0,0).

Propiedad 3:

La variedad definida por el ideal nulo (0)= R, (0) es el espacio afin C", es decir

V(R (0))=C".

Evidentemente todo punto de C" se anula en el polinomio idénticamente cero.

Propiedad 4:

La variedad definida por el ideal impropio R.. delanilloR, es el conjunto vacio, es
decir: V(R)=9.

Efectivamente, no existe ninglin elemento de C" que anule a todos y cada uno de los

polinomios de R,
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INTRODUCCION A LA TEORIA DE CUERPOS

-Dominios de factorizacidn unica y dominios euclideos.

* Notacioén: A lo largo de esta exposicion , A designara un dominio de integridad

6 anillo.

* Definicién: Sean a, b € A; diremos que “a divide a b” (a|b) siy solo si a*0y

existe un ¢ € Atal que b=c.a .También podremos hablar de “a como divisor de

b” 6" b multiplo de a”.

Para esta relacion de divisibilidad que se acaba de dar, se verifican
propiedades analogas al caso de los enteros, como por ejemplo ,

sean a, b, c € A se tiene:
- albyalc =>al (b +c)y al(b-c)
albyblc =>a|c

Dos elementos a, b € A son asociados si y sélo si alb y b|a, es equivalente a

que a=b.u donde u seria el elemento unidad del conjunto A.

* Definicién: Se dira que un elemento a € A, a+0 es irreducible si no es una

unidad y si sus denominadores son, 6 bien la unidad, 6 un asociado suyo.

* Definicién: Un dominio de factorizacion unica (D.F.U) es un dominio

de integridad que verifica las siguientes condiciones:

i) Toda no unidad distinta de cero es producto finito de factores

irreducibles.

ii) La descomposicion anterior es unica salvo orden y producto por

unidades.
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Coloquialmente conocida como descomposicion factorial del elemento. Un
claro ejemplo seria el anillo de los numeros enteros cuyas unicas unidades son

1y-1.

* Proposicién: Sea una A un dominio de integridad que satisface la condicion i)

de la definicion anterior, entonces la condicion ii) es equivalente a:

Sean a, b € A tales que a es irreducible y alb.c; entonces es

necesariamente alb 6 alc.

Vamos a estudiar ahora cémo en un D.F.U se puede definir la nocion de
maximo comun divisor y minimo comun multiplo, al modo de los numeros

enteros.

* Proposicién: a es divisor propio de b sia no es unidad y V c tal que a.c = b,

C no es unidad.

Otra forma de ver que a es irreducible es, si a no es unidad y a no posee

divisores propios.
* Proposicién: Sean a, b € A, alb <=> existe c € A fal que b=a.c

Consecuencias:
1)Va€Aala, a=a.l
2) € es una unidad entonces V a € A, g|a, a= g(¢™" .a) a tiene divisores triviales

son él mismo y sus unidades .Los llamaremos divisores impropios.

* Proposicién: Sea A un dominio de integridad a, b asociados <=> a|b y b|a.
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Demostracion /

(=>) Sean a, b € A, son asociados, existe € unidad a=b. ¢ =>bla ¢! .a=b=>

alb

(<=) a,b € Ason asociados alby b|a. A dominio de integridad
=> existe ¢ b=a.c
=> existe ¢’ a=b.c’

donde deducimos a=a.c.c’ => a.(1-c.c’)=0 =>1-c.c’=0 =>c.c’=1 =>ces

unidad => a, b son asociados.

* Definicién: Sea A un dominio de integridad y sean a,b € A elementos distintos
de cero. Se llamara maximo comun divisor de a y b [mcd(a,b)] a un elemento ¢

€ A que verifique
- clayc|b
- Sid€Adayd|b=>d|c
Si existe mcd(a,b) sera unico salvo productos por unidades.

* Definicién: Sea A un dominio de integridad y sean a, b € A elementos
distintos de cero. Se llamara minimo comun multiplo de a 'y b [mcm(a,b)] a un

elemento ¢ € A que verifique:
- alcyb]|c
- Sid€ A aldyb|d=>c|d

Si existe mcm(a,b) sera unico salvo productos por unidades.
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* Observacién: En todo D.F.U A 3 el mcd y mcm de dos elementos no nulos a,
b € A. En efecto, el mcd(a,b) no es otra cosa que el producto de los factores
irreducibles comunes a las descomposiciones de a y b en producto de factores

irreducibles y

ab
mcm(a, b) = ————
mcd(a, b)

DOMINIOS EUCLIDEOS

* Definicién:Un dominio euclideo es un par (A, g) donde A es un dominio de

integridad y g: A~ Z es una aplicacion, llamada funcion de grado, que verifica:

i) Si a, b € Ason dos elementos distintos de ceros tales que a | b,

entonces g(a)< g(b)
ii)Va,be Aconb #0, 3¢, reA tales que a= b-c +ry g(r)<g(b)
Ejemplos

e 7,cong:Z~ 7 dada por g(a)= |a|

e El anillo K[x] de los polinomios en una indeterminada x con coeficientes
en un cuerpo k, con g:K[x]-Z definida por g(f(x))= gr (f(x)) si f(x)¥0 y
g(0)=-1.

NOTA. Sea a €A, a* 0, 3 c, r Atales que 0= a-c+r, y se tiene que r=0. Pues que
en caso contrario a/r y por definicién (i), g(a)<g(r), lo que contradice (ii) que dice
que g(r)<g(a). Asi que r=0, g(r)<g(a), g(0)<g(a) (Va €A). Si ponemos g1(a)= g(a)

-g(0) , tenemos que es funcién de grado y que g1(0)=0.
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e a, beA son asociados (a/b y b/a) < a/b y ga)=g(b)

- Si son asociados, tenemos que a/b y b/a luego g(a)< g(b), g(b) <g(a).

Es decir g(a)=g(b).

< Sia/byg(a)=g(b), entonces sib #0, 3 c,r cAtalesquea=b-c+ry

g(r)=g(b)=g(a), pero como a/b esto implica a/r luego g(a)<g(r) j! r=0. b/a.

* Proposicién: Si (A,g) es un dominio euclideo, a, b+ 0 con a, b €A, 3 d eAtal que

d=mcd(a,b) y d = a-a+B-b, a, BA.

Demostracion /

Se define B={a-a+p’*b/ a’, B'eA, a’-a+3’-b* 0}.

Elegimos d € B/ d = a-a+B-b con g(d) minimo. Ahora se quiere comprobar que
d=mcd(a,b).

Puestoque d # 0, 3 ¢, r €Atales que a=d-c +ry g(r)<g(d). Asi se tiene a=c(

a-a+f-b)+r, lo que implica que r=a-(1-c-a)-c: B-b. Sir¥ 0, r € B, g(r)<g(d) i'.

Asi se tiene r=0, y por tanto d/ a. Anadlogamente se prueba que d/b y puesto

que d= a-a+B-b, todo divisor comun divide a d.

* Proposicién: Sl (A, g) es un dominio euclideo, entonces A es D.F.U (Dominio

de factorizacion unica).
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Demostracion /

Sea a €A no nulo, se quiere ver que a se puede descomponer en producto de

un numero finito de factores irreducibles.

Esto es trivial, si g(a)=g(1) ( ya que entonces 1y a serian asociados).
Supongamos pues que g(a)<g(1), y que esto esta probado V a’ €A tales que

g(a’)<g(a). Si a es irreducible ya esta.

Si a es reducible se puede escribir a=b-c, por hipotesis de recurrencia esto

prueba la existencia de factorizacion.

Para probar la unicidad (de la anterior descomposicion). Sean a, b, c €A donde a es
irreducible y a/ b-c. Supongamos que a no divide a b, entonces mcd(a,b)=1, 1= a-a+p-b
- c= a-a:ct+B-b-c, y como a/ b-c, se tiene que a/c. Esto por la proposicion que se ha

visto anteriormente equivale a que la descomposicion es Unica.

Calculo del MCD en un Dominio Euclideo

Sea a, b €A. Calculamos el mcd por el algoritmo de Euclides. Sea g(a)>g(b),

a =b-c1+r1, g(r)<gb), r1=a-b-c1. Se verifica que los divisores comunes (a,b)
también lo son de (b,r1), b=ri-c2+ r2, g(r2)<g(r1), aqui pasa lo mismo. Al no

poder decrecer g indefinidamente, llega a la division exacta. rn = rm-1 -Cn

— divisores (a,b)= divisores (rn-1, rn) - mcd(a,b)=r n-1.

® Ejemplo:

Dominio Euclideo de los enteros mcd (296, 104).
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296=104-2+88

104=88-1+16

88=16-5+8

16=8-2 Por tanto el mcd(296, 104)= 8.

8=88-16-5=88-5-(104-88)=6-88-5-104= 6-(296-104-2)-5-104=6-296-17-104.

Un Dominio Euclideo es dominio de ideales principales

Si (E,p ) es D.E, todo ideal es principal. Sea Aideal, 3 d tal que ¢(d) es

minimo.

V a €A, ¢(a)= ¢(d). Entonces d/a pues si a=d-q+r siendo ¢(r)< ¢(d) j! Ya que
¢(d) erael minimoyreA, puesacA, decA,qeE - qdeA r=a-dqeA.

Es decir tenemos, que d/a, y A =(d).

DOMINIO EUCLIDEO. LOS ENTEROS DE GAUSS.

Sea ¢ el cuerpo de los complejos. Sea G el subanillo de ¢
G={a+bi|abezZ}

G recibe el nombre de anillo de los enteros de Gauss.

Se verifica que G es un dominio euclideo, ya que G es dominio de integridad al ser un
subconjunto de un cuerpo (un cuerpo no tiene divisores de cero).
Definimos la aplicacion

¢0:G-—>Z
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a=a + bi —> @(a + bi)=a +b =N(a)

que la llamaremos norma y que verifica las siguientes propiedades:

i) Si a,BeG, entonces N(aB)=N(a)N(B).
Dem.
Sea a=a +bi, f=c +di. Si realizamos el producto de ambos, tenemos que
ap=(ac-db)+i(ad+bc), si hacemos su norma obtenemos
N(aB)=(ac-db)2+(ad+bc)2=a2c2+b2d2+a2d2+b2c?

N(a)N(B)=(a2+b?)(c2+d?)=a2c2+b2d2+a2d2+b2c2

ii) Si a,BeG y a/B entonces B=aa luego por i) N(B)=N(a)N(a) con los que N(ag)<N(B).

Dem.

Sean q,B3eG; B distinto de cero. Consideramos 6’=a/f3 siendo a/f la division
de complejos, 6" es de la forma 6’ =a’ + b’i donde a’,b’ son racionales. Sea
B=a + bi, con “a” el numero entero mas proximoa “a’ “y “b” el numero
entero mas préximo a “ b’ “. Sea g=a - 6, a=£6 + g.

Por otro lado, calculamos 6’-6=(a’-a)+(b'-b)i y sabemos que la diferencia
entre (a’-a) y (b’-b) es como maximo de 1/2. De todo lo anterior, tenemos
que g = 0-6 = BO'-BO = B(0'-0) si aplicamos la norma, obtenemos que
N(a)=N(B(6"-8))=N(B)N(8"-8)<N(B)N((1/2) 2+ (1/2) 2=N(B)(1/2) luego la
N(a)<N(B).

eEjemplo:

Sea por ejemplo 3+2i, 1+i
(3+2i)/(1+i)=(3+2i)(1-i)/2=(5/4)-(1/2)"i , se aproxima por 2-i.
(3+2i)=(1+i)(2-i) + g,

(3+2i)=(3+i) + g, o=i

(3+2i)=(3+i) +i.

UNIDADES

(a + bi) es una unidad si y solo si 1/(a+bi) es un entero de Gauss.
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Dem.

Veamos la implicacion hacia la izquierda:

Suponemos que 1/(a+bi) es un entero de Gauss por tanto
1/(a+bi)=(a-bi)/(a%+b?) aplicando la hipotesis tenemos que (a2+b?)/a y (a2+b?)/b ,
entonces a=0 6 b=0 ya que si a y b son distintos de cero, entonces (a2+b?)>a,
(a2+b2)>b y no puede ser.

Si a=0 tenemos que b?/b eso implica que b=%1.

Si b=0 tenemos que a?/1 eso implica que a=%1.

Entonces las unidades son 1,(-1),i,(-i), y cada elemento tiene asociadas a,(-a),
ai,(-ai)

Los enteros de Gauss son un D.F.U pues todo D.E. es un D.F.U (como hemos visto

anteriormente).

DESCOMPOSICION EN FACTORES PRIMOS DE LOS ENTEROS DE GAUS.

Si el entero de Gauss (a+bi) no es primo, entonces se puede descompones como
(a+bi)=(c+di)(e+fi), luego por la propiedad i) de la aplicacién norma
N(a+bi)=N(c+di)N(e+fi) {observacion: ||=N}

|a +bi|=|c+di||e+fi|.

Luego si |[a+bi| es primo implica que (a+bi) es primo.

® Ejemplo:

(2+i) es primo ya que |2+i|=5 que es un numero primo.
|a+bi|=|c+di||e+fi|=(a2+b?)(c2+d?)(e2+f2).

Entonces si (a2+b?) no se puede descomponer como productos de dos numero que

son suma de cuadrados enteros, (a+bi) es primo.

Debemos observar que:

(a2+b2)=(c2+d2)(e2+f2) NO IMPLICA que (a+bi)=(c+di)(e+fi)

® Ejemplo:

Tenemos 3+i, aplicamos la norma y obtenemos |3+i|=(32+12)=10
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Pero 10 lo podemos expresar como 10=5*2=y tenemos que 5=(22+12) y
2=(12+12) si sustituimos 10=5*2=(22+12)(12+12). Pero eso NO implica que
(3+i)=(2+i)(1+i), para ello calculamos ambos por separado.

(3+)=(3+i)

(2+i)(1+i)=1 +3i

Y como podemos ver son distintos.

Sin embargo si se cumple que :

(a+bi)=(c+di)(e+fi) IMPLICA QUE (a2+b2)=(c2+d2)(e2+f2).

Luego para averiguar si un entero de Gauss es primo, en primer lugar hallamos la

norma, si la norma no es un numero primo vemos si se puede descomponer en forma

de cuadrados y finalmente ver si es posible ponerlo de la forma (a+bi)(e+fi).
Es aconsejable formar la siguiente tabla, donde aparecen los resultados de ir

calculando (a2+b?):

0 1 2 3
0 0 1 4 9
1 1 2 5 10
2 4 5 8 13

® Ejemplo:
Si consideramos el entero de Gauss (2 +3i), calculamos su norma |2+3i|=13,

Como el numero 13 es primo entonces tenemos que (2+3i) es primo.

® Ejemplo:
Si consideramos el entero de Gauss (3+4i), calculamos su norma |3+4i|=25,

25 lo podemos expresar como 25=5*5=(22+12)(22+12) y tenemos que
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(3+4i)=(2+i)(2+i), (2+i) es primo pues su norma, |2+i|=5

® Ejercicios:

Descomponer los enteros de Gauss 2 y 3 en productos de factores primos.

- descomponer el numero 2:

N(2)=4, 4 no es primo

4=4*1=22*1=2*2

4=(12+12)(12+12)

4=(22+02)(12+02)

Puesto que las unidades 1,(-1),i,(-i) tienen norma 1, si consideramos la
descomposicion 4=(22+02)(12+02) la descomposicion va ser la trivial, el mismo nimero
por una unidad. Consideramos entonces 4=(12+12)(12+12),

Como V12 =£1 entonces tenemos que 2=(1+i)(1-j) queda descompuesto ya que si
consideramos la norma N(1+i)=2 y 2 es un numero primo.

- descomponer el numero 3:

N(3)=9

9=9*1 pero esta descomposicion no sirve, puesto que como en el caso

anterior es la trivial.

9=3*3, 3 no es suma de cuadrados, luego tampoco podemos, luego el

entero de Gauss 3 es primo.
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POLINOMIOS CON COEFICIENTES EN UN CUERPO

Sea K un cuerpo, X una variable indeterminada y K[X] el anillo de polinomios en la
variable X con coeficientes en K.Ya se ha visto que el dominio (K[x],9), con g la
funcién de grado ordinaria, es euclideo.

PROPOSICION 1:

Sea (A,g) un dominio euclideo.Entonces se verifica:

a)Todo ideal de A es principal (A es D.1.P).

b)Sea ac A, a#0; A/<a> es un cuerpo si y solo si a es irreducible

* NOTACION: <a> es el ideal generado por a (<a>={ax tal que xe A})
Al/<a> es el anillo cociente (A/<a> ={x+<a> tal que xe A})

[b] es la clase de b en A/<a> ([b]=b+<a>)

Demostracién:

a)

b)

Sea J un ideal arbitrario de A. Si J=<0>, J es principal, pues solo necesita
un generador. Si J#<0>,sea a<J con a#0, un elemento de grado
minimo.Entonces,como A es euclideo, para todo x e J, existen c,r € A tales
que x=ac+r con g(r)<g(a).Si r fuese distinto de 0,como r=x-ac, re J y tiene
grado menor que el de a, lo que contradice la minimalidad del grado de a.Asi
que r=0y por tanto x e <a>, asi que J es principal.

Supongamos primero que A/<a> es un cuerpo y que a es reducible.Entonces
se puede escribir a=bc donde ni b ni ¢ estan asociados con a. Ademas [b],[c]
# [0], porque no son multiplos de a, pero [b][c]=[0], asi que [b] y [c] son
divisores de cero no nulos dentro del cuerpo A/<a>.Esto es una
contradiccion, ya que en el los cuerpos no hay divisores de cero, salvo el 0.
Asi que a es irreducible.

Supongamos ahora que a es irreducible y sea be A, tal que [b]#[0],que es
equivalente a que b no es multiplo de a. Hay que demostrar que existe un
inverso para [b] dentro de A/<a> .Al ser a un irreducible y b no ser multiplo
suyo, entonces mcd(a,b)=1, con lo que existen u, v € A determinados
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univocamente por a y b tales que 1=au+bv. Tomando clases modulo <a> y
usando que [au]=[a][u]=[0] se tiene que [1]=[V][b] con lo que [b] tiene un
inverso en el cociente, asi que A/<a> es un cuerpo puesto que b era
arbitrario tal que [b]#[0].

Se estudiaran a continuacion el concepto de la raiz de un polinomio de K[x]

DEFINICION 2: Seaf(x) eK[x]y aeK. aes una raiz de f(x) si f(a)=0.

LEMA 3: Sea f(x)e K[x] y ac K, entonces se verifica que a es raiz de f(x) si
y solo si el polinomio x-a divide a f(x) en K[Xx].

Demostracion:

Supongamos que a es raiz de f(x), si se divide f(x) entre x-a, 3 q(x) y
r(x) tales que f(x)=(x-a)q(x)+r(x) con gr(r(x))<gr(x-a)=1, luego r(x) es una
constante y evaluando en a en ambos lados de la igualdad f(x)=(x-a)q(x)+r(x) se
tiene que 0=r(a), y como r es constante, r =0.

Supongamos ahora que x-a divide a f(x), entonces existe un polinomio
g(xX) e K[x] que verifica que f(x)=(x-a)q(x) y por tanto f(a)=0,luego a es raiz de
f(x).

NOTA 4: Sean ay,...,an €K, f(x) e K[x]; se dice que {as,...,a} son las
raices de f(x) si verifican:

1)a; es una raiz de f(x) , ie {1,...,n}

2)si i€ {2,...,n} entonces,a; es una raiz del polinomio

f(x)
(x-a)..(x-a,,)

3) No existe ningun ac K, tal que x-a divide a

f(x)

X—a, ... X—a

n

LEMA 5: Sea f(x) e K[x] un polinomio no nulo de grado m y sean
{a,...,an} las raices de f(x) en K.Entonces n<m.
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Demostracion:
Como (x-aj)...(x-ap) divide a f(x), n=gr((x-a)...(x-an)) <

gr(f(x))=m

De aqui se deduce que un polinomio tiene a lo sumo m raices en K, donde m es
el grado del polinomio.Se dice que f(x) tiene todas las raices en K cuando existan
au,...,an € K, raices de f(x) tal que n coincide con el grado de f(x).

LEMA 6: PRINCIPIO DE IDENTIDAD DE POLINOMIOS EN
UNA VARIABLE

Si K es un cuerpo con infinitos elementos y si f(x) e K[x] es un polinomio tal
que f(a)=0 V aeK, entonces f(x)=0.

Demostracion: si f no fuera nulo, por el lema anterior se tendria que gr(f)=m es
infinito, lo que es absurdo puesto que f es un polinomio y se expresa mediante una base
finita de K.

LEMA 7: Sea K un cuerpo infinito, Xi,...,X, unas variables indeterminadas
sobre Ky f(Xa,...,Xn) € K[Xi,...,Xn] un polinomio no nulo, entonces existen unos
elementos ay,...,a, de K tales que f(ay,...,an) #0.

Demostracion:

Por induccién sobre n.Para n=1 se prueba usando el contrareciproco del lema
6.Supongamos cierto para n-1 indeterminadas. Supongamos que X, aparece en f(
X1,...,Xn ), pues de lo contrario se le aplicaria la hipétesis de induccion y el resultado

seria cierto.Asi pues, f(Xs,...,Xn)= > fi(Xp,e...Xn1)Xn' donde fi(Xu,...,.Xn-1)€

i=0
K[X1e0sXn1] m>0 y fn(Xy,...,Xn1) 0 Por hip6tesis de induccion existen unos
elementos aj,...an; en K tales que fm(as,...an1) 0. Entonces

n

f(al,...an_l,Xn)=Zfi a,,...a,, X,' esunpolinomio no nulo en K[Xy] ,
i=0

m .

y por el caso n=1 existe un a, en K tal que Zfi a,,...,a, a, #0,dedonde se
i=0

deduce que f(as,...,an) #0 Yy entonces esta probado para todo n natural.

LEMA 8: PRINCIPIO DE IDENTIDAD DE POLINOMIOS EN
VARIAS VARIABLES

Si K es un cuerpo infinito y f(Xy,...,X,) € K[Xy,...,Xn] un polinomio tal que
f(azy...,an) para todo (as,...,a,) € K" , entonces f(Xy,...,Xn)=0
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Es el contrareciproco del lema 7.

OBSERVACION 9: Es importante sefialar que no es lo mismo que dos
polinomios sean iguales como funciones que como polinomios.

Ejemplos:

a)En el anillo de polinomios Z,[x], los polinomios f(x)= x* y g(x)= -x son iguales como
funciones pues f([0])=g([0])=[0] y f([1])=a([1])=[1] pero como polinomios obviamente
no son iguales.

b)En el anillo de polinomios R[x] todo polinomio f(x):f(a)+f1)(a)(x-a)+...+ilf”)(a)
n!

(x—a)" desarrollando por Taylor alrededor de a. Esta igualdad es como funciones y
como polinomios, pero si desarrollo hasta solo orden 2 por ejemplo:

f(x)=f(a) +f1’(a)(x-a)+% 2(t) (x—a)® conte(a,x)u(x,a) , estas funciones son

iguales, pero como polinomios son distintos, uno tiene grado n y otro grado 2.

Veamos ahora el concepto de orden de una raiz, volvemos al anillo de polinomios en
una variable X con coeficientes en K, K[X].

DEFINICION 10: Sea f(x)e K[X], un polinomio de grado mayor que 0 y sea a
e Kuna raiz de f(x),sea s>=1 el maximo entero tal que (x—a)° divide a f(x). A este

maximo, que existe porque esta entre 1y el grado de f, se le lama orden de a en
f(x).Cuando s=1, se dice que a es una raiz simple de f(x) y cuando s>1 se dice que a
es una raiz maultiple de f(x).

NOTA 11: Se puede definir la derivada g'(x):di g(x) de cualquiera polinomio g(x).
- X

Si g(x)=ag+taix+...+ax" , entonces g'(x)=ai+2axx+...+nax"*. Para esta forma de
calcular derivadas, se verifican las reglas conocidas.

PROPOSICION 12: Sea f(x)e K[X], un polinomio de grado mayor que 0y sea
a € Kuna raiz de f(x). Entonces a es raiz simple (resp. multiple) de f(x) siy solo si
f" (@)#0 (resp. (a) =0).
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Demostracion: Sea s el orden de a en f(x), entonces f(x)= (x—a)° g(x), de esta forma x-
a no divide a g(x), luego g(a)# 0 (lema 3). Si derivamos usando la regla de Leibniz se

tiene que:
f'(x)=s(x—a)*"g(x)+ (x—a)®g'(x) de donde se deduce que s=1(resp. s>1) si y solo si f
" (@)#0 (resp. (a)=0).
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LA PARABOLA

LA PARABOLA:

La parabola es el lugar geométrico de los puntos P que equidistan de un punto Fy una rectar
dados:

directriz

eje

Invariantes de la pardbola:

El punto F es el lamado foco de la parabola y la recta r es la directriz. Llamaremos eje de la
pardbola a la recta perpendicular a la directriz que pasa por el foco. El punto de interseccién
entre el eje y la parabola sera el vértice de la parabola. Ademas Se considera la distancia del
foco a la directriz, que notaremos p.
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Ecuacion implicita de la parabola:

Elegimos un sistema de referencia {0;i,j} con origen en el vértice de la parabola, con i paralelo
al eje y j paralelo a la directriz de la pardbola. Es decir:

i VF
v

En este sistema de referencia:

_(P
I:—(2,0)
V =(0,0)

r. x= —g , puesto que V equidista del foco F y de la directriz r.

ot
>
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Por tanto:

dist(Q, F) = /(x—§)2+y2

dist(Q, R) =

x+2
2
De forma que Q estara en la parabola siy sélo si

oDy ey -

p Py2 2 Py2 2
X+— X—=)"+y =(x+-) < =2pX
2‘ < (=) Y =(x+3) y"=2p

Observaciones:

. . . P .z 2
1. En el razonamiento anterior vemos que el eje de la parabola de ecuacién Y =2pX esla

recta Yy =0. Si cambiamos el orden de las coordenadas, la ecuacién que obtenemos para la

pardbola es x> =2 pY y entonces el eje de la parabola serd X=0. Por lo tanto:

ecuacion de la parabola: y*> =2px = eje de la parabola: y=0

ecuacion de la parébola: x> =2py = eje de la parébola: x=0

2. La parabola de ecuacion y2 = 2PX esta contenida en el semiplano X>0. Si tomaramos

. VF
1= _’\/: obtendriamos la ecuacidn y2 =—2PX vy la paradbola estaria contenida entonces en
i

el semiplano X<0.
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En resumen:

Una ecuacion del tipo y? = 2kx,con k = 0,es la ecuacion de una parabola con eje y=0
> contenida en x>0 si k >0,con k dist del foco a la directriz

> contenida en x <0 si k <0,con k opuesto de la dist del primer caso

3. Supongamos ahora que tomamos el sistema de referencia {0;i,j} como habiamos hecho pero
ahora el origen no es el vértice de la pardbola, sino un punto C =(«, ). Entonces la ecuacién

resultante de nuestra pardbola sera:

(y-B) =2k(x-a)

Las cuatro posibilidades que hemos descrito se resumen en:

- B fo By-)-i— (o, B) (o, B)

|
'
v s e e o e e

Jl k>0 k<O k>0 k<O
o (y- B =2k(x— @) (x—0)?=2k(y—-B)

Ejemplo: Determinar una parabola cuyo foco es el punto F=(2, 5/2) y que pasa por los puntos
P=(0,4) y Q=(4,4). ¢ Cuantas soluciones hay?

Denotemos la directriz por r. Entonces:
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dBKPJ):mﬁUQF):JQ—OY+(§—®2=

]
2
. . , 5 , 5
cmuqo:dmﬂgm:JQ—Q-ui—g -2

Esto significa que la directriz es paralela a la recta que une los puntos Py Q. Por tanto la
directriz es paralela alarecta Yy =4,y la ecuacién de la pardbola sera del tipo:

(x—a)* =2k(y—pB), k=0

Esta parabola debe pasar por P=(0,4) y Q=(4,4), luego debe cumplirse

o =2k(4-pB), k=0
(4—a)? =2k(4-pB), k=0

Como los segundos miembros son iguales, igualamos también los primeros:

o’ :(4—0:)2 = a=2

5
Por otra parte, la distancia de la directriza P es E , luego la directriz (paralela a y=4) es una de

las dos rectas siguientes:

() y=4-

Nlom N on

(i) y=4+

S

Por lo que tenemos dos posibles valores de k:
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(i) k =dist(F,r) =g—g=1

o . 5 13
i) k=—dist(F,r)=———=-4
(ii) (F,r) )

Sustituyendo los valores de ky & en la ecuacién que teniamos a’ = 2k(4— ) obtenemos:

(i) 4=2(4-p) = p=2
(i) 4=-8(4-p) = =

Obtenemos asi dos parabolas que cumples las condiciones requeridas, de ecuaciones:

(i) (x-2)° =2(y-2)
an(x—32=—&y—%)

\ /(I) 13
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Ecuaciones parameétricas:

Si tenemos por ejemplo la pardbola de ecuacién implicita y2 = 2kX , basta escribir

Las ecuaciones paramétricas tiene poco interés practico pero tienen el interés tedrico de
distinguir a la parabola de circunferencia, elipses e hipérbolas en cuanto a que éstas no
pueden parametrizarse mediante polinomios, mientras que la parabola si.

La parabola como limite de elipses:

Posemos considerar la pardbola como elipse con uno de los focos en el infinito. Veamoslo

.z 2
usando la ecuacion Yy =2px.

Definimos una familia de elipses E, mediante sus ecuaciones:

(x=a)° ¥

2
> 0’ =lcona’=t"+ pt y b? = pt, siendo t un pardmetro real positivo.
a

Los focos de E, estan en el eje de las x, y el primer vértice de la elipse en ese eje es el origen,

que es también el vértice de nuestra parabola.
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1) Como se ve en la figura, para cada X >0, si t es suficientemente grande, la elipse E, tiene

dos puntos (X,%Y,) con Y, >0, y la pardbola dada otros dos (X,%Y,) =(X,£+/2pX).

Afirmamos que
i +v) = (X, +
lim(x, +y,) (X, £4/2pX)
Las elipses E, tienen por limite la pardbola y* = 2 pX

Demostracion:

2

. , Y
Probaremos que limy, =,/2px, o lo que es lo mismo, lim =1
q t—w yt p q t—>w 2 pX

. 2 ., .
Despejando Y,” en la ecuacién de la elipse E, resulta

x—a)’. b*(a-x)x 2 p?(2a-x
yf=b2(1—( 2) )= ( : ) RS ( : )
a a 2px 2pa

Sustituyendo ahora los valores a y b en funcidon de t, queda:
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yt pt(2«/t + pt — x) 24Jt? + pt —

2px 2p(t? + pt) 2(t+ p)

Claramente:

p

2ﬁ+f—f
N - .

lim—=— yt =lim vrpt X—Ilm t

- p
2(1+ ?)

t—>0 2 pX B t—o 2(t + p) [

2) Los focos de la elipse E, son los puntos (Jt2 + pt £t,0) y se cumple:

Dchim(\/tz + pt £t,0) = (g,O) , que es el foco de la parabola

- 2 _
> !Lrﬂ(‘h + pt £t,0) = (+,0)

Demostracion:

i) Tenemos

(Jt2 + pt —t)(Jt2 + pt +1) _pt
lim(Jt? + pt — t)=li — lim
|m( Pt s P+ pt+t o JtP+ pt +t

lim—2>P____P

t—ow

1+B+1
t

ii) El otro limite es trivial.



3) La excentricidad de E, es e, = y tal y como ya hemos comentado, pensando que

t
JE+pt

una pardabola es una elipse en la que uno de los focos se aleja infinitamente del otro, se cumple

C .
que € =— —1, es decir, lime, =1
a tow

Demostracion

c . . -
Sabemos que € = —, asi que para calcular €, s6lo tenemos que sustituir los valores de
a

ay c en nuestro caso. Asi:

lime. = lim——"  —lim—t 1
tow t t—>w ‘tZ + pt tow l+£
t

La parabola como limite de hipérbolas:

La pardbola y2 = 2PpX puede describirse también como limite de hipérbolas. Repetiriamos

toda la construccion anterior reemplazando las elipses E, por las hipérbolas H, de ecuacién:

2 2
x+a) vy 4

a’ b2

Siendo a=t y b® = pt.
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El teorema de Bézout

Este teorema fue publicado en el afio 1776 el cual tuvo mucha importancia para el desarrollo
y conocimiento de las curvas algebraicas; algunos casos especiales del teorema fueron sabidos
desde el S.XVII especialmente en relacién con las interseccién de lineas, cdnicas y cubicas.

Teorema de Bézout: Si dos curvas algebraicas proyectivas F(x,y,z)=0 y G(x,y,z)=0 con grados m
y n respectivamente, tienen mas de m.n puntos comunes entonces tienen una componente
comun.

Tenemos que hacer referencia a la condicién necesaria y suficiente para que dos polinomios
f(x) y g(x) ambos pertenecientes al DFU A[x] (anillo de polinomios) tengan un factor comun no
constante, para ello tiene que existir dos polinomios Yy & con gr({) <ny gr(d) <m que puedan
verificar

f(x).b(x)=g(x).0 (x)

ademas hay que tener en cuenta que dado K cuerpo A=K[ Y, Y]

con F(x) € K[ yl-""yr] [x] polinomio homogéneo de grado m, G(x) € K[ yl-""yr] [x] polinomio

homogéneo de grado n

Fix)= AX™+AX™ o+ A LX +A, con AeK A =0
G(x)= B,X"+B X" +....+B, X +B con BjeK B, %0
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Donde A con i=1..m son los polinomios homogéneos de grado i 6 0
Bj con ] =1..n son los polinomios homogéneos de grado j 6 0 en Yoo Yr

En estas condiciones se verifica que la resultante de F,G , definida por R (V;...y,) esun

polinomio homogéneo de grado m.n 6 0. (determinante de las componentes de cada uno de
los polinomios)

Por tanto teniendo en cuenta estos dos lemas anteriores podemos hacer la demostracion del
teorema,

Demostracidon

Supongamos que F, G tienen m.n + 1 puntos comunes P, P,,...P,..,; ysean Lij rectas que

unen dos puntos comunes es decir, Lij recta que une P, con PJ.

Consideramos un punto P que no pertenece ni a la curva F ni a la curva G ni a ninguna de las

rectas L.

Haremos un cambio de coordenadas de manera que este punto sea P =(0,0,1).

Las ecuaciones de las curvas quedaran de la siguiente forma:

F(X00 X, X, )= AXT + AXT ™+ + A, con A i=12.m

Es un polinomio homogéneo en X, X, de grado i 6 0.

G( Xy, X, X, )= By XJ +BX) ' +.....+B con B, j=1,2..n

Es un polinomio homogéneo en X,, X, degrado j 60, con A;,B,e K A),B, %0
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Por el lema nombrado anteriormente que dice que F y G poseen una componente comun siy

solosi R ¢ Xy,% =0 por tanto tendremos que demostrar que R. 5 X;,% =0

Supongamos que RF]G X X, # 0, el lema previo nos dice que la resultante es un polinomio

homogéneo de grado m.n; sea P, =(C,,C;,C,) un punto comin de Fy G sustituyendo en F ,G

X, =Cy Y X =C, tenemos que

F(Cy,Cp Cy)= AXT + AXT i+ A,

G(Cy,C,,C,)= ByX) +B X +.....+B

C, esraizde F(C,,C,C,)y G(C,,C,;,C,) tiene la componente comun X,

resultante R. 5 C;,¢, =0

Supongamos Py, P, son puntos comunesaFyG,
Pi =(C0;C1’C2)y Pj =( dovdlydz)

P no pertenece a la recta L;

CO Cl CZ C c
det|d, d, d,|=0 det| ° '|#0
d, dy
0 0 1

—C,, luegola

(C:C,), (dy,d;) son soluciones distintas del polinomio homogéneo R. 5 Xy, X, =0

( para que fuesen la misma solucion (dy,d;) =4 (C,,C) = AC,, AC,

con lo cual
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Luego Re ¢ Xy, % =0 esun polinomio homogéneo de grado m.n con m.n+1 soluciones

distintas entonces ya tenemos que Rp o X, % =0.

Aqui podemos observar algunas ilustraciones y ejemplos del Teorema que son elipses de grado
2.Segun el Teorema de Bézout el nimero de puntos de interseccidon debe se 2x2=4

En este caso hay cuatro puntos de interseccion.

En el caso 2, la interseccidn de la tangente tiene multiplicidad dos y también en este caso son
cuatro los puntos de interseccion.
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En la figura tres vemos que en la interseccién no solo tenemos un punto y un tangente para las
dos elipses sino una curvatura comun,

En este caso el plano proyectivo los dos circulos tienen cuatro puntos segun los requisitos del
teorema
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Hay muchas posibilidades que existen con respecto a estas figuras que se verifica el teorema
en el plano descriptivo complejo

Virginia Lépez Agudo
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El teorema de Bézout y sus aplicaciones

1. Etienne Bézout

Etienne Bézout fue un matematico francés nacido en Nemours en 1730. Hijo de

Pierre Bézout y Jeanne-Héléne Filz, de acuerdo con las costumbres sociales de la época,
debia seguir el camino profesional de su padre. Sin embargo, interesado en los
resultados obtenidos por el matematico y fisico Leonard Euler, decidio finalmente
orientar su carrera profesional al extenso campo de las matematicas.

De ésta manera, su primera publicacion, Dynamique, tuvo lugar en 1756. Este
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echo se repitio en los afios posteriores gracias a la elaboracion de varios escritos como
Différentielles Quantité y Rectificacion des Courbes.

A continuacion, en 1758 fue elegido miembro de la

Academia de la Marina y de Academia de las Ciencias Francesas

y en 1763 Etienne Francois de Choiseul le nombro instructor de

los Guardias de la Marina.

Con el objetivo de ensefiar a sus alumnos toda la

matematica elemental conocida hasta el momento con un especial

énfasis en navegacion y mecanica, escribio en cuatro voliumenes

Cours de mathématiques a l'uso des Gardes du Pavillon et de la

Marina.

En 1768, como consecuencia de la muerte de Camus, fue nombrado examinador

del Cuerpo de Artilleria y siguiendo la misma dinamica que en afios anteriores, redacto
en seis volumenes Cours complet de mathématiques a l’'uso de la Marine et de
[’artilleria que resultd ser uno de los textos méas exitosos de la época usado por
estudiantes que pretendian acceder a la Escuela Politécnica.

También fue el autor de Théoie générale de ecuaciones algebraicas, una obra

que contenia muchos resultados novedosos y de importancia acerca de la teoria de
eliminacion y funciones simétricas de las raices de una ecuacion. Ademas, uso los
determinantes en un articulo de la Historie de I’Académie Royale, sin estudiar en
profundidad la teoria general. Ademas, proporciono a un resultado similar a la regla de
Cramer y enuncié el teorema de Bézout.

Finalmente, Etienne murié en territorio francés Avon, en 1783.

2. El siglo XVIll y las matematicas

El siglo XV111 se caracterizo por el florecimiento de numerosas disciplinas asi

como de conceptos matematicos. Durante éste periodo, a diferencia del siglo XVII, los
matematicos europeos tenian un caracter mas cuantitativo y con mayor aplicacion fisica.
En ésta etapa de las matematicas, el Calculo y sus diversas aplicaciones a la

mecanica tuvieron una especial importancia, destacando asi grandes figuras como
Leibniz, los hermanos Bernoulli, Jacques y Jean, Euler, Lagrange y Laplace entre otros.
El caracter aplicado que predomind en el siglo anterior se ampli6 especialmente
durante ésta época, hecho que coincidi6é con una demanda creciente hacia el uso de las
ciencias en la vida social, es decir, los influjos de la economia, las técnicas o la vida
social influyeron en la practica matematica. Asimismo, fue un siglo de un gran
desarrollo matematico conectado a la evolucion de las ciencias Ilamadas naturales.

En menos de dos siglos, los matematicos europeos lograron sobrepasar con

creces los limites de toda la produccion matematica de la Antigliedad, lo cual fue
decisivo para el progreso de la cultura y la sociedad occidental teniendo en cuenta que
asimismo hubo un destacable progreso cualitativo con una profundidad en los métodos
asi como la creacion de nuevos conceptos y disciplinas matematicas.

Es destacable, el cambio de papeles del algebra y la geometria pues el dominio

en métodos Y criterios de rigor basado en la geometria durante la Antigliedad quedo en
un segundo plano al otorgarle mayor relevancia al algebra.

En cuanto al Analisis se basaba en el Célculo a pesar de la enorme oscuridad

I6gica. En éste campo y periodo, es destacable el matematico suizo Leonhard Euler
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como uno de los autores més prolificos de todas las épocas que abarco diversos campos
como: las ecuaciones diferenciales, la geometria analitica y diferencial de curvas y
superficies, asi como las series y el calculo de variaciones. En relacién a la fisica, Euler
destaco por la aplicacion del Célculo a la mecanica tradicionalmente geométrica, el
estudio de la propagacion del sonido, la perturbacion de los cuerpos celestes en la orbita
de un planeta, la descripcién mediante ecuaciones diferenciales del movimiento de un
fluido.

Gracias a Euler, los resultados de Newton y Leibniz se integraron

armonicamente al Analisis. La obra que esencialmente realizé ésta ampliacion del
Célculo Infinitesimal fue Introductio in analysin infinitorum publicada en 1748, y ello
fue gracias al establecienciento de funcion como concepto central de éste nuevo
Anélisis. Este hecho tuvo una especial repercusion de tal forma que en la consideracion
de varios problemas cléasicos, Leibniz, Jacques y Jean Bernoulli, L'Hopital, Huygens y
Pierre Varignon usaron funciones conocidas y construyeron muchas otras de mayor
complejidad.

Mencionar finalmente, la notable participacion de Francia en las matematicas de

la segunda mitad del siglo XVIII, con Jean D’Alembert, Alexis Claude Clairaut y
Etienne Bézout, asi como por la presencia de de personalidades vinculadas o afectadas
por la Revolucion Francesa.

3. Conceptos previos

Con el fin de facilitar la comprension del teorema de Bézout y de su

correspondiente demostracion, vamos a sefialar algunos conceptos y teoremas previos.
Consideremos los polinomios f(x) = ao-Xn+ a1-Xn-1+ ... +ancon ao = 0y grado

N,y g(x) = bo-Xm+ b1:Xm-1+ ... +bmcon bo = 0y grado m; ambos con coeficiente en
un

dominio de factorizacion Unica.

A continuacion, veamos el enunciado y la correspondiente demostracién de un

lema, cuya aportacion nos serd de gran utilidad en lo sucesivo.

La condicién necesaria y suficiente para que f(x) y g(x) posean un factor en

comun no constante es que existan los polinomios ® (x), ¥ (x) con grado ®(x) <n

y grado W (x) <m, tal que se verifique que W (x)-f(x) = @ (x)-g(x)

Otra condicion necesaria y suficiente para que f(x) y g(x) posean un factor comun
no constante es Rrg=0

Sea K un cuerpo, A=K [Yy1, ..., Yr].

Sea F(x) € A[X], un polinomio homogéneo de grado m

F(X) = Ao-Xm+ ... + Am1:X + Amcon AcE K, Ao # 0, Aipolinomios homogéneos
enYs, ..., Yrdegradoi 6 0.

Sea G(x) € A[X], un polinomio homogéneo de grado n

G(X) =Bo-Xn+ ... + Bn-1:X + Bmcon Bo € K, Bo # 0, Bjpolinomios homogéneos
enYi, ..., Yrdegradoj o6 0.

Bajo éstas condiciones se verifica que

Rr6(Y4, ..., Yr) es un polinomio homogéneo de grado m-n 6 0.
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4. Aplicaciones

Existen diversas aplicaciones del Teorema de Bézout, todas ellas orientadas al

campo de la Geometria Algebraica Proyectiva. Veamos algunos casos particulares:

Y Todo par de curvas se cortan en al menos un punto.

Y Toda curva plana proyectiva lisa C es irreducible.

Sea C ={[x, Y, z] € P2: F(X, y, 2)}, y supongamos que C es reducible. Sean F(x, Y, z) =
G(X, Y, z) - H(x, Y, z) con G y H polinomios homogéneos de grado > 0. Teniendo en
cuenta que todo par de curvas se cortan en al menos un punto, definimos P = [Xo, Yo, zo]
perteneciente a la interseccion de las curvas definidas por H(X, y, z) y por G(X, y, 2).
Entonces P es un punto singular de C, luego C no puede ser lisa.

Y Estudio de las componentes de una curva plana.

Sea C = p(x,y) = 0 una curva plana de grado n y peC un punto racional no singular.
Si C es reducible entonces una de sus componentes es una curva C’ de grado menor que
n que pasa por p (que es racional y no singular). C’ es una curva que corta a C en p con
multiplicidad infinita. Toda curva de grado menor que n que corte a C en p con
multiplicidad mayor que n:(n-1) contiene, por el teorema de Bezout, una componente de
C.

Y Probar que si una conica tiene un punto singular entonces no es irreducible.
Consideramos una recta que pase por dicho punto singular y por otro cualquiera
de la conica. La multiplicidad de corte de la recta y la conica sera de, al menos, 3, y por

el Teorema de Bézout concluimos que la recta es una componente de la cénica.

Y Elgrado de una curva plana V es el maximo ndmero n tal que existe una recta
que corta a V en n puntos distintos.

Y Componentes de una cénica
Y Dos rectas se cortan en un punto.

Y Dos conicas se cortan en cuatro puntos.

Y Cinco puntos determinan una cénica

Y Existen 3264 conicas no degeneradas tangentes a cinco conicas dadas en

posicion general.

Y Cada recta intersecta a una cubica no singular en al menos tres puntos.

6. Bibliografia.
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El espectro primo

de un anillo
TOPOLOGIA DE ZARISKI

Alberto Martinez Marin, Maria L6pez Martin, Luis Martinez Anoz, Susana Moreno
Espinosa
27/12/2010

INTRODUCCION
La topologia de Zariski se define inicialmente para variedades algebraicas. Dada una variedad algebraica
se considera la topologia en ella dada por una base de cerrados formada por sus subvariedades

algebraicas irreducibles.
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Ejemplo:
En

la variedad dada por X=0 tiene como base de cerrados los puntos (0, Y). Asi en general los
cerrados son conjuntos finitos de puntos de la recta y los abiertos son los complementarios de los
conjuntos finitos de puntos.

Pasemos ahora a definir la topologia de Zariski en los conjuntos Xa = Spec(A) , paso a paso.

APLICACION V

Consideremos un anillo A conmutativo y con identidad, y denotemos por el conjunto de todos los

ideales primos de A . Definamos una aplicacién V entre el reticulo de las partes del anillo A y el
conjunto de las partes Xa

del modo siguiente: para cada subconjunto S de A, V(S) es el conjunto de ideales primos del
anillo A, que contienena S .
La aplicacién V verifica las siguientes propiedades:

PROPIEDADES DE LA APLICACION V

1. Dados 'S, S’ subconjunto de A , si*S’ contiene a S, entonces V(S) contiene a

V(S .
Demostracion:

Evidentemente, si'P€V(S”") , P es un ideal primo que contiene a'S’, y por tanto a

S, luegopeV(S).

2.5iSC Ay eselideal engendrado por S, entonces V( S) =V (

3.Si{ }ii

es una familia arbitraria de subconjuntos de A , entonces
V(@
4 Si'U,U "’ son dos ideales del anillo A, entonces

+~V(UNU’)=V(U-U’)=V(U)U V().

TOPOLOGIA ESPECTRAL O TOPOLOGIA DE ZARISKI

En el conjunto  , de ideales primos del anillo A , queda definida una topologia, , llamada
Topologia Espectral o Topologia de Zariski, cuyos cerrados son los conjuntos elementos de ImV

Efectivamente: el conjunto

Im(V)={V(S)e /ScA}
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satisface los axiomas de los conjuntos cerrados de una topologia :

(@) Elconjunto ¢, y el total , pertenecen a ImV

(b) La interseccién finita, o infinita de elementos de IMV , es un elemento de

ImV .
Es un corolario trivial de la propiedad 3.

(c)La unidn finita de elementos de IMV es un elemento de ImV

Es una consecuencia de la propiedad 4 y 2.
El espacio topoldgico ( , recibe el nombre de Espectro Primo del anillo A , y lo designamos
por Spec(A) .
APLICACION |

Sea E un subconjunto de , denotaremos por | (E) , al conjunto de puntos de A que
pertenecen a todos los ideales de E .

Claramente, | (E) es un ideal del anillo A , el ideal interseccién del conjunto de ideales que pertenecen

aE.

Queda asi definida una aplicacién:
| que hace corresponder a cada E , el ideal de P(A), | (E) .

Propiedades de |

(i) si'E estd contenido en E’ entonces , | (E) contienea'l (E”) .
U

iysiF={ }
es una familia arbitraria de subconjuntos entonces:
I(UEi)=NI(EI).
iii)Si - E,E ” son subconjuntos de Xa
-l (Eﬂ E')oI(E)+I(E’).
Demostracién:

Se sigue trivialmente de la propiedad (i) , y de que'| (EN E’) es un ideal.

(V) 1(p)=A
I( Xa) =M A =nilradical de A .
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Demostracion:

La primera afirmacion es inmediata y pasemos a demostrar que |( XA) es el nilradical del anillo A .

I(Xa) €s la interseccion de todos los ideales primos del anillo A y el nilradical de A, (A) , es

el ideal formado por los elementos de A que son nilpotentes y se demuestra que estos ideales
coinciden..

COMPOSICION DE |y V

Las aplicaciones, composicién de | ,V :

Y =VI: P(Xa) >P(Xa)

@ =1V: P(Xa) =>P(Xa)

Verifican las propiedades siguientes:

(i) Dado E = Xa : Ecy(E)

(i) Dado S < A: S cO(S)

Demostracion:

seaf €S,comoScp,VpeV(S),entoncesf € p, VpeV(S), luego f €l (V(S)) .
(D 1=1-y=I

Es decir, [V I =1

Demostracion:

Dado E < Xa, por (i) ,E<V I (E), aplicando | :

I (E)2 1 (VI(E)).Porotraparte, | (E) c Aypor(i'):
1 (E) < IV(I (E)).

{iyy v=v.o=v

Es decir, | VI =V..

Demostracion:

Dado S C A, por(i') :S< 1 V(S) yaplicando V', V(S) 2V(I V(S)) . Reciprocamente, como
V(S) < Xa, aplicamos (i) : V(S) <V I (V(S)) .

(iii) bado E < Xa, E es un elemento de la imagen de la aplicacién V siy solo si,  (E) = E .
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Demostracion:

E s consecuencia inmediata (il ') , ya que E€ImV , siy solo si, existe

Sc ATE=V(S) =y (V(S)) =v (E)

(ili ") Dado S — A, S es un elemento de la imagen de la aplicacién | , siy solo si, ®(S) =S .
Demostracion:

Se sigue de (i) , puesto que Selml siy solosi, existe: EC Xa:S=1E=0- |E=DS .
(v) Las aplicaciones \y , @ son idempotentes.

Demostracién:

En efecto, basta aplicar las propiedades (ii) ,0 (ii ') , para conseguir:

\|12:L|J-L|J:L|J O'=0-P=0D.

TEOREMA DE LOS CEROS DE HILBERT
Dado U ideal del anillo A , U es un ideal radical, si y solo si U pertenece al conjunto imagen de la
aplicacion | .

En general, | (V(U)) =rad(U) .

Demostracién:
Como por definicion, rad(U) es la interseccién de los ideales primos que contienen a U , entonces

I(V(Y)) = rad(U)

Teniendo en cuenta (iii ') de lacomposicion de |y V queda concluida la demostracion. Es decir,

U =rad(U) siysolosiU elml .

* Obsérvese que el radical del ideal U , rad(U) , puede también expresarse como el conjunto de
elementos nilpotentes del anillo cociente A/U .

Este resultado se sigue inmediatamente de aplicar, al anillo cociente A/U , lo visto en la demostracién

de (iv) de propiedades de | donde aseguramos que la interseccién de ideales primos de un anillo
coincide con el conjunto de elementos nilpotentes de dicho anillo.

TEOREMA
La aplicacion ¥ =VI. P( Xa) —P( Xa) es un operador de adherencia de la topologia de Zariski en
Spec(A) .

Demostracion

Veamos primeramente que 'V es un operador de adherencia sobre Xa , es decir que verifica las
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propiedades siguientes:

(@Y () =¢.

(b) ECW(E), VEC Xa.

(c) W(EUE’) =W(E) U (E’), VE, E’ €P(Xa) .

(d) W(¥(E)) =(E) .

En efecto ,utilizando las propiedades , de las aplicaciones | , V , tenemos lo siguiente:
(a) P(9) =VI () =V(A) =¢ .

(b): VECc Xa-ECVIE=YE.

() W(EUE") =VI (EUE") =V(I (E)nI (EY)) =VI (E)uVI (E') =P(E)UY(E) .
(d) W(W(E)) =F(E), VE = Xa.

Ademas YV es el operador de adherencia de la topologia de Zariski sobre Xpa , es decir, para cada
E < Xa, W(E) =clausura de E en el espacio topolégico Spec(A) .

E cW(E) =V(I (E)), y este tltimo es un cerrado de la topologia Tz, luego

cl(E) VI (E) . Reciprocamente , sea E ' un cerrado en la topologia Tz tal que

E c E'cVI (E), entonces E'eImV , es decir E' =VI (E") y tenemos la cadena de contenidos
E cVI (E) cVI (E), aplicando VI y simplificando nos queda lo que queriamos demostrar.
Definicion

Dado un elemento f del anillo A, podemos considerar el complementario de V(( f)) en Xa,

siendo ( f ) el ideal formado por los mdltiplos de A del elemento f . A este subconjunto de Xa lo
denotamos X, con lo que :

Xi={ peXal f ¢ p}
Para simplificar la notacion : V(( f)) =V(f) .

BASE DE LA TOPOLOGIA DE ZARISKI
Dado el espacio topolégico Spec A =( Xa, Tz) , el conjunto:

Bz ={ Xi < Xa/f €A} es una base de abiertos de la topologia Tz .
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Demostraciéon
a) Bz T3

En efecto ,para cada f € A, X es el complementario del conjunto V( f ) que es un cerrado de
Tz ,luego Xs €Tz

b) VGe TZ — ¢,y VpeG existe un f tal que peX; =G .

Sea GeTz. 3ScG=X-V(S).

SipeG, pgV(S), es decir p nocontienea S, luego existef eSyf ¢ p.
Ademassif €S, como X;=X =V(f), Xt contienea G =Xa—-V(S);ysi
f ¢ p entonces pg V(T ) esdecir peXa —V(f) = X;. Porlo tanto :

peXa —V(f) =X que esta contenido en Xp —V( S) =G.

INTERSECCION DE ABIERTOS

Dados f, €A se verifica Xi M Xg = Xtg .

Demostracion:

Xs " Xg =(Xa =V(f)) N (Xa =V(9)) = Xa —=(V(f) LV(9)) = Xa -V(fg) = Xfq

En la demostracién se ha tenido en cuenta las propiedades de la aplicacién V y el hecho de que el ideal
producto ( f)(Q) es precisamente ( fg) .

TEOREMA

Xi =0 siy solo si el elemento f es nilpotente en A .

TEOREMA

Dadof € A, Xf= Xa siysolosif esunaunidad de A .
Demostracion
En efecto:

Xt =Xa, siysolosi V()= y esto quiere decir que ningun ideal primo del anillo A, contiene a

f en particular, ningun ideal maximal contiene a f y por lo tanto f es una unidad de A .
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TEOREMA

Dados f, geA, X = Xy, siy solo si el ideal radical de ( f) coincide con el ideal radical de (Q) .

Demostracion

Si Xi=Xg, Xa—=V(f)=Xa—-V(0),conloqueV(f)=V(g), entonces, aplicando |,
I (V(f))=1(V(9)),yporlotanto rad(f)=rad(g) .

Reciprocamente, si rad( f ) = rad(Q) , aplicamos V y V(rad( f )) =V(rad(g)) , es decir
V(I V(f))=V(I V(9)) ,luego V() =V(g), es decir, tomando

complementarios, X = Xg .

TEOREMA

Paracadaf € A, X; esun compacto en el espacio topolégico SPec(A) .

En particular, Xa es un conjunto compacto.

Demostracion:

Es suficiente para la demostracion, considerar un recubrimiento de Xf, con abiertos basicosde Tz . .

TEOREMA

Es equivalente que un conjunto G pertenezcaa Tz vy sea un compacto a que existan un nimero finito
de elementos de Bz cuya unién sea el conjunto G .

NOTA IMPORTANTE
Noétese que un ideal primo p del anillo A, se considera a su vez como un punto del conjunto Xa .
Teniendo en cuenta esto, tenemos las siguientes propiedades.

PROPIEDADES DEL ESPACIO TOPOLOGICO Xa

Dado el espacio topolégico SPEC(A) = (Xa ,Tz) y p€ Xa, unideal primo del anillo A , se verifican
las siguientes propiedades:

1. El conjunto unitario {p} es un cerrado en Spec(A) , se dice que p es un punto cerrado, siy
solo si, P es un ideal maximal de A.

2. La clausura de {p} esV ( p)

3.Dado p’ € Xa p'ecl ({p}) siysolosipcp'.
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Demostracion:

Es una consecuencia inmediata de la propiedad 2
4. El espacio topoldgico SPec(A) es un espacio Tg .

Esto significa que si p, p’ son dos puntos distintos de Xpa , entonces o existe un entorno de p que no
contiene a p’ o existe un entorno de p’ que no contiene a p.

Demostracion:

Se obtiene de forma directa de la propiedad 3 aplicando la definicién de clausura cuando p es distinto
de p’.

NOTA IMPORTANTE

Hemos sefialado que el espacio topoldgico Spec(A) es un espacio 1, pero lo mas importante de éste
Espacio es que no es un espacio Hausdorff ( T2 ) ( no es separable).

Ejemplo:
SeaA=Z

Entonces Spec(A) ={ ( p) p, primo }
DEFINIMOS LA APLICACION V : P(Z ) —>P(Xz)

BeZ , B ={Conjunto de enteros} —>V (B) ={ conjunto de primos que dividen al maximo comun
divisor de los elementos de B }.

v({234}) =2
v({24}) =v((2)) ={(2)}

LOS CERRADOS DE Xz

Son los subconjuntos finitos y el total (las imagenes son finitas pues vienen del m.c.d).
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VARIEDAD DEFINIDA POR EL IDEAL SUMA

Definicion: Sea Xjuna familia de ideales de un anillo A, que puede ser infinita,
definimos la suma de ideales X j X jcomo el conjunto de todas las sumas XiXi
donde cada xi€ Xjy todos los xison cero salvo un numero finito de ellos.

Propiedad: El ideal suma es el menor ideal que contiene a todos los ideales X;j.
Caso particular para dos ideales

Sean X y X’ dos ideales del anillo A el ideal suma sera el conjunto:
{x+x’ /1 xEX y x’EX’ }.

Si consideramos X y X" ideales del anillo Rn, por tanto son de la siguiente forma:

X=Rn( f, ..., fs), X>=Rn(gs, ..., g), Y los elementos del ideal suma seran de la
forma:

X+X’=Rn(f1, ..., f501, ..., gr).

Definicion: Sean X, X’ dos ideales de un anillo R, decimos que X y X’ son
comaximales en R si X+X’=R.

Proposicion: Sean X, X’ ideales de Rn, entonces:
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V(X+X )= V(X) + V(X)

La variedad definida por el ideal suma es la interseccion de las variedades
definidas por cada uno de los dos ideales.

Demostracion: para demostrarlo, comprobaremos los dos contenidos.
<) Sabemos que: XcX+X’ y X cX+X’

Por tanto V(X+X")cV(X) y V(X+X")cV(X')
por lo que V(X+X")cV(X) N V(X?).

>) Sea (fi, ..., fs) una base de X, y (g1, ..., gr) una base de X’. Si P es un
elemento de V(X) N V(X’), entonces fi(P) =0, parai=1, .....,s y gi(P) =0,

paraj=1, ....., r. Por la definicién de ideal suma, tenemos que
(f1, ..., fs, 01, ..., gr) es base del ideal suma X+X’.

Tenemos por tanto que P anula a todos los polinomios de la base de X+X’, por lo que
queda demostrado que V(X) N V(X)) V(X+X’).

Algunos ejemplos

Ejemplol:

Consideramos el anillo vy los ideales:

X= ( + + =25, + -16)yX= ( -3)

En este caso la variedad definida por el ideal X vendria dada por las soluciones
=3y =-3.

Mientras que la variedad definida por X’ vendria dada por las soluciones de la
siguiente ecuacion:

-3=0
De donde resulta, = 3.

Por tanto, la variedad definida por el ideal suma, seria la interseccion de ambas
variedades, de tal forma que la variedad definida por el ideal suma es el plano

x3=3.
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Para comprobarlo, calculamos el ideal suma que seria el siguiente:

( + + -25, + -16, -3)
De tal forma que la variedad definida por el ideal suma seria:

=3.

Asi, la variedad definida por el ideal suma coincide con la interseccion de las
variedades definidas por cada uno de los ideales.

Ejemplo2:

Consideramos el anillo Rsy los ideales:
X=R3( - +1);X’=R3( , )yX’=Rs3( +1)

La suma de estos tres ideales sera el ideal:
X=R3( - +1, +1)

La variedad definida por este ideal es el conjunto de puntos de  que son solucién del
siguiente sistema:

- +1=0

Es decir, es el punto (0,0,-1)

Por otra parte:

- La variedad definida por X es el conjunto de puntos de la parabola - +1=0
- La variedad definida por X’ es el eje

- La variedad definida por X’ es el plano =-1

Por lo que la interseccion de estas tres variedades es el punto (0,0,-1) que coincide con
la variedad del ideal suma.

Proposicion: La interseccion finita o infinita de variedades algebraicas de  es
una variedad algebraica de
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Demostracion:

Sea Viuna familia que puede ser finita o infinita de variedades de  , entonces,
para cada i existe un Uiideal del anillo de polinomio Rn, tal que Vies la variedad
definida por el ideal Ui, es decir Vi= V( Ui). Veamos entonces que

N =V() ) siendo )

el ideal suma de la familia de ideales Uisegun la
definicion anterior.
Tenemos por tanto que si X es un elemento de N

entonces x€ Vi=V(Ui)
para todo i, luego f(x)=0 para todo f perteneciente a Ui, y esto ocurre para todo i.

Asi, tenemos que f(x)=0 para todo fEUi, para todo i, luego x€ V(Y )

Reciprocamente, cada Ui esta contenido en el ideal suma,

V(> ) estécontenido en cada V(Ui) y por lo tanto
Estd en la interseccion.

Asi, teniendo en cuenta que dada una familia de ideales Uidel anillo Rn, el ideal

suma es un ideal de Rn,y V(> )
es una variedad algebraica del espacio afin
Como ya hemos demostrado que la interseccion de variedades es igual a la

variedad de la suma, se tiene que la interseccion de variedades de es otra
variedad de
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La Circunferencia y la Elipse

Ricardo Laorga Victoria Llorente Lucia Martin
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Capitulo 1
Introduccion

Situémonos en el plano real R2. Las figuras mas sencillas que nos encontramos
(sin contar los puntos) son las rectas, las cuales, como ya sabemos, se
representan mediante ecuaciones lineales o de primer grado. Después de ellas,
y segun su grado de dificultad, encontramos las curvas planas denominadas
conicas, las cuales pueden ser degeneradas (punto doble, recta doble o dos
rectas) o no degeneradas (circunferencia y elipse, hipérbola y parabola).
Normalmente

al hablar de coénicas, nos estamos refiriendo a las no degeneradas.

Con las definiciones geométricas originales de estas curvas veremos que al
representarlas encontramos ecuaciones cuadraticas, esto es, de segundo
grado. Reciprocamente, si partimos de una ecuacion de segundo grado
siempre

obtenemos una conica.

Otra cosa curiosa es que estas curvas se obtienen todas como cortes de un
cono doble con un plano y, ademas, son las Unicas que se obtienen haciendo
esto. Por esto reciben el nombre de conicas.

En nuestro caso, nos centraremos en la elipse y en la circunferencia. Veremos
sus definiciones clasicas, sus ecuaciones y sus invariantes, todo ello con
ejemplos.

Por ultimo y como anexo, veremos la aplicacién de la geometria proyectiva

al reconocimiento de los distintos tipos de coénicas y, ademas, las figuras
correspondientes

a la circunferencia y a la elipse en el espacio Rs: la esfera y el

elipsoide.
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@ Circulo

Elipse

Hipérbole

Capitulo 2

La circunferencia

2.1. Definicion

La circunferencia es el lugar geométrico de todos los puntos Q del plano
gue equidistan de uno dado C. El punto C se llama centro y la distancia
r = dist(Q;C) se llama radio.



Ejemplo 1

Encontrar el centro C y el radio r de una circunferencia que pase por los
puntos P = (4;: 4), Q =(6; 0) y R =(— -)

¢,Cuantas de tales circunferencias

hay?

Empecemos buscando el centro C.

Por la definicion de la circunferencia, tiene que equidistar de Py Q,

luego tiene que estar en la mediatriz de P y Q, m1. Hallemos tal mediatriz:
La mediatriz pasa por el punto mediode Py Q,

M1=(5,2)

y es perpendicular a
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PQ = (1;-2), asi,
vi=(2; 1)

luego tiene de ecuacion:
ma:

X=2+5

y=10+2

y despejando [

mi:x-2y=1

Analogamente, el centro tiene que estar en la mediatriz de Q y R, ma.
Tras calculos . . .

mz2:x-7y=1

2.2. ECUACION IMPLICITA 9

Luego C esta en m1y en mz:

Esto es,
C=(1;0
Ahora veamos el radio r:

r=5

Como conclusién, hay una Unica circunferencia que pasa por P, Qy R,y
tiene de ecuacion

+ =25
Ejemplo 2
Sean Q1y Q2dos puntos dados del plano. Determinar el lugar geométrico de
todos los puntos Q desde los que Q1Y Q2 se ven desde un angulo recto.
Sean Q1= (a1; b1), Q2= (az; b2) y Q = (X; y), el hecho de que Q1y Q2se
vean bajo un angulo recto desde Q 10
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Por tanto, el lugar geométrico buscado es la circunferencia que pasa por Q1
y Q2 tiene de centro el punto medio de esos dos puntos.X

Ejemplo 3

Se considera una cuerda, PQ, de una circunferencia, y otras dos cuerdas,
AB y CD, que pasan por el punto medio, M, de la primera. Demostrar que
estas dos cuerdas determinan un segmento, XY , en la primera cuyo punto

medio es M.
Elegimos
A C
P / Q
X A Y
!
D
- _.-*"’-‘J
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Elegimos el sistema de referencia con centro el punto M,.

Como M es el punto medio de la cuerda PQ, resulta que el centro de la
circunferencia esta en el eje de las y, luego tiene coordenadas (0; B), y la
ecuacion de la circunferencia es

En esta situacion, X = (k; 0), y decir que M es el punto medio del segmento
XY equivale a ver que Y = (-k; 0). Para confirmar esto, calcularemos las
coordenadas de todos los puntos involucrados a partirde A=(a;a)y C =
(c; C).

Por la construccion, es claro que B = t(a; a’), y calculamos t usando que B
esta en la circunferencia. Operando,obtenemos la solucién deseada.

Capitulo 3

La elipse

3.1. Definicién

La elipse es el lugar geométrico de los puntos Q cuya suma de distancias
a dos puntos dados, F1y F2, es constante (y mayor que la distancia entre
ambos
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3.2. Invariantes de la elipse

Los puntos F1y F2 se denominan focos, y la suma constante de distancias
se suele denotar

k = dist(Q; F1) + dist(Q; F2)

La distancia focal es la longitud del segmento que une los focos. El

punto medio de ese segmento es el centro de la elipse C=- +-
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Asi, la distancia ¢ de un foco al centro es la mitad de la distancia focal.
Los dos ejes de la elipse son la recta que une los focos y su mediatriz
respecto de estos; ambos ejes pasan por el centro. Los vértices (V1, V2,
V3y Vi) son los cuatro puntos de la elipse que se encuentran en los ejes.
Las distancias de los vértices al centro, a = dist(V1;C) = dist(V2;,C) y

b = dist(V3;C) = dist(V4;C), son los dos semiejes.

Todos estos datos estan ligados por las dos relaciones siguientes:
k=2ay

Demostracion

Por la definicion de la elipse y la simetria de la figura:

k = dist(V1; F1) + dist(V1; F2)

= dist(V1; F1) + (dist(V1;C) + dist(C; F2))

= dist(V1; F1) + (dist(V1;C) + dist(C; F1))

= (dist(V1; F1) + dist(F1;C)) + dist(V1;C)+

= dist(V1;C) + dist(V1;C) = 2a

Yy, por otra parte

2a = k = dist(Vs; F1) + dist(Vs; F2) = 2dist(V3; F1)
de modo que a = dist(V3; F1) y, por el “Teorema de Pitagoras”,

3.3. ECUACION IMPLICITA 15

Se llama excentricidad de la elipse al coeficiente e = -

.Como c<a,

tenemos

O<ex<l1

Este coeficiente expresa cuén lejos esté la elipse de ser una circunferencia.
En particular, la elipse sera una circunferencia cuando e = 0.
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3.3. Ecuacion implicita

Para obtener la ecuacion implicita de una elipse de una forma sencilla,
haremos una eleccion conveniente de la referencia ortonormalCV1
__ De este modo, tenemos:

C=(0;0); Fi=(c; 0); F2=(-c; 0)

con lo que la ecuacion resulta ser
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Distintos tipos de elipses

Capitulo 4
Ecuaciones parametricas

Para encontrar las ecuaciones paramétricas de la circunferencia y de la elipse,
necesitaremos la conocida férmula de la identidad trigonométrica:

cos’o_+sen’d =1
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Ecuaciones paramétricas de la circunferencia de centro (a_; B_) y radio r:

X=o0_+rcosd_
y=B_+rsin_o

Ecuaciones paramétricas de la elipse de centro (o_; B_) y semiejes a, b:

X=o0_+acos o_
y=B_+bsind_

Demostracion

Se comprueba facilmente que estas ecuaciones verifican la ecuaciéon implicita
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de la elipse de centro el punto (o_; B_) y semiejes a, b > 0.

Apéndice A
Geometria proyectiva

Vamos a ver como la geometria proyectiva nos puede ayudar a distinguir los
tipos de conicas a partir de una ecuacion de segundo grado.

Sea en R?la cénica de ecuacion
aX?+bXY +cY? +dX+eY+f=0
Homogeneizamos y cortamos con la recta del infinito (z = 0):

AX® + bxy + cy?+ dxz + eyz + f22= 0
z=0

y nos queda

ax? + bxy +cy’ = 0

Llamando D = b* 4ac

Y asi, tenemos tres casos:

D > 0: Hay dos soluciones reales en la ecuacion, luego la conica corta a la

recta del
infinito en dos puntos reales y distintos. Es una hipérbola.
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Conica genérica .
HIPERBOLA

D = 0: Hay una solucién real, luego la cénica corta a la recta del infinito
en un solo punto real. Es una parabola.

Cénica genérica PARABOLA

D < 0: No hay soluciones reales, luego la conica no corta a la recta del
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infinito en ningun punto real. Es una elipse.

||:}2 r.inf |R2

ELIPSE
Conica genérica (o CIRCUNFERENCIA)

Apéndice B
Esferas y elipsoides

Las figuras que en el espacio corresponden a las circunferencias y elipses
del plano son las esferas y los elipsoides.También pueden definirse como
lugares geométricos:

_ Una esfera es el lugar geométrico de los puntos del espacio cuya distancia
a uno dado es constante. El punto dado es el centro, y la distancia
constante es el radio. La ecuacion de una esfera de centro (o_; B_;y) Y
radio r es:

(x- @)*+ (y- B)*+ (z-v)°=r°

Un elipsoide es el lugar geométrico de los puntos del espacio cuya suma
de distancias a dos puntos dados es constante. Los dos puntos dados
son los focos, y el punto medio de ellos es el centro. La ecuacion de

un elipsoide de centro el origen y focos en un semieje coordenado es del
tipo:
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—+—+—=1

esfera

elipsoide
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Variedades definidas por los ideales interseccion y producto

Proposicion 2.7.1.:

Dado A, anillo conmutativo y unitario, la interseccién de una familia cualquiera X, i’ de

ideales de A, es un ideal de A.

Asi los ideales de A forman un reticulo completo respecto a la inclusidn.

G producto de dos ideales X , Y en Aeselideal XY generado por todos los productos Xy\

donde Xe X e y€eY . Es el conjunto de todas las sumas finitasz X;Y; , donde cada

x eXvecaday;, €Y

Qnélogamente se define el producto de cualquier familia finita de ideales. /

Observacion:
En particular las potencias £, > 0 de unideal £ quedan definidas.
Por convenio X® = (1.

Asi X" | 1 >0  eselideal generado por todos los productos ¥1%z - X» en los que cada
factor x; € X |

Observacion:

Dados XY ideales del anillo A, se verificara que el ideal interseccidn de Xe¥ contiene al

ideal producto AY-

Proposicion 2.7.2:

Dados U.U" ideales del anillo de polinomios R =, la variedad definida por el ideal producto
UU" es igual a la variedad definida por el ideal interseccién U N U e igual a la unidn de las

variedades definidas por cada uno de los factores U, U'. Es decir:

\_ Viuuy=viUnU)})=VIU)uWVU) .
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c
U>UNU'sUU® V(U)cVUNU)cVUU))
U'sUNU'sUU! V(U)cVUNU)cVUU))

VU)UVU)cVUNU) <V UUY)

-

Si demostramos que V(UU ) <V (U) WV (U ") tenemos que
VUU)=VU)UVU") ycomo VUNUY=VU)UVU)cVUU,
tendra que ser igual y tendremos que V(U)UVU )=VU NU )=V (UU"

Vamos a demostrar que V(UU ") <V U)WV (U") por reduccidn al absurdo:
SeapgVU)UVU"),luego | pgV(U), 3f eU, f(p)=0
peV(U), 3geU’g(p)#0

fg eUU " luego fg(p)= f(p)g(p)#0 luego peV(UU").

Ejemplo 1:

Consideramos los ideales del anillo R z. U=Ra(x,), U' = Ra(x;),

Tenemos que UU = UnU" = Ry(x,%3) y |a variedad definida por este ideal serian los

puntos (X, X,) € C*/x[X, =0=>x =00x, =0. Por tanto,

V(R (xx)) =VU)UVU)

En general, dados U, U’ ideales de un anillo A: Un U" = UU*

Sea A=z, U=Rz(x,)=U" entonces U NU"'=R,(X ) contieney es distinto a

UIU'=R,(x°) puesx, ¢ R,(x?,). Sin embargo la variedad que definen es la recta ¥1 = 0-
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Ejemplo 2:
Sea U= Rzlx;.x3), U' = Ra(x,).

UnU =R;(x,) 2 UU = Ry(xZ, xyx5)

Las variedades definidas por estos ideales coinciden, es la recta *1 = 0.

Corolario 2.7.3:

[La unidn finita de variedades de [ ". es una variedad de[] ". ]
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Ideal de una variedad. Teorema de los ceros de Hilbert

Definicion:

Sea £un subconjunto del especio afin [ ", denotaremos por IE) g conjunto de polinomios

de R, que se anulan en cualquier punto de £ es decir:

I(E)= feR /f(x)=0,VxeE

En particular, si Vo es una variedad algebraica de [1 ", llamaremos Ideal de la variedad

Va al conjunto de los polinomios de R, que se anulan en todos los puntos de Vj, es

decir, al conjunto /(Vy)

3.1.2. Se define la aplicacién I: P(C") ------- > J(R,) como aquella que hace corresponder a cada
E €EP(C") el ideal de R, I(E). Esta aplicacidn verifica:

3.1.2 (1)
7

SiE,E’ €P(C") y E’ contiene a E entonces I(E) contiene a I(E’).

Si F= {E}}; es una familia de subconjuntos de C", entonces: I(UE;)= N I(E)

En efecto: si f es un polinomio de R, que pertenece a I(UE)),
entonces como E; contiene a cada E;, f(x)=0 para todo x de E; y para todo i,
luego f€EI(E;) para todo i, es decir f€ [11 { E}). Reciprocamente si f€I(E;) para

todo i entonces dado un elemento arbitrario x de UE; existe un elemento E; de
la familia F tal que x€ E;, luego f(x)=0y por lo tanto fEI(UE;).

219 [2)
AT I Tl T |

Si Vy es la variedad definida por el ideal Ug de R,, entonces el ideal de la variedad V,
contiene al ideal U,.

Basta tener en cuenta que si fEU, entonces f(x)=0 para todo s
elemento de V(Ug)=V,, por lo que f es un elemento de (V).
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3.1.2. (4)

Reciprocamente si fevU entonces existe meN: f"(x)=0, para todo xeE.

Teniendo en cuenta que C es cuerpo y por tanto dominio de integridad, resulta que existe
algun factor que es cero, asi f(x)=0, xeE y f es un elemento de I(E)=U.

Teniendo en cuenta que Im(l) estd contenida en J(R,) y que Im(V) estd contenida en P(C"),
podemos considerar la composicidn de aplicaciones:

VE: P(C") =---- >P(C")
I*V: J(R,) === > J(R,)

verificAndose:

3.T.2.(5)

[ Dado Ue J(R,): I(V(U)) contiene a U. ]
371.2(6)

[ Dado Ee P(C"): V(I(E)) contiene a E. ]
3.T.2.(7)

[ Dado Ee P(C"): V(I(E))=E siy solo si E es una variedad de C". ]

Demostracion: En efecto, I(E) es un ideal de R, y por tanto V(I(E))=E es una
variedad. Reciprocamente, teniendo en cuenta 3.1.2. (5), veamos la otra
inclusion: si E es una variedad existe U ideal de R, tal que E=V(U), y por 3.1.2.
(6), I(E) contiene a U, aplicando 2.5.3. (1) V(U)=E contiene a V(I(E)).

3.T.2.(8)
[ I(V(U))=U siy solo si Uelm(l). ]
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Evidentemente si U= I(V(U)), U es un elemento de la imagen de
la aplicacidn I. Reciprocamente tenemos por 3.1.2. (6) que siempre se verifica
una inclusidn. Si Uelm(l) existe E de P(C"): U=I(E), aplicando 3.1.2. (5) V(U)
contiene a E, y por 3.1.2. (1), I(E)=U contiene a I(V(U)).

3.1.3. Subvariedades:
El espacio afin C" es un espacio topoldgico, con la topologia de Zariski, en la que los conjuntom
cerrados son las variedades algebraicas de C". (2.7.4.). Podemos por tanto considerar la
topologia inducida en cada variedad V de C".

Si las subvariedades de una variedad V son las variedades algebraicas de C" contenidas en V,
entonces los subconjuntos cerrados de V son precisamente las subvariedades de V: dado D
cerrado de V, existe D’ cerrado en C", es decir, D’ variedad de C" tal que D=D’ contenido enV, y

por 2.6.3., D es una variedad de C", y contenida en V, luego D es una subvariedad de V.

- J

3.1.4.
Si E es cualquier subconjunto de C", entonces la clausura de E es la menor variedad algebraica

conteniendoa E

Si V' es una variedad de C"y V’ contiene a E entonces, por 3.1.2. (1), I(E)
contiene a I(V’), y por 3.1.2. (7) V'=v(I(V")).

Aplicando ahora 2.5.3. (1), V' contiene a V(I(E)) que a su vez contiene a E (3.1.2. (5)).
Luego V(I(E)) es un cerrado de C", pues es una variedad, y ademads esta contenida en
cualquier otra variedad que contenga a E. Por lo tanto: clausura(E)= V(I(E)).

3.1.5.
[ Dadas las variedades V, y V, en C", si V; # V, entonces I(V,) # [(V>). ]

Como consecuencia: una cadena estrictamente descendente: V; > V,> ...> V;> ... de variedades
de C", le corresponderd una cadena estrictamente ascendente de ideales de polinomios de R,
que sera necesariamente finita pues R, es un anillo noetheriano; siendo dicha cadena: I(V,) >
I(Vy) > ... > 1(V)> ...

Para la obtencion de este resultado hemos tenido en cuenta 3.1.2. (1) y 3.1.5.
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Esta propiedad especial de las variedades muestra que cualquier variedad, con la topologia de
Zariski, es un espacio cuasicompacto.

3.1.6. Definicion: Variedades irreducibles

Una variedad V definida sobre C sera REDUCIBLE sobre C si puede descomponerse en la suma

de las variedades V, y V,, las cuales estdn definidas sobre C y son subconjuntos propios de C.

Si tal descomposicién no existe entonces la variedad V se dice que es IRREDUCIBLE.

Notal: Dada una variedad V descompuesta como suma finita de variedades irredundante
Vl,V2 , ...,Vn . Se dice que esta descomposicién es irreducible si V, csz parai,j=1,..,nvyj

#i

Si la descomposicion de V no es irredundante entonces sea por ejemplo V, superflua.

Luego: V, UVi VA O(V, V)
i=2 i=2

Como V, esirreducible entonces V,; =V, [V, para algiin i# 1y por consiguiente

V| CV, paraalgini#1

3.1.6 (1) Teorema

[ Una variedad Vde C" es irreducible < 1 (V) es primo ]

(=) Sean f,, f, € R polinomios tales que f,, f, & 1(V).Y consideremos los

conjuntos:
W, = xeV/f(x)=0 =V(R (f))NV
W, = xeV/f,(x)=0 =V(R (f,))NV

que son subvariedades de V. Ademas cada W,,i =1,2 es distinto de V puesto que si

coincidieran entonces f. € (V) contra la hipétesis.

a) Supongamos que W, # & paraalgin i =1,2 luego W UW, cV y
W, UW, #V pues V es irreducible. Por tanto, 3XeV / X gW,,x ¢W,, es
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decir,
IxeV/f(x)=0, f,(x)z0=3IxeV / f,(x)0f,(x) 0= f,(x)H,(x) 21 (V)=
I(V) es primo.

b) Supongamos que W, =J,i =1,2 entonces
vxeV /IxeW,xeW,= f(x)=0, f,(x) 0= f,(x)If,(x)z0= f0f, (V)

(«<=) Supongamos ahora que I(V) es un ideal primo y tenemos que ver que V es
irreducible. Entonces supongamos que sea V reducible. En consecuencia,
aV,,V, IV, UV, =V y tal que una de las dos variedades, por ejemploV, cumple que

V, #V . Aplicando lo demostrado anteriormente como 3.1.2 (2) (que decia que si F={

E; . }es una familia de subconjuntos de C" entonces | (U E)= ﬂ I(E))

entonces tendremos que 1(V)=1(V,)N1(V,) y por el 3.1.5 sabemos que I(V)

z 1(V,).

Ademas, | (V)N 1(V,) < I(V,[V,) y por hipétesis | (V) es primo entonces I(V)
S 1(V,) y la otra inclusién es trivial, asi que en consecuencia I(V)=I(V, ) y por tanto,
V(1(V))=V(I(V,)) por 3.1.2 (7) V=V, . Luego concluimos que V es una variedad

irreducible.

3.1.6 (2) Teorema: Componentes irreducibles

ﬂualquier variedad V puede representarse como una suma finita de variedades irreducibles V,, \

es decir, V = UVi .

i=1

Ademas, si en esta descomposicion no se repiten losV, entonces tal descomposicion es Unica,

salvo el orden de los V.

A cada una de las variedades irreducibles V, , i=1,... n tal que cumplen lo anterior, es decir,

i=1

n
V= LJVi las llamamos componentes irreducibles de una variedad V. /
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a) Existencia: Siempre existe una descomposicidn en variedades irreducibles de toda
variedad V ya que si suponemos que existe una variedad V, que no se descompone en

irreducibles entonces V es reducible por lo que V, =W UW siendo W y W’ tales que

W,W cV,yW ¢V0,W' #V, y la descomposicion serd falsa para alguna de las
variedades W, W’.

Luego tenemos demostrado el teorema para una variedad V,, asi que existe una

subvariedad propia V1 de V0 para la cual el teorema también sera falso. Esta

conclusién asegurara la existencia de una cadena infinita de variedades que sera

estrictamente decreciente (V, >V, >V, >...), en contradiccién con la consecuencia del

3.1.5 pues dicha cadena da lugar a la cadena de ideales del anillo de polinomios Rn

siguiente: (I(V, )<I(V, )<I(V, )<...) que es infinita y por lo tanto al ser el anillo

netheriano no la admite.
b) Unicidad: Supongamos que la variedad V admite la descomposicidén no redundante

n
en variedades irreducibles: V = UVi

i=1

Y sea ahora otra descomposicion irredundante de V en componentes irreducibles:

Vv :LmJV Y
j=1

m
Asi para cada V,,i=1,2...n tendremos que Vi =V ﬂVi = U(V 'j ﬂVi) .Y puesto

j=1
que V, es irreducible entonces 3j /V 'J- V. =V, , es decir, V; <V 'J- , para algun
j=1,.. m. Del mismo modo, cada \Y 'j CVS, para algin s=1,...n. Luego
Vi eV’ cV,yportanto que V; =V, =V pues si V contuviera propiamente a

V. entonces tendremos que V| seria superflua en la descomposicién dada de V y esto
no puede ser ya que habiamos supuesto que la descomposicion es irredundante.

Luego cada una de las n variedades irreducibles V; coincide con cada una de las m

\Y 'j y al revés. Asi habremos probado la unicidad de la descomposicién.

Nota 2: El anterior razonamiento de la nota 1 es similar al que usamos para probar que: Si un

conjunto finito de de ideales primos { P;, P,,..., P, }es tal que P; < p; parai, j=1,.nyj#i,

entonces P; no es superfluo en la intersecciéon p, (1 P, (... p, . En efecto, si
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n
p, MNP, MN...N p, no esirredundante entonces existe un i, por ejemplo i=1 tal que ﬂ P, C P,
i=2

y P, esunideal primo con lo que existird uni= 1 tal que p, < p,

Proposicion :

[Si V es una variedad irreducible, V#(), sy \/ no es un espacio Hausdorff (T-) ]

Sean V;y V, subconjuntos propios cerrados de V, de manera que, por ser V irreducible,

V; U V.2V, lo que equivale a que U:NU,#@ con U,;,U, abiertos no vacios de V, por lo

gue V no puede ser Hausdorff.

Proposicion:

Galquier ideal U del anillo de polinomios de Rntal que U € Im(l), admite una representacién\
irredundante

U=P1ﬂpzﬂ.. ﬂpn
con Piideales primos.

Ademas, la descomposicidn es Unica y cada Pi € Im(l) de manera que cada variedad Vi=V(Pi)
@ las componentes irreducibles de la variedad V(U). /

Sea V'=V(U); como U € Im(l), por 3.1.2.(8) U=I(V’); aplicando 3.1.6.(2) con V;,V,,...Vn

las componentes irreducibles de la variedad V’. Por la propiedad 3.1.2.(2) tenemos que
U=P1ﬂpzﬂ...ﬂpn
con Pi=l(Vi) € Im(l) que son ideales primos por el teorema 3.1.6.(1).

Ademas, la descomposicion de V es irreducible, es decir Vi¢Vj para todo izj con
i,j=1,...,n,y de aqui, I(Vi)=Pi no contiene a I(Vj)=Pj para i#j coni,j=1, ,n, lo que

muestra que P;NP,N...NPn es irredundante.

Veamos que esa descomposicion de U es Unica:
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Sea U=P/NP,N...NPn’ otra descomposicién de U irredundante de ideales primos
Py

Para cualquier Pj, i=1,...,n tenemos que: Pi=U U Pi= Nyg=1..h}(Pj'UPi) contiene a
TT4=1..h}(P;"UPi)

Por ser Pi un ideal primo, alguno de los h ideales PyUPic Pi, y como la otra inclusion

siempre se da, existe j=1,...,h tal que Pj’ ¢ Pi.

Utilizando el mismo argumento, cada Ps ¢ Pi’ para algun s=1,...,n. Tenemos pues Ps ¢
Py’ ¢ Pi, por lo que Ps = Py’ = Pi.

Luego, cada uno de los n ideales primos Picoincide con uno de los h ideales Pj’ y
reciprocamente
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VARIEDADES DEFINIDAS
[DEALES PRIVIOS

Antes de comenzar a caracterizar los ideales primos del anillo de polinomios R,
recordemos brevemente como definiamos un ideal, y cuando deciamos que éste era primo:

Definicidn de ideal: Sea A anillo conmutativo y con unidad.

Diremos que | es un ideal de A siy solo si

- lestd contenidoen A

- Paratodo x, y pertenecientes a | tenemos que x-y también esta en |

- Paratodo a perteneciente a A, y para todo x perteneciente a |, ax también
pertenece a |

Definicidn de ideal primo: Sea A anillo conmutativo y con unidad.

Diremos que P ideal de A es primo cuando verifique que si a, b pertenecen a A, ab
pertenece a P, a no pertenece a P, entonces b ha de pertenecer a P.

Caracterizacion de los ideales primos en el anillo de polinomios R,[X]:

Veamos primero que en Z, los ideales formados por los multiplos de un nidmero son
primos <orena humero es primo.

Por ejemplo:
e 3Zesunideal primo ya que estd formado por los multiplos de 3, numero primo

e 6Zno esideal primo ya que 6 = 2:3.

Si utilizamos este mismo argumento, en el anillo R,[X] tenemos la siguiente definicion
de los ideales primos, que ademas serdn principales:
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Definicion:

Llamamos polinomio primitivo a un polinomio tal que sus coeficientes no tienen
divisores comunes salvo las unidades.

Por ejemplo, en Rs:

e 3x*+4y*+5z+2xy® +xz es un polinomio primitivo ya que sus coeficientes no tienen
divisores comunes

e 3x*+9xy’ + 6xz + 24xy> + 15xz = 3x(x* + 3y’ + 2z + 8y* + 5 2)
Este no es un polinomio primitivo ya que los coeficientes tienen divisor comun 3y lo
podemos sacar, junto con una x, como factor comun

Como consecuencia inmediata de la definicion tenemos la siguiente proposicién.

Proposicion:

Todo polinomio f(x) de R; se puede poner de la forma c-f;(x), donde fi(x) es un
polinomio primitivo y ¢ es precisamente el maximo comun divisor de los coeficientes, que lo
denotamos por c(f), y recibe el nombre de contenido.

f(x)= c(f) -fa(x)

Ademas se verifica que un polinomio f(x) es primitivo <~—==>stante ces una
unidad del cuerpo en el que estemos, en este caso R.

Nota: Hemos visto esta definicién y sus consecuencias en R, pero seguirdn siendo igualmente
validas si cambiamos R, por cualquier dominio de factorizacién Unica (DFU) Dy el anillo de
polinomios D[X].

Lema de Gauss:
Sean f(x), g(x) € D[X] siendo D un DFU. Se verifica entonces que:
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c(f-g) = c(f)-c(g).

En particular, el producto de dos polinomios primitivos es un polinomio primitivo.

Demostracion: Si llamamos c;=c(f) y c,=c(g) se tiene que f(x)-g(x) = (c1-c2)f1(x)g1(x)
siendo f; y g, polinomios primitivos. El lema se verificard si probamos que f;(x)-g:(x) es un
polinomio primitivo, es decir, si probamos la segunda parte del mismo.

Lo haremos por reduccién al absurdo:

Supongamos que esto no es cierto, es decir, existe p e D tal que divide a los coeficientes de
f,-g1. Pero como f; es primitivo debe existir un coeficiente a; de f; de forma que p no lo divide y
como g; también es primitivo, existe un coeficiente b; de g, de forma que p no lo divide.

Sean a, y b, los coeficientes de f, y g, de menor grado que verifican lo anterior. El coeficiente
de grado s-t de f;:g; es (...+ as1bw1 + ab; + ag1beq +...). Este coeficiente serd multiplo de p: (...+
as1br1 + asbe + agiibiat...) = ph = ..+ phy + a,b; + ph, +... por lo que a;b, = ph — ph; — ph, - ...= p(h
—h;—h,-...). Luego p | asb;, teniendo que cuenta que D es DFU necesariamente se tendria que
cumplirp | a;o p | b.. ABSURDO.

Lema:

Sea g(x) un polinomio de D[X], donde D es un DFU tal que g(x) es primitivo, es decir sus

coeficientes no tienen divisores comunes, y tal que g(x) | bf(x), con bz0 elemento de D
g(x) [ f(x). =

Demostracion: si g(x) | bf(x) —=4x) = g(x)h(x) donde h(x) es un polinomio de D[X],
teniendo en cuenta el lema de Gauss se cumple que bc(f) = c(g)c(h). Como c(g) es una unidad,
ya que g es primitivo, se tiene que b|c(h) por lo que

h(x) = c(h)h;(x) = bh,(x)
Sustituimos esto que acabamos de tener en la primera igualdad, y tenemos que
bf(x) — bg(x)h,(x) = 0 y como b#0 se tiene que f(x) —g(x)h,(x) =0, luego

f(x) = g(x)ha(x)

es decir g(x) divide a f(x).
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Teorema:

Si D es un DFU |—_‘3}X], que es el anillo de polinomios sobre D en una indeterminada,
también lo es.

Demostracion:La haremos en dos partes:

1) todo elemento no unidad de D[X] es producto de factores irreducibles.
2) Sip(x) es un elemento irreducible de D[X] y p(x) | f(x)-g(x) entonces p(x) | f(x) o p(x)]|
g(x).

1) Todo elemento no unidad de D[X] es producto de factores irreducibles.
Demostraremos esto por induccién sobre el grado del polinomio:

e Sigr(f)=0 entonces f(x) = r con re D, luego trivialmente r es producto de
factores irreducibles.

e Sigr(f) =n, suponiendo que todo polinomio de grado menos que n puede ser
expresado como producto de factores irreducibles. f(x) se podria expresar
como f(x) = c-fy(x) siendo ¢ = c(f) y f1(x) primitivo.

Veamos que f,(x) se puede descomponer en factores irreducibles:

o Sify(x) esirreducible, es trivial.

o Sify(x) no es irreducible, suponemos fi(x) = g(x)-h(x), siendo g(x), h(x) e
D[X] no constantes y por lo tanto de grado menor que ny en
consecuencia verifican la hipdtesis de induccidn:

g(x) = H g,(x)y h(x) = th (X) siendo gi(x) y h(x) polinomios
i i

irreducibles. Con lo que tenemos f(X) = CH gih; .
i

2) Sip(x) es un elemento irreducible de D[X] y p(x) | f(x)-g(x) entonces p(x) | f(x) o p(x)]|
g(x).

Razonemos segun el grado de p(x).

e Sigr(p) =0 entonces p(x) sera igual a una constante, llamémosla p,peDyp |
f(x)-g(x) luego p divide a todos sus coeficientes, en particular, p| c(f)-c(g) y al
ser c(f), c(g) € D se sigue necesariamente que p divide a uno de los dos, p | c(f)
op | c(g),yenconsecuencia p | c(f)fi(x) = f(x) o p | c(g)g(x) = g(x).

e Sigr(p)>0. Supongamos que p(x) no divide a f(x), construimos el conjunto:
M={A(x)p(x) + B(x)f(x) / A(x), B(x) € D[X]}
Sea h(x) el polinomio de M no idénticamente nulo de menor grado y sea a el
coeficiente del término de mayor grado de h(x). Sabemos que existen dos

polinomios q(x) y r(x) y ke Z* de manera que
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Proposicion:

a"f(x) = h(x)q(x) + r(x) siendo gr(r) < gr(h), por lo que
a'f(x) = (A(x)p(x) + B(x)f(x))a(x) + r(x) =
= A(x)p(x) a(x) + B(x)f(x)a(x) + r(x)

Despejando r(x) tenemos: r(x) = af(x) - A(x)p(x) g(x) — B(x)f(x)q(x) =

= f(x)( a“~ B(x)a(x)) — p(x)(A(x)a(x))

Asique tenemos que r(x) es un elemento del conjunto M, y como ya hemos
dicho gr(r) < gr(h) por lo que r(x) ha de ser necesariamente el polinomio
idénticamente cero, ya que gr(h) era el minimo de los polinomios
pertenecientes a M, por lo que gr(r) = 0, y a“f(x) = h(x)q(x), o lo que es lo mismo
a*f(x) =c(h)h1(x)q(x) siendo hs(x) un polinomio primitivo tal que h(x)| a“f(x) que
por el lema anterior hy(x) | f(x).

De manera analoga llegariamos a que hy(x)|p(x), pero teniamos que p(x) es un
polinomio irreducible y p(x) no divide a f(x), por lo que necesariamente hy(x) es
una unidad de D[X]. Como las unidades de D[X] son sélo las unidades en D, se
ha de cumplir que hy(x) =h, he Dy que

hg(x) = Alx)g(x)p(x) + B(x)g(x)f(x) se cumple que p(x) | hg(x)

siendo p(x) polinomio irreducible de gr(p) > 0 y por tanto primitivo, por lo que
segun el lema anterior p(x) divide a g(x).

El anillo de polinomios R, es u DFU cuyas unidades o elementos inversibles son los
elementos no nulos de C.

Demostracion: Sabemos que R; = C[X] es un dominio euclideo y por tanto, un DFU. Por

induccion, supongamos que R, anillo de polinomios sobre C en n-1 indeterminadas es un

DFU. Entonces R, = Rn.1[X.], con lo que se sigue que R, es DFU. Ademas, si d es un elemento no

nulo de C es por tanto una unidad en R, ya que posee inverso y tanto d como d™ estan en R,.

Reciprocamente, si f es una unidad en R, existira f * de forma que f-f '= 1y al ser gr(1)=0 se

tiene que cumplir que gr(f)-gr(f *)=0y por tanto fy f * son elementos no nulos de C.
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Una vez visto lo anterior podemos caracterizar los ideales primos y principales de R, :

Proposicion:

Sea f(x) elemento de R, entonces el ideal que genera R,(f) es primo Lo
irreducible, invertible o nulo.

Demostracion:

si f(x) es el polinomio idénticamente nulo entonces R,(f) es el ideal generado
por el cero, que es primo.

Si f(x) es invertible entonces sabemos que es un elemento no nulo, y por tanto
f(x) = k, Ra(k) = R, que es asi mismo ideal primo.

Si f(x) es un polinomio irreducible: sea p y q elementos de R,(f), es decir p-q =
h-f siendo h perteneciente a R, y supongamos que p no pertenece a R,(f). Al ser p,qy h
elementos de un DFU se pueden expresar como producto de factores irreducibles de
manera Unica salvo el orden y salvo los factores unidad:

P1 e PrQiteelm = hyveerhf

Por lo que al ser firreducible existird un elemento del primer término que sera igual a
f.

Supongamos que el termino pj=f ——=5=p;...'pj"..."Pn = P1-..-F*...-Pn, €NtONCES P Seria
un elemento de R,(f) lo que contradice la hipdtesis. Luego necesariamente tiene que
ocurrir que g;=f, y conello: g=q;....qj..°qn = =qq .o

Por lo tanto g es un elemento de R,(f).
Reciprocamente, supongamos que R,(f) es un ideal primo:
Si f = 0 se verifica la proposicién
Si f es un elemento constante y por tanto invertible, también lo tendremos

Si f es un elemento de R, no constante y que f = g-h donde gy h son elementos
de R,, entonces g€ R,(f) o he R,(f). supongamos que ge R,(f): entonces g = pfy f=
p-f-h y por ello f(ph — 1) = 0 siendo f no idénticamente nulo por tanto ph—1=0, y por
tanto h es una unidad de ya que h|1€R,. Es decir si f= g-h, h tiene que ser una unidad,
lo que lleva a que g sea divisor propio de f y por tanto f serd irreducible.
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Veamos ahora algunos ejemplos de ideales que segun el teorema anterior son primos:

1) Elideal principal Ry(x*+y*-1) es un ideal primo ya que el polinomio que lo
genera es un polinomio irreducible en R,.

2) Siconsideramos el ideal generado por el polinomio x*-y%, no es primo ya que se
puede expresar como (x-y)(x+y) y por ello es un polinomio reducible en R,.

Veamos otros ejemplos de variedades y sus ideales asociados:

1) Sea lavariedad V, de C?, tal que est4 formada por los puntaos de la recta
X, =0 . esta variedad es irreducible y su ideal asociado es I(V;) = Ry(x;) que es

un ideal primo

2) Sealavariedad V, ={(xy, x,) € c? / (x1, X2) = (0,0), (0,1), (0, -1)}. Esta es
claramente reducible, ya que el ideal generado por ella es
V2= V(Ry(Xy, X2)) U V(Ra(x1, X2 -1)) U V(Ry(xy, X, +1))

Entonces I(V,) = (Ra(x1,%:( X*5 -1)) que no es un ideal primo ya que
X,( X%, -1) pertenece al ideal y sin embargo x,y ( x; -1) no pertenecen a él.

3) Sea lavariedad V; consistente en los puntos de la parabola x*-y=0. V; es
irreducible, el ideal generado por V; es I(V3)=R,(x*-y) y es un ideal primo ya que
el polinomio que lo genera es irreducible.

4) SeaV, lavariedad generada por el punto (1,0) y los puntos de la recta de
ecuacion x=0. es claro que se puede expresar como unién de dos variedades. El
ideal de V, es I(V,4)=R,(x(x-1), yx) que no es primo ya que y-xe I(V,4) y sin
embargo, y, Xx& 1(V,).

5) lavariedad V que consiste en todo C" es irreducible. Basta considerar el ideal
definido por V: I(V) que es el ideal impropio de R,.

6) sea lavariedad V constituida por Rn, tenemos que V(Rn) = ¢) ya que en Rn
estdn los polinomios, 7, 15, 24,... de grado cero. Y ningln poto se anula en ellos
ya que siempre 7 £0, 1520, 2420

Proposicion:

Sea un ideal primo de R, ) verifica que la variedad a dicho ideal es irreducible.

Demostracion: Aplicando el teorema de los ceros de Hilbert, I(V(p)) = Vp = p y se sigue que V(p)
es irreducible.
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Nota: aplicando esta proposicién la variedad V= @ es una variedad irreducible por estar
asociada al ideal primo R,,.

Proposicion:

Sea un ideal primo p de un anillo R de forma que contenga a la interseccién de los
ideales Uy,.... U, p~<—=rene a alguno de los ideales Uy,.... U,

Demostracion: basta tener en cuenta que el ideal producto U;-....- U por estar
contenido en U;() ....[] U,, esta contenido en el ideal primo p y consecuentemente alguno de

los U;

Proposicion:

Si una variedad V estd contenida en la unién de las variedades Vj, ..., V siendo V
irreducible entonces esta contenida en algunas de las variedades V..

Nota: esta proposicion no se verifica si V no es irreducible.

Contraejemplo: la variedad formada por los puntos (0,1) y (0, -1) esta contenida en la unién de
os variedades sin estarlo en ninguna de las dos.
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TEOREMA DE LA BASE DE HILBERT
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TEOREMA DE LA BASE DE HILBERT

CONCEPTOS PREVIOS
En lo que sigue supondremos que A es un anillo conmutativo y con unidad.

Definicion: Ideal de A.

Un subconjunto no vacio | de A es un ideal de A si:

. a,b lsetienea+ bel

. acl, xeAsetienea.Xxel
Definicion: Ideal finitamente generado
Seal = {Xi} iel . Se define el ideal generado por L como

(L)A={xeA:x=>  ,i=1...r, paraciertos,re Z+, aE A, xicL}
Un ideal se dice finitamente generado cuando admite ser generado por un conjunto finito.
Definicion: Anillo noetberiano.
Un anillo es noetheriano cuando todos sus ideales son finitamente generados.
Proposicion.

Son

equivalentes:

. A es noetheriano
. Todo conjunto no vacio de ideales de A admite un elemento maximal.
. A cumple la siguiente condicién de cadena ascendente. Si

lo lic 1oc.. INClIn+ac..

es una cadena de ideales de A entonces existe N E N tal que In= In+1= In+2 = ...
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Axioma de eleccion (AE)
Para todo conjunto A y cada particién P de A existe un conjunto B de representantes.
Intuitivamente, AE dice que dada una coleccion de subconjuntos no vacios de un conjunto, se puede

tomar exactamente un elemento de cada uno de estos subconjuntos.
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TEOREMA DE LA BASE DE HILBERT

Si A es un nillo noetheriano => A [X] es anillo noetheriano.

Demostracion

Procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe un ideal 1 de A [X] que no es

finitamente generado.

Construimos una sucesion de polinomios del modo siguiente
«Sea el \{O} tal que grado( ) = min{grado(f), f el \ {O}}
«sea  el1\( )A[X] tal que grado( )= min{grado(f), fe1\( )A[XI)
eSea E1\( )A[X] tal que

grado () =min {grado (f), fe1\( , )A[XI)

y asi seguimos

Obsérvese que, como | no es finitamente generado, entonces para cada n EN es

N, e, AKX

Notese que en la construccion de esta sucesion estamos empleando

el axioma de eleccidn.

Para cada n EN denotaremos

a,=I( ) = coeficiente principal ey d_= grado de

Observamos que la sucesion de los grados de los polinomios elegidos es no decreciente, esto es,

Consideramos ahora la siguiente cadena de ideales de A :

=)A= A I =( aa)A,
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Esclaroque cJ,cJ,c..SJcJ+ c...yporserA unanillo noetheriano N

EN tal que n ~NsetieneJ = Jn.

Por tanto existen ,..., €A con =3
Construimos el polinomio g

G= -
De este modo el polinomio g construido cumple

1) ge\( ..., )A[X]
2) grado (g) grado ( )

Por tanto, todo ideal de A[X] es finitamente generado, por lo que A[X] es noetherianoo

114



CONSECUENCIAS DEL TEOREMA DE LA BASE DE HILBERT

Corolario 1

Si A es un anillo noetheriano entonces cualquier anillo de polinomios sobre A en un nimero finito de
indeterminadas es noetheriano.
Demostracion

Demostraremos el resultado por induccién sobre el nimero de indeterminadas.

i) Si A es un anillo noetheriano, entonces acabamos de probar que el anillo de polinomios en una

indeterminada sobre A, A [X] es noetheriano.

ii) Suponemos ahora que se cumple que si A es un anillo noetheriano entonces el anillo de polinomios

sobre A en n -1 indeterminadas, es noetheriano.

Sea pues A un anillo noetheriano; entonces por la hipétesis de induccién

Al ... ] es noetheriano. Aplicando ahora (i) (A[ , ..., , ] esnoetheriano.
Corolario 2
Si K esuncuerpoentonces K[ ,... ] esnoetheriano.

Demostracion

Por ser K un cuerpo es noetheriano ya que los cuerpos tienen solo dos ideales (O) y (1) = K, Yam
son finitamente generados. Luego aplicando el corolario 1 tenemos el resultado.

bos
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