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9. Analisis de varianza

9.1. Introduccion. Conceptos basicos

Vamos a introducir en este tema las técnicas de analisis de la va-
rianza. El anélisis de varianza es una herramienta muy importante para
comparar las medias distintas poblaciones. Su desarrollo, como se vera
posteriormente, tiene una filosofia muy parecida a la de la regresion.

En esta seccion introduciremos los conceptos bésicos de analisis de
la varianza. Empecemos con un ejemplo; asi, consideremos el nimero
de kilos de fruta que da un manzano. Tenemos entonces que la cantidad
de fruta de un arbol concreto es una variable aleatoria, pues no puede
predecirse a priori cudl sera el resultado. Para esta variable aleatoria
podemos realizar los estudios tipicos de la inferencia estadistica que
hemos visto en los dos temas anteriores; por ejemplo, a partir de una
m.a.s. podemos calcular un intervalo de confianza para la produccion
media de manzanas o cualquier otra caracteristica de interés; podemos
plantear el contraste de hipotesis para estudiar si la varianza de esta
variable supera 4 o no; podemos plantear un contraste no paramétrico
para ver si la produccion sigue distribucion normal; etc. Todos estos
estudios nos daran informacién que puede ser muy valiosa para conocer
el comportamiento general de la variable.

El analisis de la varianza plantea el problema desde otra perspectiva:
.por qué no todos los arboles producen la misma cantidad de manza-
nas? O en otras palabras, ;jhay alguna caracteristica que influye en la
producciéon de manzanas? Por ejemplo, es posible que las distintas sub-
especies de manzano den lugar a diferencias en la produccion de fruta;
otra causa que podria influir en el resultado final de la variable pro-
duccion es el tipo de abono utilizado; y asi podemos obtener muchas
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més caracteristicas que puedan explicar las diferencias entre los distin-
tos valores. Es decir, el analisis de la varianza se centra en estudiar las
causas que originan las diferencias entre los resultados de los distintos
individuos.

Este planteamiento es muy interesante en la préctica; asi, si hay di-
ferencias entre las distintas subespecies, podemos elegir la que dé una
mayor produccion; si hay dos abonos que potencian la producciéon de la
misma manera, podemos elegir el que sea més barato, etc.; y en gene-
ral, podemos buscar la mejor combinaciéon entre subespecie y abono que
maximice la produccion. Esto hace que el andlisis de varianza se apli-
que en muchos problemas médicos, industriales y econémicos. Notese la
similitud con regresion, en la que tenemos una variable aleatoria y estu-
diamos si conocer el valor de otra u otras variables sobre un individuo
nos dan informacién sobre el valor que toma la variable original sobre
ese individuo.

Desde un punto de vista mas formal, consideremos una v.a. X, en
ocasiones llamada variable dependiente. Sobre esta variable aleatoria
se cree que pueden influir una serie de caracteristicas; cada una de estas
caracteristicas se llama factor; es usual denotar los factores por A, B, y
asi sucesivamente. Por ejemplo, en el caso anterior la variedad o el tipo
de abono serian factores.

Cada factor puede tomar una serie de valores, no necesariamente
numeéricos. De hecho, esta serd una de las diferencias con regresion,
en la que las variables que influyen sobre la variable dependiente son
numéricas y se busca una relacion numérica que dé una aproximacion
de la variable dependiente a partir de los valores de las otras variables. Si
estamos considerando el factor A, las distintas modalidades del factor se
denotan por Aq, As, ... y se llaman los niveles del factor A. Por ejemplo,
en el caso anterior tenemos que las variedades fuji, reineta o golden son
niveles del factor variedad. Notese que las modalidades que puede tomar
un factor pueden ser infinitas o finitas. Asi, si consideramos la cantidad
de lluvia como un factor, entonces tenemos infinitos niveles.

Cuando estamos estudiando el comportamiento de la variable X es
posible que no podamos estudiar todos los niveles de un factor. Esto
es debido a que el nimero de niveles es muy elevado (incluso infinito)
o porque no podamos controlar la modalidad de la caracteristica; por
ejemplo, si estamos considerando la temperatura minima, este es un
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factor que no podemos controlar y tendremos que conformarnos con los
valores que aparecen al realizar el estudio. En estas condiciones, dire-
mos que el factor es de efectos aleatorios. Para un factor de efectos
aleatorios se supone que los niveles del factor se escogen al azar, ya
sea por el investigador, que los fija mediante un sorteo antes de comen-
zar el estudio, o por la naturaleza, que los determina al realizarse el
experimento.

Por otra parte, es posible que si seamos capaces a estudiar todas
las modalidades del factor que nos interesan. Notese que es posible que
el factor tome muchas mas modalidades, pero que no sean relevantes
para nuestro estudio; por ejemplo, de entre todos los posibles abonos
tal vez nos queramos centrar en los que no superan un nivel determinado
de cierto componente muy contaminante; en este caso, los abonos que
no estan en estas condiciones dejan de ser niveles del factor abono. Si
estudiamos todos los niveles que nos interesan diremos que el factor es
de efectos fijos.

Aunque en el caso que estudiaremos nosotros, que es el modelo con
un solo factor, los desarrollos mateméticos son iguales para un factor de
efectos fijos que para un factor de efectos aleatorios, para modelos mas
generales si existen diferencias en los calculos a realizar.

En todo caso, sea un factor de efectos fijos o de efectos aleatorios,
siempre tendremos en la practica una cantidad finita de niveles. Deno-
taremos por a el nimero de niveles que se consideran para el factor A,
por b el nimero de niveles que se consideran para el factor B, y asi
sucesivamente. Asi, los niveles de A se denotan por Ay, ..., A,, los de B
por By, ..., By, vy asi sucesivamente.

Inicialmente, el objetivo del analisis de varianza es estudiar si verda-
deramente existe una influencia de los distintos factores sobre el resulta-
do de la variable X. Por otra parte, ademas de una influencia aislada del
factor, es posible que existan interacciones entre los factores, de forma
que la combinacién de niveles tenga una influencia superior o inferior
de la que tendria cada uno de los factores por separado y luego su-
mando todas esas influencias. Por ejemplo, es posible que una variedad
de manzana con un determinado abono produzca muchas méas manza-
nas que otra variedad con el mismo tipo de abono. Por ello, tenemos
que estudiar todas las posibles combinaciones de factores. Si tenemos
varios factores, una combinaciéon de un nivel de cada factor se llama
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un tratamiento. Asi, si tenemos dos factores tenemos los tratamien-
tos A1B1, A1 Bo, ..., A, By, en total a x b tratamientos. La tabla 9.1 se
muestra el proceso para dos factores.

By By ... B
A1 AlBl AlBg Ale
A2 AQBl AQBQ Ang
Ao | AuB1 AuBs ... A.By

Tabla 9.1. Construccion de los distintos tratamientos en el caso de dos fac-
tores.

En definitiva, lo que estamos haciendo es particionar una poblacion,
que viene dada por la variable X, en varias subpoblaciones, en cada una
de las cuales los niveles de cada factor estan fijados. Denotaremos por
Xi,i,,... la variable que sigue la subpoblacién en la que el primer factor
toma el nivel i1, el segundo factor el nivel iy, etcétera. Si tenemos k fac-
tores y denotamos por r; el ntimero de niveles que estamos considerando
en el factor 7, entonces estamos comparando

i

=1

poblaciones distintas.

Xll...
X{
X?"17’2...

El objetivo entonces es estudiar si todas las variables X;, ;, . siguen
la misma distribucion, lo que significaria que los distintos tratamientos
influyen por igual para la variable que se estd considerando o, por el
contrario, existen diferencias entre ellos. Por lo tanto, el contraste que
nos planteamos es:

Hy : X, i,... homogéneas (misma distribucion)
H1 : No HO
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Esto es un contraste no paramétrico, pues no conocemos la distribu-
cién de cada una de esas variables. Sin embargo, nosotros supondremos
las siguientes condiciones sobre las poblaciones:

= Normalidad: Todas las subpoblaciones siguen distribucién nor-
mal. Es decir, supondremos que X;, i, .~ N (liyig..s Oiig....)-

= Homocedasticidad: Todas las subpoblaciones tienen la misma
varianza. Es decir, 0, , .. = 0, Viy, ig, ...

= Independencia: Todas las subpoblaciones son independientes en-
tre si.

Como consecuencia de estas hipotesis previas, X;, 1, ~ N (i iy, 0),
donde las distintas medias f;, 4, y la desviacion tipica comin o son
desconocidas. El problema de comprobar su homogeneidad se reduce
ahora a contrastar la igualdad de medias

HQ . uil,i%” = W, Vil,ig,
H, : No H, ’

donde p es un valor comun para todos los tratamientos y que coincide
con la media de la variable X. Notese ademéas que por la hipotesis de
independencia, el analisis de la varianza es una generalizacion del con-
traste de igualdad de medias para poblaciones normales independientes
con varianzas iguales y desconocidas que se estudié en el capitulo ante-
rior. Los distintos modelos de analisis de la varianza permiten resolver
estos contrastes en distintas situaciones.

9.2. Modelo unifactorial

En esta seccidon veremos el modelo méas sencillo de analisis de va-
rianza. En el modelo unifactorial tenemos un tnico factor de interés.
Denotaremos este factor por A y supondremos que se evalian a niveles.
Cada nivel del factor puede influir positivamente o negativamente en el
valor de la variable.
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Como hemos visto, el analisis de la varianza se basa en descomponer
la variable X en varias variables, una por cada tratamiento. En este
caso, como solo hay un factor, los tratamientos coinciden con los niveles
del factor, y asi los escribimos como Xi, ..., X,, donde estas variables
corresponden a la variable X segiin los distintos niveles del factor. Como
en el caso general, nosotros supondremos las siguientes condiciones sobre
las poblaciones:

= Normalidad: Todas las subpoblaciones siguen distribucién nor-
mal. Es decir, supondremos que X; ~ N (u;, 0;).

» Homocedasticidad: Todas las subpoblaciones tienen la misma
varianza. Es decir, o, =0, Vi =1, ..., a.

» Independencia: Todas las subpoblaciones son independientes.

Entonces, por estas condiciones previas de andlisis de la varianza,
tenemos que X; ~ N (p;,0), donde o es un valor desconocido de la
desviacion tipica, comin a todas las variables, y u;,2 = 1,...,a son los
valores de las medias (también desconocidas). El contraste que queremos
resolver es si hay diferencias entre las distintas variables X7, ..., X,. Por
las condiciones previas, la tnica diferencia posible es en la media, lo que
se traduce en el contraste

Hy:py=po=... = g
HliNOHO

Para resolver este contraste, tenemos que estudiar el comportamien-
to de cada una de las variables. Para ello, tenemos a muestras aleatorias
simples, de tamanos ng, ..., n,, respectivamente, una para cada una de
las varialbes (una para cada nivel del factor). Estas muestras vienen
dadas por

(X11y ooy Xy )y ooy (Xaty ooy Xany )-

De esta manera los datos de todas esas muestras pueden escribirse
todos juntos en una tabla tal y como se da en la tabla 9.2.
Tenemos entonces un nimero de datos dado por:

n+...+n, =n.
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Nivel 1 Nivel 2 --- Nivel a
T11 T21 T Ta1
T12 T2 T La2
T1ing Tong o Lang

Tabla 9.2. Datos muestrales para resolver un anélisis de la varianza unifac-
torial.

Notese que los tamanos de muestra pueden ser diferentes para las
distintas muestras, lo mismo que pasaba para el contraste de medias de
dos poblaciones normales que se vio en el capitulo anterior.

Como se trata de comparar las medias, lo logico es que nuestras con-
clusiones dependan de las estimaciones de cada una de ellas. Para cada
subpoblacion podemos estimar la media teérica mediante la correspon-
diente media muestral; la media correspondiente al nivel ¢ se denota por
X, y viene dada por

— 1
Xz' = n—l ;Xija

que para unos datos concretos (z;1, ..., T, ) nos da el valor

1 Z”i
T; = — Lij.
n; <
J=1

De manera anéloga podemos estimar la media de la poblacion global
mediante la media muestral de todos los datos, ya que podemos consi-
derar la uniéon de todas las muestras como una muestra de tamano n de
la variable X; denotaremos esta media por X; este valor viene dado por

a ng

i=1 j=1

Es facil comprobar que estos valores estan relacionados mediante la
formula
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v _ mX1+nXo+ .. +n,X,
n Y

y los valores muestrales por

N1T1 + NoTa + ... + NgT,
- )

Si la hipotesis nula es cierta, entonces p; = pj, Vi,j = 1, ..., a. Esto
significa que nosotros esperamos que X; y X; estan estimando la mis-
ma cantidad, por lo que es de esperar que 7; y T; sean valores similares
(noétese que no es de esperar igualdad porque estamos haciendo una es-
timacion). Por otra parte, si la hipotesis nula es cierta, todas las medias
tedricas j1; coinciden con y, la media (desconocida) de X, con lo que X;
y X estan estimando la misma cantidad y es de esperar que T, y Z sean
valores similares; en esto ultimo es en lo que nos vamos a basar para
resolver el contraste.

Si X; y X son similares, entonces (X; — X)? sera pequeno, y en
consecuencia

T =

i n; (Yz — 7)2
=1

serd pequeno. Aqui n; aparece porque si los tamanos de muestra son
grandes, esperamos que la estimacion sea mejor, y entonces penalizare-
mos las diferencias grandes mas que si el tamano de muestra es pequeno.
Por el contrario, si la hipotesis nula es falsa, hay diferencias entre
algtn p1; y p;; entonces, X; y X; estiman cantidades diferentes y es de
esperar que T; y 7; se diferencien mucho. Procediendo como antes, es
de esperar también que T; y T se diferencien y asi (T; — 7)? deberia ser
grande. Entonces, si la hipdtesis alternativa es cierta, esperamos que

Za: n; (Yz — 7)2
=1

sea grande. Entonces, nuestra regiéon critica deberia ser de la forma

R.C. = {(In, ceiy Tiny oovy Tal, ...,xan) t.q. an(jz — T)2 > ]{Z}
i=1
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Tenemos entonces que calcular el valor de la constante £ que marca
la frontera entre la region critica y la region de aceptacion. Supongamos
que hemos obtenido Y 7 | n;(T; — T)? = 4,3. (| Es este valor suficiente-
mente grande para concluir la hipotesis alternativa? En otras palabras,
icudl es el valor de k para un nivel de significacion « concreto?

Notese en primer lugar que, si la hipotesis nula es cierta, entonces
las diferencias entre X; y X dependeran de la varianza o2, valor que
es desconocido. De esta manera, 4.3 serd grande para varianzas pobla-
cionales muy pequenas, pero serda un valor que podemos achacar a la
aleatoriedad de la muestra si la varianza poblacional es muy grande. Lo
mismo sucede si tenemos un error de mediciéon entre dos distancias de
un metro. Si es sobre una distancia de varios kilémetros, el error que
se estd cometiendo es muy pequeno, pero si es sobre una distancia de
cinco metros, el error de mediciéon es muy grande. ;Qué hacer entonces?

Para resolver el problema volveremos al inicio de nuestro estudio, en
el que nos planteamos por qué no son iguales todas las observaciones,
y procederemos de forma similar a como se hizo para regresion lineal.
Para ello tenemos que pensar en que las posibles diferencias en el valor
de la variable X para dos individuos de la poblacién pueden ser debidas
a dos causas:

= Si los individuos estan en niveles del factor diferentes, como la
medida de cada individuo es un valor cercano a su media mas
o menos una cantidad debida a la variaciéon o de la poblacion,
entonces si las medias para distintos niveles son diferente, es de
esperar que haya una diferencia entre los valores obtenidos para
esos dos individuos. Es decir, que variar el nivel puede producir
diferencias. Diremos que esta posible variacion es debida al factor.

= Por otra parte, individuos que estdn en las mismas condiciones
para el factor, es decir, estdn bajo el mismo nivel, no tendran el
mismo valor. Eso es debido a que en este caso, si tenemos el nivel
A;, tenemos dos individuos con distribucion N (p;, o), y debido a
que tenemos una variable aleatoria (en otras palabras, o no es 0),
es de esperar una diferencia entre los valores para los dos indivi-
duos. Diremos que esta diferencia es debida a un error aleatorio.

Una medida de la variacién de todas las observaciones viene dada
por
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a ng

Y (X —X) = (n—-1)S* =nV(X).

i=1 j=1

Este término se llama la suma de cuadrados del total y se denota
SCT. Puede demostrarse que esta suma de cuadrados puede descom-
ponerse en dos sumandos mediante

a

YD) BEIES VD ) PETES AN ) Pe bk

i=1 j=1 i=1 j=1

El primer término se llama suma de cuadrados del error y se
denota por SC'E; el segundo término se llama suma de cuadrados
del factor y se denota por SC'A. Asi, la variacion total de la muestra
se ha desglosado en dos términos:

SCT = SCE + SCA.

Notese que se tiene lo siguiente:

SCE = ii(){ij —-X,)? = —1)8% = an

=1 j5=1 i=1

a

SCA = ZZX X)? Zn

=1 j5=1

Veamos estos dos términos por separado. La suma de cuadrados del
error es una suma de las varianzas muestrales en cada muestra mul-
tiplicadas por n;. Como dentro de cada muestra la poblacion tiene la
misma distribucion (N (u;, o)), este término serd més o menos grande si
o es més o menos grande. En otras palabras, este término es debido a
errores aleatorios en las muestras y no depende de las diferencias entre
los niveles.

En el caso de SCA, ya hemos visto que es el término que depende
tanto del error aleatorio (que hace que no coincidan las medias mues-
trales con las teoricas) como de posibles diferencias entre los distintos
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niveles (pues al estimar cantidades distintas hay una tendencia a que
aumente el valor absoluto de sus diferencias).

Entonces tenemos que comparar SCA con SCE. El problema ahora
es que estas cantidades no estan en las mismas «unidades». En concreto,
se puede demostrar que

E(SCE) = (n—a)d®, E(SCA) = (a—1)0®+c,

donde ¢ es una constante positiva que mide las posibles diferencias entre
los niveles y que vale 0 si no hay diferencias entre ellos.
Definimos entonces el cuadrado medio del factor como

SCA
(a—1)

Anéalogamente, definimos el cuadrado medio del error como

CMA =

SCE

(n—a)

CME =

Ahora si podemos realizar la comparacion: Al dividir CM A entre
CMFE, si no hay diferencias entre los niveles, entonces estan estimando
la misma cantidad y esperamos que nos queden valores similares, con
lo que el cociente sera cercano a 1. Si hay diferencias entre los niveles,
entonces ¢ es positivo y estamos estimando cantidades diferentes y es-
peramos que ese cociente sea mayor que 1. Nuevamente tenemos que
encontrar un valor para el que consideremos que es un valor suficiente-
mente grande como para concluir que hay diferencias entre los niveles.
La ventaja que tenemos ahora es que este cociente es adimensional. Se
puede demostrar que

CMA
~ar- Fa—l,(n—a)'
CMFE
En definitiva, rechazaremos para valores grandes de g%g Es decir,

que nuestra region critica para un nivel de significacion a sera

cma
R.C. = {(.ﬁlfll, vy Tipgs ooy Lal, ...,Zl?ana) tq % > Fa—lm—a;a}'
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En general, todos los modelos de analisis de varianza se resuelven
rellenando una tabla. En el caso del modelo unifactorial la tabla es la
que se puede ver en la tabla 9.3.

F. Variacion SC gl. CM F
Factor A sca a-1 cma £
Error sce n-a cme
Total sct n-1

Tabla 9.3. Tabla ANOVA para el modelo unifactorial.

Notese también que se tiene el mismo estimador para resolver el
modelo de efectos fijos y el modelo de efectos aleatorios. Como hemos
dicho anteriormente, esto es algo que no ocurre en general. Si cambia la
interpretacion de los resultados:

= En un modelo de efectos fijos, si concluimos Hy, entonces afirma-
mos que no hay diferencias entre los niveles del factor. Si conclui-
mos Hi, entonces existen diferencias.

= En un modelo de efectos aleatorios, si concluimos Hj, entonces
afirmamos que no hay diferencias entre los niveles del factor, in-
cluyendo los niveles que no han sido estudiados. Si concluimos Hq,
entonces existen diferencias.

Ejemplo 136.

Se estan comparando cuatro métodos de estudio. Para ello, se prueba
cada método y se observa la puntuacion obtenida en una prueba. El pro-
fesor supone que, aparte de la variacion usual en la nota para alumnos
que han utilizado el mismo método, puede existir una variacion signi-
ficativa de la nota debido a que la eficacia de los distintos métodos sea
distinta. Para investigar esto, selecciona 16 alumnos al azar que divide
en cuatro grupos de cuatro alumnos cada uno, y evalia a cada alumno
en una prueba. Los datos recogidos aparecen en la tabla 9.4.

Suponiendo que se cumplen las condiciones de ANOVA, spodemos
concluir que hay diferencias entre los métodos de estudio?
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Método / Alumno. | 1 2 3 4 | Media
1 8 7 9 6| 75
2 1 0 3 2 1,5
3 6 5 7 5| 575
4 5 6 9 8 7

Tabla 9.4. Calificaciones correspondientes al ejemplo 136.

Aqui la variable X es la nota que se obtiene y el factor es el método
(con cuatro niveles); es un factor de efectos fijos, pues solo estamos

interesados en comparar esos cuatro métodos.

En este problema, se tiene que la media global es T = 5,4375. Apli-
cando un andlisis de la varianza se obtiene la tabla 9.5.

F. Variacion SC gl. CM F
Método 89.19 3 29.73 15.68
Error 22.75 12 1.9
Total 111.94 15

Tabla 9.5. Tabla ANOVA para el ejemplo 136.

El valor 15.68 corresponde a un p-valor inferior a 0.05, puesto que
F512.005 = 3,49, por lo que rechazamos la hipotesis nula y concluimos
que existen diferencias entre los métodos de aprendizage.





