Departamento de Economia Financiera y Contabilidad |
Facultad de Ciencias Econémicas y Empresariales

Universidad Compiutense de Madrid

PROGRAMACION ESTOCASTICA

POR METAS.

TEORIA Y APLICACIONES ECONOMICAS.

TESIS DOCTORAL

Ana Maria Garcia Aguado

Madrid, 1998




Agradecimientos

Quiero expresar mi mas profundo agradecimiento al Profescr Dr. D.
Antonio Heras Martinez, director de la presente tesis, por su
impecable orientacidn y su constante estimulo.

También mi gratitud a todos los compafieros de los Departamentos
de Economia Financiera y Contabilidad | (Economia Financiera y
Actuarial), en el que inicié mi trabajo como ayudante y he realizado
los estudios del Doctorado, y del Departamento de Estadistica e
Investigacién Operativa I (Métodos de Decisiéon), al que
actualmente pertenezco, por su colaboracién en mi carrera docente
e investigadora.



Indice.

Indice

INTRODUCCION.
Capitulo 1.- Introduccion: Teoria de la Decisidn.

Capitulo 2.- Programacion Lineal Multiobjetivo.

2.1.- Planteamiento det problema.
2.2.- Optimalidad Paretiana.
2.3.- Principales métodos de resolucién,
2.3.1.- Métodos generadores.
2.3.1.1.- Método de las ponderaciones.
2.3.1.2.- Método de las restricciones.
2.3.1.3.- Método del Simplex Multicriterio.
2.3.2.- Métodos que incorporan informacién del decisor.
2.3.2.1.- Construccién de una funcion de valor.
2.3.2.2.- Programaci6n de compromiso.
2.3.2.3.- Programacion por metas.
2.3.2.3.1.- Introduccion.
2.3.2.3.2.- Formulacion de las metas.
2.3.2.3.3.- Estructura general del problema.

A.- Programacion por metas lexicografica.

B.- Programacién por metas ponderada.
2.3.2.3.4.- Analisis de post-optimizacion.
2.3.2.3.5.- Extensiones.

10

17

18
19
20
20
20
21
23
26
26
27
28
28
30
32
32
41
45
45



Indice,

Capitulo 3.- Decisién en ambiente de riesgo.

3.1.- Planteamiento del problema.

3.2.- Funcion de Utilidad.

3.3.- Decision de Bayes y Riesgo de Bayes.

3.4.- Decisiones mixtas o aleatorizadas.

3.5.- Metodologia Bayesiana. Decision con experimentacion.
3.6.- El valor de la Informacién.

3.7.- Estadisticos suficientes. Familias de distribuciones conjugadas.

3.8.- Estimacion Bayesiana de parametros.

Capitulo 4.- Programacion Lineal Estocastica Escalar.

4.1.- Planteamiento del problema.
4.2.- Algunos conceptos de solucién.
4.2.1.- Solucién “ingenua’”.
4.2.2.- Problemas de Distribucion.
4.2.3.- Soluciones mediante Equivalentes Deterministas.
4.2.3.1. Programas con Restricciones Probabilisticas.
4.2.3.2.- Programas Estocasticos con Recursos.

4.3.- Método de solucion por aproximaciones mediante acotaciones.

Capitulo 5.- Programacién Lineal Estocastica Multiobjetivo.

5.1.- Planteamiento del problema.
5.2.- Solucion Eficiente.
5.3.- Procedimientos de solucién.

Capituio 8.- Programacion Estocastica por Metas.
Estado de la cuestion.

11

50

51
52
55
58
60
65
67
72

77

78
80
80
82
83

87
92

97

98
99
100

103



Indice.

Capitulo 7.- Programacién Estocdastica por Metas con los niveles

de aspiracion aleatorios. 118

7.1.- Planteamiento del problema. 119
7.2.- Nuestro modelo de solucién. 122
7.2.1.- Valor esperado de la informacion perfecta. 125
7.2.2.- Valor esperado de la informacién muestral. 126

7.2.3.- Compatibilidad del modelo propuesto con {a programacién

por metas lexicografica. 129
7.3.- Otros modelos alternativos de solucion. 131
7.3.1.- Solucidn “ingenua’. 131
7.3.2.- Soluciones mediante programas con Restricciones
Probabilisticas. 134
7.3.3.- Solucion con una “funcién objetivo probabilistica”. 138
7.3.4.- Solucién del tipo “espera y ve”". 143
Capitulo 8.- Algoritmos de solucion. 149
8.1.- Propiedades del modelo de soiucién propuesto. 151
8.2. Algoritmos de solucion. 174
8.2.1.- Solucidn “ingenua”. 174

8.2.2.-Solucién para el caso en que Ia distribucion de probabilidad
de la variable aleatoria es discreta. 176
8.2.3.- Solucidn para el caso de las variables aleatorias marginales
uniformes. 179
8.2.4.- Solucion para el caso de las variables aleatorias marginales
exponenciales. 180
8.3.- Determinacion del valor exacto de la funcién objetivo en un puntoc
concreto. 185
8.4.- Método de solucién por aproximaciones mediante acotaciones. 188
8.5.- Ejemplo numérico. 191

HI



Indice.

Capitulo 9.- Aplicaciones. 215
9.1.- Aplicacién a la Estimacién Bayesiana de Parametros. 217
9.2.- Aplicacién a ia Planificacidn de la Produccion. 220
9.3.- Aplicacion a la Financiacion de una Empresa Multinacional. 237

CONCLUSIONES. 243

BIBLIOGRAFIA. 250

v

e P+ e s oo et e oo



INTRODUCCIC)N'



Introduccion,

La técnica de Programacién por Metas (Goal Programming, en ter-
minologia anglosajona), se ha revelado como una de las técnicas
mas utiles para resolver problemas de Programacion Multiobjetivo.

Esta tecnica se desarrolla dentro del ambito del paradigma "satis-
faciente” en lugar de hacerlo en el del paradigma “optimizador™. Ya
Herbert Simon apuntd que los decisores actuan frecuentemente
conforme a un paradigma “satisfacienta”, mas que conforme a un
paradigma “optimizador”.

Esto se manifiesta especialmente en el ambito de las decisiones
empresariales. En este campo existe un cierto consenso en plan-
tear los problemas de decisién como problemas de consecucion de
unos objetivos o metas previamente fijados.

El origen de la técnica de Programacién por Metas se debe a
Charnes, Cooper y Ferguson, a mediados de los afios 50. Piantean
esta técnica como un modelo alternativo a la estimaciéon de para-
metros minimo cuadratica, con la finalidad de resociver dichos pro-
blemas de estimacién mediante programacién lineal, facilitando fos
calculos.

Entre la mitad de |a década de los 60 y la mitad de la década de
los 70 divulgan estas ideas ljiri (1965), Lee (1972) e Ignizio (1976).
A partir de entonces son numerosisimos los trabajos publicados
desarrollando aspectos teédricos, aplicaciones practicas y posibles
extensiones de la Programacién por Metas.

Una de ias extensiones menos estudiada es la Programacién Esto-
castica por Metas, siendo, por otro lado, una extensién natural, ya
que, frecuentemente, es mas realista suponer que todos o algunos
de los componentes del problema son aleatorios,
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Casi todas las escasas publicaciones que hay sobre este tema,
estudian el caso en que los coeficientes de ios objetivos originales
son aleatorios. Muchos de los trabajos proponen resolver el pro-
blema planteado mediante Restricciones Probabilisticas.

Considerando todo lo anterior, nos ha parecido oportuno estudiar
en profundidad la Programacién Estocédstica por Metas cuando sélo
es aleatorio el vector de los niveles de aspiracidn, ya que es éste
un tema poco estudiado y que responde a situaciones de la vida
real. Este es, por tanto, el tema central de esta tesis.

La presente tesis consta de una introduccion, nueve capitulos, las
conclusiones y la relacion general de referencias. Los nueve capi-
tulos estan divididos en apartados y éstos, a su vez, frecuente-
mente en subapartados.

La introduccidén tiene |a finalidad de dar una vision generai del tra-
bajo.

Los nueve capitulos se pueden considerar agrupados en dos gran-
des blogues, uno formado por los cinco primeros capitulos y el otro
por tos capitulos del seis al nueve.

En [lcs cinco primeros capitulos, comentamos algunos resultados,
ya conocidos, de Programacién Multiobjetivo en ambiente de certe-
za (capitulo 2), de Programacion Estocéstica Escalar y Multiohjeti-
vo (capitulos 4 y 5) y de Teoria de la Decisién en ambiente de
riesgo {capitulo 3), qUe aplicaremos a partir del capitulo 6. En el
capitulo 1 hacemos una brevisima introducciéon a la Teoria de /a
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con el fin de situar y enmarcar los resultados de los capitulos si-
guientes.

A partir del capitulo 6 se desarrolla el tema central de esta tesis,
esto es, se aborda en profundidad !a técnica de Programacion Es-
tocdstica por Metas, con aleatoriedad, unicamente, en los niveles
de aspiracion,

A continuacién comentamos brevemente el contenido de cada uno
de los nueve capitulos.

Debido a que la metodologia de Programacién Estocastica por
Metas, que estudiamos a partir del capitulo 8, es una técnica ade-
cuada para resoiver un tipo de probiemas de decisién (problemas
de decision individuales, unietapicos, multiobjetivo y planteados en
ambiente de riesgo), el capitulo 1 lo dedicamos a comentar qué es
un problema de decision, cudles son sus elementos y una posible
tipologia.

En el capitulo 2, una vez planteado e} problema de Programacion
Multiobjetivo y definido el concepto de Optimalidad Paretiana, se
dedica la mayor parte del mismo a comentar los principaies méto-
dos de resolucién. Se dividen estos métodos en generadores, esto
es, aquelios que generan todas las soluciones del programa {Mé-
todo de las Ponderaciones, Método de ias Restricciones, Método
del Simplex Multicriterio) y aqueilos métodos que incorporan la in-
formacién sobre las preferencias del decisor y proporcionan anij-
camente un subconjunto de todas !as soluciones del problema que
esté de acuerdo con dichas preferencias (Construccién de una
Funcion de Valor, Programacién de Compromiso, Programacién por
Metas, y Métodos Interactivos). En este capitulo nos detenemos
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especiaimente en el apartado sobre Programacion por Metas debi-
do a que el objetivo de esta tesis es la extensiéon de dicha meto-
dologia al caso estocastico, como hemos comentado anteriormen-
te.

El capitulo 3 lo dedicamos a comentar algunos aspectos de Deci-
siébn en ambiente de riesgo porque, como hemos dicho y se cons-
tata en el capituio 7, la Programacién Estocastica por Metas es
una de las técnicas adecuadas para resolver dichos probiemas de
decisién en ambiente de riesgo. Comprobaremos gque el modeio de
solucién para problemas de Programacion Estocastica por Metas,
que proponemos en el capitulo 7, es compatible con la Teoria de la
Decisiéon Bayesiana. Por lo tanto se le pueden aplicar conceptos
tales como el Valor Esperado de la Informacidn Perfecta y el Valor
Esperado de la Informacién Muestral. En el capitulo 9, dedicado a
aplicaciones, retomaremos {a Estimacion de Parametros Bayesiana
proponiendo una solucidén para el caso de estimacidén vectorial,
cuando se utiliza la funcian de pérdida “proporcional al valor ab-
soluto del error”.

Como la Programacion Estocastica por Metas es una técnica para

resolver problemas de Programacion Estocdstica Multiobjetive, en

los capitulos 4 y 5§ comentamos algunos resultados de Programa-
cion Estocéstica.

En ef capitulo 4 nos centramos en ia Programacién Estocéstica Es-

calar. Una vez planteado el problema, consideramos algunos con-

ceptos de solupién para dicho problema:

+ Comenzamos con la que denominamos solucidn “ingenua”, que
consiste en sustituir en el problema las variables aieatorias por
sus valores esperados y resolver el problema determinista obts-
nido.
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e Pasamos, después, a comentar los problemas de distribucion,
que son soluciones del tipo “espera y ve” (“wait and see”). Estas
soluciones se basan en ia hipdtesis de que el decisor toma su
decisidon una vez que se han cobservado los valores que toman
tas variables aleatorias.

e En tercer fugar, consideramaos la obtenciéon de soluciones me-
diante Equivalentes Deterministas. Son soluciones de! tipo “aqui
y ahora” (“here and now"), que se basan en la hipétesis de que
la decisién se toma antes de conocer la realizacidén de las va-
riables aleatorias. Comentamos dos modos de obtener Equiva-
lentes Deterministas: los Programas con Restricciones Probabi-
listicas y los Programas Estocasticos con Recursas.

e Por dltimo, comentamos un modelo de solucién por aproxima-
ciones mediante acotaciones, dencminado ‘refinamiento de la
solucion ‘esperay ve'”.

En el capitulo 5 planteamos ¢! problema de Programacion Lineal
Estocéstica Multiobjetivo y hacemas un brevisimo comentaric de
los procedimientos de soluciéon mas comunmente utilizados. Este
capitulo es muy breve porque el probiema de Programacién Esto-
castica por Metas se reduce a un problema de Programacidon Esto-

castica Escalar y, por lo tanto, se resuelve utilizando algunas de
las tédcnicas del capituio 4.

Los cuatro capituios restantes [os dedicamos a estudiar con dete-
nimiento el tema objeto de este trabajo: la Programacién Estocés-
tica por Metas.

Comenzamas esta parte clarificando cué! es el estado de la cues-
tion. Para ello en el capitulo 6 destacamos cinco trabajos impor-
tantes publicados sobre la extension estocastica de la Programa-
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cion por Metas determinista. Estos trabajos se deben a Charnes y
Cooper, Contini, Stancu-Minasian y Tigan.

Como ya hemos comentado, en casi todos estos trabajos, los auto-
res proponen resolver los problemas planteados mediante Progra-
mas con Restricciones Probabilisticas y, también casi todos ellos,
estudian el casc en que los coeficientes de 108 objetivos originaies
son aleatorios.

Observamos, entonces, que el problema de Programacién Esto-
céstica por Metas con aleatoriedad, Unicamente, en los niveles dse
aspiracién, sélo ha sido estudiado por Stancu-Minasian. Este pro-
pone resolverlo mediante Restricciones Probabilisticas.

En los capitulos 7 y 8 estudiamos en profundidad este problema.

Comenzamos el capitulo 7 planteando rigurosamente el problema.
A continuaciéon proponemos resolver!o mediante un modelo de so-
lucién que resulta ser un caso particular de los Programas Esto-
casticos con Recursos,

El modelo de solucidén propuesto presenta varias ventajas:

* Resulta formaimente analogo al modelo de Programacion por
Metas Determinista.

s Es un modelo compatible con la Teoria de la Decision Bayesia-
na.

+ La funcién objetive del modelo se puede expresar mediante las
distribuciones de probabilidad marginales de las variables
aleatorias que constituyen el vector de los niveies de aspira-
cién, no afectando, por tanto, en ia resolucién del problema la
dependencia o independencia de dichas variables.

« Qtra de las ventajas del modelo de solucion que proponemos es
su compatibilidad con [a Programacién Lexicografica por Metas.
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En el Glitimo apartado del capitulo criticamos otros métodos de so-

lucidn alternativos comprobando ios inconvenientes que presentan.

Algunos de estos inconvenientes son:

La no compatibilidad con la teoria de !a Decision Bayesiana.
La infravaloracion del verdadero coste de cada decisién.

La posibilidad de obtener soluciones para las que la probabili-
dad de! suceso consistente en que la solucién obtenida sea fac-
tible, sea notabiemente pequena.

Correr el riesgo de que la alternativa mas probable sea al mis-
mo tiempo la mas costosa.

En el capitulo 8 estudiamos distintos algoritmos de solucioén para
el modelo propuesto en el capitulio anterior.

Comenzamos ei capitulo con un estudio detenido de ias propieda-
des de dicho modelo.

En estas propiedades se demuestra qgue es un problema conve-
x0 y separable, por o tanto, se puede resoiver por (os aigorit-
mos propios para este tipo de problemas.

Debido a la complejidad de los anteriores aigoritmos, y a las di-
ficultades de calculo que lleva consigo el propio modelo pro-
puesto, el resto de las propiedades tiene como finalidad obtener
programas equivalentes al modelo propuesto que sean menos
complicados de resolver.

A continuacion, se dedican dos apartados a los algoritmos de soiu-
cién:

Varios algoritmos estan destinados a obtener una solucidn
exacta del problema lo menos complicada posible.

8
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» Pero como permanecen ciertas complicaciones de calculo, se
propone, también, un algoritmo para obtener una sclucidén apro-
ximada.

Terminamos el capituio con un ejemplo numérico que facilita la
comprension de los conceptos expuestos.

En el titimo capitulo sugerimos algunas de las posibles aplicacio-
nes del modelo de solucién para el problema de Programacion Es-
tocastica por Metas propuesto en el capitulo 7.

Por Glitimo, en las conclusiones vemos la oportunidad de ptantear
el problema estudiado y las ventajas del modeio de solucién pro-
puesto frente a otros modelos alternativos.

Como resumen de lo expuesto en esia introduccién, en la presente
tesis se aborda de un modo nuevo el pianteamiento y el modelo de
resolucién del problema de Programacién Estocastica por Metas
con aleatcriedad, unicamente, en los niveles de aspiracion, estan-
do en los capitulos 7, 8 y 9 i{a contribucidn original al tema.
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Capltulo 1 .- introduccion: Teorfa de la decisién

En los distintos ambitos de la vida humana (personal, econdmico,
social, politico,...) se presentan continuamente situaciones en ias
que hay que tomar decisiones. Diremos que se da un “problema de
decisién” cuando un individuo o grupo de individuos se enfrenta a
un conjunto de acciones alternativas, excluyentes entre si, posi-
bles y validas para la consecucion de un determinado fin u objeti-
vo, sin que resulte evidente cual de ellas satisface mejor sus ne-
cesidades, es decir, qué accion es la éptima y, por tanto, debe ser
elegida.

La Teorfa de la Decisidon trata, precisamente, del desarrollo de
técnicas y métodos apropiados para tomar decisiones.

Los elementos de un problema de decisién son los siguientes:

o sl decisor, que es la persona o grupo de personas que trata de
alcanzar unos objetivos.

¢ las alternativas o acciones, que son las distintas formas posi-
bles que tiene el decisor para alcanzar sus objetivos. Son las
variables que estan bajo el control del decisor.

» |08 estados de la naturaleza, que son los pardmetros que defi-
nen una situacién. Son las variables que estan fuera del con-
trol det decisor. Denotaremes un pardmetro por ©®, los valores
concretos dei parametro por ¢ y el conjunto de todos los posi-
bles valores de los parametros, denominado espacio paramétri-
co, por Q . '

e las consecuencias, que son los resuitados que se siguen de la

eleccién de una alternativa concreta (o decisién xe X, siendo

11
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X el conjunto de todas las posibles decisiones) cuando el valor
del pardmetro @ es 6. Al conjunto de todas {as posibies conse-
cuencias que resulten de todos los posibles pares de € y x lo
denotaremos por C. Si el parametro © tiene una distribucidn
de probabilidad conocida, entonces, la elecciéon de cualquier
decisién concreta, x, inducira una distribucién de probabilidad,
7(®,x), en el conjunto de consecuencias, C. Consecuentemen-
te, elegir entre las decisiones de X es squivalente a elegir en-
tre varias distribuciones de probabilidad del conjunto C.

Para que exista un problema de decisiéon debe darse como prerre-
quisito la existencia de un estado de ambigiedad caracterizado por
un conjunto de posibles acciones a elegir. Un proceso de decisién
es la resolucion de! estado de ambigledad. La ultima etapa del
proceso de decisidn, consistente en la eleccidén de una accidon una
vez que se ha resuelto el estado de ambiguedad, se denomina de-
cisién.

El proceso de decisién mediante el que se resuelve la situacion de
ambigiedad dada en un problema de decisién requiere poder esta-
blecer cuando una aiternativa es preferida a otra, siendo, asi, po-
sible determinar una estructura de preferencias en ei conjunto de
acciones aiternativas. Dicha estructura de preferencias reflejara el
orden de las alternativas de acuerdo al nivel de satisfaccién alcan-
zado por el decisor en cada una de ellas. La construccién de tal
estructura se realiza mediante los denominados criterics de eva-
luacién de las alternativas.

12
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Los problemas de decisién se pueden clasificar considerando di-

versos criterios. Algunas de dichas clasificaciones son:

¢ Atendiendo al numero de decisores se tienen:

1.

Problemas de decisién individuales, cuando existe un unico deci-
sor.

. Problemas de decisién colectivos, cuando existen dos o mas de-

cisores.

Teniendo en cuenta el numero de criterios cabe sefalar:

. Problemas de decisién unicriterio, cuando existe un unico crite-

rio de evaluacion.

. Problemas de decisién multicriterio, cuando existe mas de un

criterio de evaluacion.

Considerando el namero de decisiones cabe distinguir:

[

. Problemas de decisién unietdpicos, cuando se adopta una unica

decisién.

. Problemas de decisién secuenciales, cuando se adoptan una se-

rie de decisiones a lo largo del tiempao.

Si se atiende al grado de conocimiento que el decisor tiene
acerca del espacio paramétrico Q (o de los estados de la natu-
raleza) se tienen:

. Problemas de decisiébn en ambiente de certeza o certidumbre

que corresponden a una informacién perfecta, esto es, el decisor
conoce el valor @ del parametro. En este caso a cada alternativa
se le asocia una unica consecuencia bien definida, convirtiéndo-

13
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se en un problema de optimizacion matematica. La importancia
de los problemas de decision en ambiente de certeza radica en
que, de hecho, son la ultima fase de un gran numero de proce-
sos de decisién, puesto que éstos suelen transformarse en un
problema de esta naturaleza que, por tanto, debe concluir con la
eleccion de la alternativa optima.

2. Problemas de decisién en ambiente de riesgo, en los que el pa-
rametro ©® se considera como una variable aleatoria cuya distri-
bucién de probabilidad es conocida por el decisor. Estos pro-
blemas se pueden resclver mediante la Metodologia Bayesiana,
ya que una hipétesis fundamental de la aproximacion Bayesiana
es que cualquier incertidumbre que se presente en un problema
de decisién concreto, en relacién a los valores de las variables,
se puede expresar en términos de distribucién de probabilidad

conjunta de dichos valores.

3. Problemas de decisién en ambiente de incertidumbre, en los que
la informacién que posee el decisor acerca del parametro © no
le permite asignarie una distribucion de probabilidad. Estos pro-
blemas sueien resolverse mediante la Teoria de la Decisién Cla-

sica.

La aproximacidn Bayesiana, al admitir la probabilidad subjetiva, no
acepta el vacio ambiental para el decisor y convierte cualquier
problema de decisién en ambiente de incertidumbre en un proble-
ma de decisién en ambiente de riesgo. Por lo tanto, desde esta
aproximacioén, la tipologia de los procesos de decisiéon atendiendo
al conocimiento que e! decisor tiene sobre los estados de la natu-
raleza es

1.- Procesos de decision en ambiente de certeza.

2.- Procesos de decisién en ambiente de riesgo.

14



Capftulo 1 .- Introduccién; Teoria de la decision

Tanto los problemas de decisién unicriterio como los problemas de
decisién multicriterio, se pueden resolver mediante dos aproxima-
ciones:

1. Aproximacién axiomética.

2. Aproximacién no axiomatica.

Por via axiomdtica ambos tipos de problemas se resuelven a través
de la Teorfa de la Utilidad.

Dicha teoria (o mejor dicho, conjunto de teorias alternativas) pre-
tende la construccién de una funcidén que represente numeérica-
mente las preferencias del decisor, asignando valores mayores a
las alternativas mas preferidas. La resolucién deil problema de de-
cisién se reduce, pues, a la maximizacién de la funcién de utilidad,
cuya existencia esta garantizada bajo numerosos conjuntos de
axiomas mas o menos ‘razonables” acerca de las preferencias del
decisor.

Las funciones de utilidad suelen denominarse funciones de valor
cuando estamos en ambiente de certidumbre. Asimismo es habitual
utilizar el nombre de funcién de pérdida para representar la funcién
de utilidad cambiada de signo, es decir ia “desutilidad”.

La dificuitad practica de construir las funciones de utilidad en los
problemas de decision reales ha motivado el desarrollo de numero-
sas {ecnicas “ad hoc”, no axiomatizadas, cuyo empleo puede pare-
cer razonable en problemas concretos. Asi, en ambiente de certe-
za, podemos mencionar las diversas técnicas de Programacién
Matematica Uniobjetivo (lineal, no lineal, convexa, cuadrética...) y
Multiobjetivo (Programacién Lineal Multiobjetivo, Técnicas de Supe-
racibn, Programacién por Metas, Técnicas Interactivas...). Del

I5
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mismo modo en ambiente de riesgo se han desarrollado técnicas
de Programacién Estocdastica Uniobjetivo y Multiobjetivo.

El objetivo fundamental de esta tesis os estudiar en profundidad la
técnica de Programacién Estocéstica por Metas, que podemos
clasificar como una técnica adecuada para resolver problemas de
decisién individuales, unietapicos, multiobjetivo y planteados en
ambiente de riesgo. Los capitulos 6, 7 y 8 estan dedicados al de-
sarrollo de esta metodologia.

No obstante, en los primeros capitulos, comentaremos brevemente
algunos resultados de Programacién Multiobjetivo en ambiente de
certidumbre (capitulo 2) y de Programacion Estocéstica (capitulos
4 y 5) que necesitaremos mas adelante. Las técnicas de Progra-
macién Matemdtica Escalar, aunque también nos serédn necesarias,
no seran comentadas por considerarlas suficientemente conocidas.
El capitulo 3 lo dedicamos a recordar algunos aspectos de Deci-
sion en ambiente de riesgo que aplicaremos con posterioridad.
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Capitulo 2 .- Programacitn Lineal Multiobjetivo

Hemos dicho en el capitulo anterior que los problemas de decisién
en ambiente de certeza a menudo se convierten en problemas de
optimizacién matemdtica. Dentro de este tipo de problemas, nos
centraremos en la Programacién Lineal Multiobjetivo, extendiéndo-
nos de un modo especial en el epigrafe Programacién par Metas,
debido, precisamente, a que el objetivo fundamental de esta tesis
es estudiar en profundidad la Programacién Lineal Estocéstica
por Metas.

2.1.- Planteamiento del problema.

Cuandoc el decisor considera que su problema de decisitn puede
plantearse matematicamente mediante la optimizacién simulténea
de varias funciones objetivo, aparece la denominada Optimizacion
Vectorial o Programacién Multiobjetivo. Un problema de Programa-
cidén Multiobjetivo es un problema del tipo

optimizar £ (@) ={£,(8),, 7, (D)

2.1)
s.a. xe X (

donde

f.(¥) es lai-ésima funcion objetivo, f, . X - R, i=1,..,p.

XcR" es el conjuntc de soluciones posibles o conjunfo
factible, que normaimente se define a partir de res-
tricciones matematicas.

¥ =(x,,---,x,) @s el vector de variables de decisién.

Un problema de Programacién Multiobjetivo se denomina Programa
Lineal Multiobjetivo cuando todas ias funciones objetivo y todas las
restricciones son lineales.
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Capftuio 2 .- Programacidn Lineal Muitiobjetivo

En lo que sigue consideraremos que el problema a resolver es, ha-
bitualmente, al Programa Multiobjetivo de la forma

min f(¥)
sa. g(¥)<0 (2.2)
£20

donde, como antes,

1@ =@ 1,(®)

g® =(g,(®), .8, (D)’
es el vector de las m restricciones del programa

g R HoOR, i=1,- m

2.2.- Optimalidad paretiana.

Ei vector x*=(x,*-,x,*) de variables de decision se dice que es
una solucién eficiente o Pareto 6ptima cuandc es factible, es decir,
cuando g(x*)<0,x*>0 y, ademads, verifica que no existe ninguna
otra solucién factible tal que proporcione una mejora en un objetivo
sin ocasionar, a la vez, un empeoramiento en al menos otro de los
objetivos. Es decir, no existe ninguna variable de decision x facti-
ble, esto es, que verifigue que g(¥)<0 y que ¥=0, tal que
S ()< f(¥*) Vi=1,--,p, siendo estricta al menos una de las desi-
gualdades. A

Los distintos enfoques muitiobjetivo pretenden obtener soluciones
eficientes en ei sentido que acabamos de definir, ya que, debido a
que en la vida real fos objetivos de una problema de decisidén sue-
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Capltulo 2 .- Programacibn Lineal Muitiobjetivo

len estar en conflicto, frecuentemente no es posible [a optimizacién
simultdnea de todos ellos.

2.3.- Principales métodos de resolucidén.

LLos métodos de resolucién de programacién muitiobjetivo se pue-

den dividir en dos categorias:

+ los métodos generadores, es decir, aquellos que generan ia to-
talidad de las soluciones del programa

*» y los métodos que proporcionan Unicamente un subconjunto de
dichas soluciones que esté de acuerdo con las preferencias del
decisor, preferencias que se deben explicitar antes o durante la
ejecucion del programa.

2.3.1.- Métodos generadores.
2.3.1.1.- Método de ias ponderaciones.

En Zadeh [Z.1] se demuestra que si en un problema multiobjetivo,
por ejemplo el (2.2), que se puede escribir de Ia forma

min ( £,(®),.1,(®)
sa. g,(X)<0,j=1,-.m
20
a cada objetivo se le asocia un peso w, i=1,---,p, positivo, vy, a
continuacién, se agregan todos los aobjetivos ponderados, la opti-
mizacién de la funcién resultante de la suma ponderada de ios p

objetivos iniciales genera un punto extremo eficiente para cada
conjuntc de pesocs.

20



Capltulo 2 .- Programacibn Lineal Multiobjetivo

Asi, la aplicacion de este método a nuestro problema (2.2) condu-

ce al siguiente programa matematico de tipo paramétrico

min w fi(X)+---+w [, (¥)

s.a. (X}<0,j=1,.m
g 7

|

>0
>0

¥

donde, obviamente, w =(w,,---,w ).

Como cada vector de pesos, w, proporciona un punto extremo efi-
ciente del programa (2.2), variando paramétricamente los pesos se
puede generar, o ai menos aproximar el conjunto eficiente.
Conviene observar que el método de las ponderaciones garantiza
soluciones eficientes sbélo cuando los pesos o ponderaciones de
ios objetivos son estrictamente positivos, w, >0, i=1,---p, ya que se
ha demostrado que, cuando uno de los pesos es cero, si, ademas,
existen 6ptimos alternativos, {a solucidén obtenida por este método
puede no ser eficiente (véase Cohon [C.16}).

El método de las ponderaciones requiere la resolucién de ! pro-
gramas, siendo r el nimero de conjuntos de pesos considerados y
p el nimero de objetivos. Para reducir los calculos se recurre a

cédigos de programacioén lineal paramétrica.

2.3.1.2.- Método de las restricciones.

Este método consiste en asociar al programa (2.2) p programas
escalares, obtenidos al considerar, como funcién objetivo, dnica-
mente una de fas p componentes de f(f)z(f,(f),u-,fp(f)), e incluir

las p-1 componentes restantes como restricciones parameétricas.

Asi, el k-ésimo programa escalar asociado con (2.2) viene dado
por el siguiente programa de tipo paramétrico
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Capitulo 2 .- Programacién Lineal Muitiobjetivo

min [ (X)
5a gj(f)soajzls'"sm
f(®<eg ,i=1,k-Lk+1,--,p

¥=20

(2.3)

donde & =(¢,,-+,&,) @s un vector de parametros.

Margiin [M.3] demostro que, para cada conjunto de vaiores que se
dé al vector de parametros &, se genera un punto eficiante del
programa (2.3). Consecuentemente, mediante variaciones parame-
tricas de los términos independientes ¢ se generara el conjunto

eficiente.

Se ha demostrado gque cuando en el Optimo alguna de las restric-

ciones paramétricas no es activa, esto es, cuando alguna de estas

restricciones se satisface como desigualdad, si, ademas, existen

6ptimos alternativos, entonces la solucién generada por el método -
de las restricciones puede no ser eficiente (véase Cohon [C.16],

pag. 117-118). Por lo tanto, conviene subrayar que el método de

las restricciones garantiza la obtencidén de soluciones eficientes

sOlo cuando todas las restricciones parameétricas son activas, es

decir, cuando la correspondiente variabie de holgura se hace cero,

con lo que la restriccion se satisface como igualdad.

Este método requiere la resolucién de r*' programas, siendo r el
numero de conjuntos de valores dados al vector £ y p es, como
siempre, el nimero de objetivos. Para reducir los calculos se recu-
rre a cdédigos de programacion lineal paramétrica.

Una dificuitad practica que subyace en los dos métodos generado-
res anteriores, es que, facilmente, no se generan todos los puntos
eficientes, sino que sdlo se obtiene una aproximacion del conjunto

eficiente. La probabilidad de que esto ocurra disminuirda cuando se
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Capftufo 2 .~ Programacion Lineal Multiobjetivo

reduce fa escala de 1os pesos, en el método de las ponderaciones,
o cuando se aumenta el nimero de conjuntos de valores que se
asignan a los términos independientes, en el método de las res-
tricciones. Pero, en cualquier caso, no se puede garantizar la ob-
tencién de todo el conjunto eficiente de soluciones.

2.3.1.3.- Método del Simplex Multicriterio.

Si el programa que queremos resoiver tiene ia forma

min  f(X)
sa g®=0 (2.2)
20

y @s un programa lineal multiobjetivo, se pueden encontrar sus so-
luciones mediante una generalizaciéon del método del Simplex, de-
nominada método del/ Simplex Multicriterio.

Este método garantiza la obtencion de todos los puntos extremos
eficientes del problema (2.2)', desplazandose de un punto extremo
0 punto esquina a los puntos extremos adyacentes mediante la
operacidén denominada “pivotado” o “paso pivote’. El Simplex Mul-
ticriterio combina esta operacion del “pivotado” con la aplicacidn
de una subrutina que permite comprobar la eficiencia 0 no de cada
punto extremo obtenido.

Para describir el método del Simplex Multicriterio formalmente, ne-
cesitamos algunos conceptos previos:

e Sea C={x,,,x,} el conjunto formado por todas las solucio-

nes factibles basicas del programa (2.2). Se dice que las

soluciones x, ,x,, son adyacentes cuando hay exactamente
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Capfitulo 2 .- Programacion Lineal Muitiobjetivo

un elemento de la parte basica de x,, que no pertenece a x,,,

y viceversa.

¢ Un subconjunto C'cC se dice conexo cuando o bien consta de
un Unico punto, o, si consta de dos o mas puntos, se verifica
que, para cualquier par de puntos de C', X %, € C', existe
un conjunto de puntos x;,,-,x,, €C’, tales que .,  es adya-
cente a x, , para todo t=1,,5~1, y, ademas, x, =x,, ¥
X = Xy
Se ha demostrado que el conjunto de soiuciones basicas fac-

tibles que, ademas, son soluciones paretianas de (2.2) es un
conjunto conexo.

o Para comprobar si una solucién factible basica es, también,
solucidén de (2.2), se puede proceder del siguiente modo.
Dada x, € C, se resueive el programa lineal escalar

maoe ﬁak

k=1
sa. g(¥)=0
fi(D)+a, = fk(x(i)) yk=1,-.p
¥20
a,20,k=1,---,p
ya que se ha demostrado que x,, es solucion de (2.2)" siy

solo si

max iak =0
k=1

Teniendo en cuenta los conceptos anteriores, el aigoritmo deil Sim-

plex Multicriterio se puede resumir en 108 siguientes pasos:
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Capitule 2 .- Programacién Lineal Multiobjetiva

. Se comienza con la obtencion de una solucion basica factible x,,,
que sea también solucién de (2.2). (Esta solucidén se puede ob-
tener, por ejemplo, escalarizando el programa (2.2)’).

. St ninguna solucidn factible basica adyacente a x, es eficiente,
x,, sera la unica solucién eficiente del programa (2.2), ya que,

por ser el conjunto de soluciones factibles béasicas Pareto Opti-
mas conexo, se sabe que, si existen mas soluciones factibles
basicas eficientes, alguna de ellas debers ser adyacente a x,,. Y

se termina el proceso.

. Si la soluciéon factible basica x,, adyacente a x,, es tambiéen

soluciéon de (2.2)', se debe investigar la optimalidad paretiana
de fas soluciones factibles basicas adyacentes a {x, x,}, salvo

las adyacentes a x,, ya investigadas.

. Si ninguna de ellas es solucion de (2.2)', entonces x,, y x, son
las unicas soluciones Pareto 6ptimas de (2.2)', y se termina el

proceso.

. En caso contrario, se repite el algoritmo desde el paso 3 con la
nueva solucién obtenida x,.

Como el nimero de soluciones factibles basicas de (2.2)' es limita-

do, en un ndmero finito de pascs se obtiene |la totalidad dei con-

junto buscado.

El principal problema de esta metodologia radica en el elevado

numero de operaciones y calculos que deben efectuarse. Ademas,

debe observarse que, en el caso mulitiobjetivo, no es cierto, en ge-

neral, que las combinaciones lineaies convexas de sojuciones sean,
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Capltulo 2 .- Programacion Lineal Multiohjetivo

a su vez, soluciones (véase, por ejemplo, la proposicién 5.4.1 de
Heras [H.7]). Por lo tanto, una vez obtenidas soluciones factibles
basicas Pareto 6ptimas, se debe averiguar qué combinaciones pro-
parcionan 6ptimos y cuéles no ios proporcionan. Luego este méto-
do sélo resulta apticable a problemas de muy baja dimensidn.

2.3.2.- Métodos que incarporan la informacién sobre las prefe-

rencias del decisor.
2.3.2.1.- Construccién de una funcién de valor.

Bajo la hip6tesis de que se tiene una funcidn de valor, ¥V: R® 5 R,

qgue represente las preferaencias del decisor, (y, por lo tanto, la co-

rrespondiente funcién de pérdida, L: R’ —» W), se puede plantear,

a partir del programa (2.2), un nuevo programa en el que la funcién-
objetivo es

(7 ®) = L{£,®, . 1, ®)

y las restricciones coinciden con las del problema (2.2), esto es,

en nuestro caso, ei nuevo programa sera

min  L{f,(8),+-, f,(%))
sa. g(®=<0
x>0

Existen varios conjuntos de axiomas sobre las preferencias del de-
cisor que garantizan la existencia de la funcién L. (Véase French
[F.4])
La solucién de este programa serd el punto factible que mas se
ajuste a las preferencias del decisor, aunque pudiera ser que dicha
solucién no sea un 6ptimo paretiano.
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Obsérvese que el método de las ponderaciones es un caso parti-
cular de este método puesto que toda funcién objetivo de ia forma

iajfi(f) se puede considerar como la composicién de f(x) y de
i=1

una funcion de valor {ineal.

lL.a mayor dificultad practica que conileva este método es, precisa-
mente, ia construccidén de ta funcidén de valor. Surge asi la necesi-
dad de utilizar otro tipo de metodologias.

2.3.2.2.- Programacion de compromiso.

En la literatura multiobjetivo se denomina punto ideal al punto del
espacio de los valores de las funciones objetivo en que todos los
objetivos alcanzan su valor optimo. Este punto se obtiene mediante
la resoluciéon de p programas escalares cuando, en cada uno de
ellos, se optimiza (en nuestro caso se minimiza) uno de los p obje-
tivos independientemente de los demas.

En la Programaciéon de Compromiso el decisor busca encontrar
aquelia solucidon eficiente o zona del conjunto eficiente que esté a
una distancia minima del punto ideal.

La distancia entre dos puntos, ¥' .’ e R", se mide mediante una de

las métricas L, definidas por el matematico Minkowsky del si-

guiente modo

Lp{ix}—lep}%’ para 1<p<w
j=t
y

Lmzm?x{x}—xf} para p=w
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La Programacién de Compromiso se convierte, asi, en un problema
de optimizacion en el gque las restricciones coinciden con las del
problema inicial, el {2.2) en nuestro caso, y el objetivo es minimi-

zar, segun una métrica concreta L, la distancia entre una solucién

eficiente y el punto ideal .

Con este método se va reduciendo el tamano del conjunto eficiente
mediante la determinacidn de aquellos subconjuntos del mismo,
denominados conjuntos compromiso, que se encuentran mas pré-
ximos al punto ideal.

Una dificultad practica de este método es que, para obtener ta
mejor solucién compromiso para métricas distintas de L y L, es
necesario recurrir a algoritmos de programacién matematica no li-
neal, lo que complica considerablemente tos calculos.

2.3.2.3.- Programacién por metas.
2.3.2.3.1.- Introduccién.

En palabras de Herbert Simon, los decisores, frecuentemente, no
actuan conforme a un paradigma “optimizador” sino que lo hacen
conforme a un paradigma “satisfaciente”. Asi, por ejemplo, en ia
toma de decisiones empresariales existe un cierto consenso en
plantear el problema de decisiébn como el de la consecucién de
unos objetivos o metas fijados previamente. La evaluacién poste-
rior del grado de consecucitn de dichos objetivos da lugar a la fi-
jacion de nuevos objetives y / o al cambio de la politica decisional
de la empresa. Es un proceso dinamico en el que existe retroali-
mentacién y posibilidad de controi.
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Cuando los costes de no consecucidn de los objetivos (bien por no
llegar a ellos o bien por pasarse) se pueden agregar, por ejemplo,
cuando tales costes se pueden agregar monetariamente, las técni-
cas de Programacion por Metas son de gran utilidad en los proce-
s$0s de ayuda a la toma de decisidén empresariales.

El origen de la Programacién por Metas se debe a Charnes, Coo-
per y Ferguson [C.6], en 1955, pero el desarrotlo y la divuigacioén
de estas ideas iniciales se deben, principalmente, a los trabajos
publicados por ljiri [I.6], 1965; Lee [L.6], 1972; e Ignizio [l.1], 1976.
A partir de estas fechas, hay numerosas publicaciones que desa-
rrollan aigunos aspectos teéricos, asi como apilicaciones a diver-
sas areas, de la Programacién por Metas. En 1993 Romero, C.
[C.5] hace un claro y completo resumen del tema. En este epigrafe
seguimos fundamentalmente a Ignizio [I.1] y @8 Romero [C.5].

La terminologia establecida por Ignizio, y utilizada posteriormente
en la mayoria de los trabajos dedicados al tema es ia que sigue:

Objetivo es una afirmacion relativamente general que refleja los
deseos del decisor. Por ejemplo, maximizar ios beneficios de una
empresa.

Nivel de aspiracion es un valor concreto asociado con un nivel
aceptabie de éxito dei objetivo.

Meta es la conexién de un objetivo con un nivel de aspiracién. Por
ejemplo, conseguir unos beneficios de, al menos, X.

Desviacién de la meta es la diferencia entre lo realmente conse-
guido en el objetivo y el nivel de aspiracion.
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2.3.2.3.2.- Formulacion de las metas.

Consideremos, de nuevo, el problema (2.2) expresado de la forma
min  f(%)
sa Xe X

donde, obviamente, X={xc®"/g(¥)<0,¥>0}, en el supuesto de

que es un programa lineal multiobjetivo.

Para cada uno de los objetivos el decisor fija un nivel de aspira-
cion m, de manera que alcanzar dicho nivel se considera “satis-

factorio”.

Se pueden presentar tres posibles formas de metas

1. f(¥)<m, es decir, ef decisor desea tener un valor dei objetivo
f,(¥) que sea igual o menor que el nivel de aspiraciéon m. Por

ejamplo, el gobierno de un pais desea gue, en un afo concreto,
la inflacién sea menor o igual que un porcentaje determinado m,.

2. f.(¥)zm, esto es, el decisor desea que el vaior del objetivo sea
igual o mayor que el nivel de aspiracion m. Por ejemplo, una

empresa desea que sus beneficios sean de, al menos, la canti-
dad m,.

3. f(¥)=m, es decir, el decisor desea que el valor del objetivo
f.(¥) sea exactamente igual al nivel de aspiracion m,. Por ejem-

plo, una empresa desea que el numero total de empleados fijos
sea exactamente m,.

Estas tres relaciones se pueden expresar en forma de iguaidad,
restando una variable de desviacion no negativa, y/, y sumando

otra variable de desviacion, también no negativa, y , que recogen
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los excesos y los defectos, respectivamente, del valor realmente
alcanzado por el objetivo respecto al nivel de aspiracion prefijado,
teniendo, en cualquiera de los tres casos

fz’(f)"y: +y. =m . y/ 20,y 20

Como no puede darse que el nivel de aspiracién se sobrepase y, a
la vez, se quede por debajo de él, necesariamente al menos una de
las dos variables de desviacion gue definen cada meta tiene que
ser cero (mas adelante demostramos formalmente esta afirmacion).
Y ambas variables seran cero cuando el valor alcanzado por el
objetivo coincida exactamente con el nivel de aspiracion.

Se dice que una variable de desviacién es no deseada cuando ail
decisor le conviene que dicha variable alcance su valor méas pe-
queno posible, esto es, cero.

Cuando ia meta procede de la relacién f,(¥)<m, es decir, cuando
el decisor desea tener un valor del objetivo f,(¥) que sea igual o
menor que el nivel de aspiracién m, |a variable no deseada y, por
tanto, a minimizar es y', ya que cuantifica el exceso de logro.
Cuando la meta procede de ia relacién f,(¥)>m, es decir, cuando
el decisor desea tener un valor del objetivo f (¥) que sea mayor o
igual que el nivel de aspiracién m, la variable no deseada y, por
tanto, a minimizar es y;, ya que cuantifica la falta de logro.

Cuando la meta procede de la relacién f,(¥)=m, es decir, cuando
el decisor desea que el valor alcanzado por objetivo £,(¥) que sea
exactamente igual que el nivel de aspiraciéon m, las variables no

deseadas y, por tanto, a minimizar, son ambas y e y,.

31



Capftuio 2 .- Programacion Lineal Muitiobjetivo

2.3.2.3.3.- Estructura general del problema de programacién
por metas.

Los pasos a seguir en ef proceso de formulacién de un problema

de Programacion por Metas se pueden resumir como sigue:

1. Fijar los objetivos significativos para el problema concreto que
se quiere analizar

fi(®), i=1,2,,p.

2. Determinar et nivel de aspiracion correspondiente a cada objeti-
Vo

m, i= 1129'”;p'

3. Formular las metas conectando cada objetivo con su nivel de
aspiracién, mediante la introduccién de ias variables de desvia-
cidn, obteniendo las expresiones

f:(f)_y:- +yi_=mi; y:ZO,y: 20’ ixl’zs""p

4. Determinar, en el problema concreto que se esta analizando, las
variables de decisiéon no deseadas.

5. Proceder a minimizar las variables de decisién no deseadas.

El paso numero 5 de la formulacién de un probiema de programa-
cién por metas se puede acometer de diversas maneras, originan-
do cada una de estas maneras una variante de la programacion por
metas. Las variantes mas cominmente utilizadas son las siguien-
tes:

32



Capltulo 2 .- Programacion Lineal Multiobjetivo

A.Programacién por metas lexicograficas.

En los métodos texicograficos el decisor constituye grupos ordena-
dos de metas segun un orden rigido de prioridades exciuyentes. En
primer lugar se trata de alcanzar las metas situadas en la prioridad
mas aita. Una vez conseguido esto, se trata de alcanzar las metas
situadas en la segunda prioridad y asi sucesivamente. Es decir, las
preferencias se ordenan de un modo similar a como se ordenan las
palabras de un diccionario (de ahi el nombre de programacidn por
metas lexicograficas).

Esto es, ei decisor construye el vector a:(a,,az,---,a,). donde g, =

=gy, ¥7), i=12,--,k, @8 una funcidon lineal de las variables de
desviacién no deseadas de las metas que se desea minimizar (con
el fin de conseguir la maxima realizaciéon posible de las correspon-
dientes metas) en la i—ésima prioridad. Por lo tanto, el proceso
completo de minimizacidn texicogréfica de las variables de desvia-
cién no deseadas viene dado por

Lex. min a:(a, ,a,,---,a,,)
sa. f®)-y +y =@ (2.4)
relX

donde

F@=(£®,£®, . 1,®)

j}-+ :(}’;,J’;f“a)’;)
YV =0 yy,)
m z(ml’mz:v"'smp)

Este vector Lex mina=(a,.a,,-,a,) se denomina vector de logro, y

reemplaza a la funcidn objetivo de los modelos convencionales de
programacidn lineal.
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L.a minimizacién lexicografica del vector de logro implica ia minimi-
zacion ordenada de sus componentes, es decir, primero se en-
cuentra el valor mas pequedfio de ia componente a,, a continuacién
se busca el valor més pequefio de la componente a,, compatible

con el valor previamente obtenido de a,, y asi sucesivaments.

Para resolver el programa (2.4) hay distintos algoritmos, de ios
que vamos a analizar brevemente los mas utilizados.

A.1. Método grafico para resolver programas lexicogréaficos.

Este método se debe a Lee [L.6], Ignizio [I.1]. Basicamente es una
adaptacién del método gréfico de programacion lineal, ya que la
diferencia fundamental entre fa solucion de un problema de pro--
gramacion lineal con un unico objetivo y {a soluciéon de un probie-
ma de programacion lineal por metas lexicograficas es que, en el
primer caso, se busca un punto que optimize un unico objetivo,
mientras que, en nuestro caso, se busca una regién que proporcio-
ne una solucién de compromiso para un conjunto de metas en con-
flicto.

En el gréfico unicamente se utilizan las variables de decisidn (por
lo tanto este método sdlo es valido para probiemas con, a {o sumo,
tres variables de decisién, lo que hace que el interés préctico del
mismo sea muy limitado). En el caso de tener unicamente dos va-
riables de decision, se representan las metas mediante lineas
rectas. El efecto que tiene el aumento de cualquiera de las varia-
bles de desviacidn se representa en e} grafico mediante arcos. Las
variables de desviacién no deseadas, es decir, las que se desea
minimizar, se encierran en circulos.

34



Capitulo 2 .- Programacién Lineal Muitiobjetivo

Los pasos que se siguen en este método se pueden resumir asi:

1.

2.

Se trazan todas las metas en términos de variables de decision.

Se determina el espacio de solucidon para el grupo de metas de
la primera prioridad.

. Se considera el conjunto de metas con la segunda prioridad y se

determina el “mejor’ espacic de solucién, compatible con la so-
iucion aobtenida en ei segundo paso.

. Se pasa a la siguiente prioridad, y asi sucesivamente.

. Si en algin momento del proceso e! espacio de solucidn se re-

duce a un unico punto, se termina ahi el procedimiento porque
no es pasible mejarar la solucion.

. Si en ningun momento del proceso el espacio de solucidén se re-

duce a un unico punto, se concluye el proceso una vez que se
han valorado todos los niveles de prioridad,

A.2. Método secuencial para resolver programas lexicograficos.

Este método es el mas directamente apoyado en e! Simplex. Con-

siste en la resolucion de una secuencia de programas lineales
convencionales, pues para cada grupo de prioridad, se establece
un programa lineal.

Si se quiere resolver el problema (2.4)

Lex. min a= (al,az,---,ak)

sda. fE-y+y =m
¥elX

En primer lugar se minimiza la primera componente del vector de

logro, a,, correspondiente al primer nivel de prioridad, prescindien-

do del resto.
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E! modelo asi obtenido es ei programa lineal convencional

+

min  a,=g(y,y)
sa. f(B)~F +y = (2.5)
xekX _
La solucidén éptima de (2.5) garantiza ei cumplimiento de las metas
de méaxima prioridad y, si ello no es posible, proporciona la solu-
cién mas préxima a dichos objetivos. Sea q,* el minimo de la fun-

cién objetivo.

A continuacién se plantea el siguiente modelo de programacién li-
neal para la segunda componente de vector de logro, correspon-
diente al segundo nivel de prioridad, imponiendo que la solucién
de este segundo programa sea compatible con la solucién obtenida
en {2.5).

Es decir, se tiene el programa lineal convencionai

min  a,=g,(y', y)
sa. f(X)-y ' +y =m
YelX

— ¥
a,=q,

(2.6)

donde la dltima restriccion garantiza que en ta consecucién de las
metas de segundo nivel no se van a empearar {os resultados obte-
nidos para las metas de la primera componente del vector de logro.
La sclucién 6ptima de (2.6) es, por lo tanto, |1a mejor solucidén para
las dos primeras componentes del vector de logro consideradas de
forma simuitanea.

En el algoritmo se siguen planteando modelos lineaies convencio-
nales, incorporando restricciones del tipo q,=a,* Qque obligan a

respetar las metas de mayor prioridad ya logradas.
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Se tienen que resclver, como maximo, % programas lineales, es
decir, tantos como grupos de prioridad existan. El niumero de pro-
gramas lineales a resolver se reducird cuando al resolver uno de
ellos no se detecte la existencia de 6ptimos alternativos. En este
caso, el proceso de calcuio se detiene y no es necesario resclver
los programas lineales adicionales. {(Véase ignizio (1982), paginas
107-110).

Para mas detalles del método véase Ignizio [1.1], [I.3].

A.3. Método muitifase para resolver programas lexicograficos.

El métode muitifase (también llamado “Simplex revisado” o “Sim-
plex modificado”), ha sido propuesto por Lee, en 1972, {L.6], y por
ignizio, en 1876 y 1982, [1.1], [1.3]). Precisamente el nombre de
“multifase” se debe a Ignizio, ya que considera este método una
extension del método de ias dos fases de ta programacion lineal.
Oslon en 1984 [0.2], ha propuesto algunas modificaciones que
permiten simplificar los calculos.

E! método consiste en una adaptacion del Simplex de modo que se
pueda recoger una ordenacién de los objetivos. Para ello, a cada
variable de decisién se le asocia no un unico coeficiente en la fun-
cién objetivo, sino un vector de coeficientes con tantas compo-
nentes como niveles de prioridad existan

donde cada componente, ¢/, representa el coeficiente que a ta va-

riable i—ésima le corresponde en el grupo de prioridad j-ésimo.
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Dado que cada variable puede estar como maximo en un unico ni-
vel de prioridad, el vector ¢, i=1,2,.--,p, tendra, a lo sumo, una

dnica componente no nula.

Andiogamente, a cada variable se le asocia un vector denominado
“vector de rendimientos marginales”, r,

donde cada componente, r’/, recoge {a modificacién, cambiada de
signo, que se produciréd en la funcional correspondiente al nivel de
prioridad j— ésimo como consecuencia de introducir en la solucién
una unidad de la variable i -ésima,

Por o tanto, la habitual fila de indicacién de la tabla del Simplex
se convierte, en el método multifase, en una matriz de indicacion,
en la que cada fila esta asociada a un nivel de prioridad y cada
columna a una variable.

Esta matriz de indicacidon es lo fundamental del método multifase
ya que aporta la informacion necesaria para determinar la optima-
lidad de una solucién asi como para conocer !a variabie entrante
en cada sofucién.

El proceso que se sigue en el método multifase es el siguiente:

1. Se examina la primera fila de indicacion, correspondiente al
primer nivel de prioridad. Se observa si se cumple la condicién
de éptimo

r;'l SO,V j=1,2’...’p
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Si no se verifica dicha condicion se elige {a variable entrante
con éi criterio habitual dei Simplex.

2. Una vez conseguida ia condicidn de optimo para el primer nivel
de prioridad, se pasa al siguiente. Se observa ia segunda fila
de indicacién. Si no se cumple la condicién de 6ptimo para la
fila considerada, se e¢lige la variable con mayor rendimiento
marginal rj’. Pero, antes de iterar, es necesario comprobar que

r; es nulo porque, si fuera negativo, la introduccién de la varia-
ble x, mejoraria el segundo nivel de prioridad, pero a costa de

empeorar el primer nivel de prioridad entrando en contradiccién
con {a filosofia de la programacién por metas iexicogréafica.

3. Como consecuencia, la segunda fila de indicacién se debe
abandonar cuando, o bien cumple ta condicidn de optimo, o
bien, aunque no cumpla dicha condicién, no as posibie elegir.
ninguna variable que no empeore ias niveles conseguidos para
las metas de prioridades mas altas.

4. El resto de las operaciones necesarias para obtener una nueva
solucion basica (una vez que se ha determinado la variable en-
trante en cada iteracidn), es exactamente igual que las que se
realizan en el método dei Simplex.

Como ocurre con el método secuencial, hay regias que permiten
simplificar los calculos en cada iteracién sin modificar substan-
ciaimente el método. (Entre otros, cabe destacar el trabajo de Os-
lon [0.2]).

39



Caplitulo 2 .- Programacién Lineal Multiobjetivo

A.4. Método de Arthur y Ravindran para resolver programas le-

xicogriaficos.

Este meétodo, propuesto en 1878, se basa en la consideracién su-
casiva de las restricciones asociadas con las metas del modelo. Se

establecen distintos grupos de restricciones

S, c§, S o,

donde S, recoge las restricciones asociadas con las metas corres-

pondientes a los j primeros niveles de prioridad.

El proceso que se sigue se puede resumir en los siguientes pasos

1. Se resuelve el problema $,, que consiste en minimizar fa primera
componente del vector de logro a,, sujeto a las restricciones

asociadas con las metas correspondientes al nivel de prioridad
mas alto y a las restricciones iniciales de los objetivos, ¥ e X.

2. Se analiza !a existencia de 6ptimos alternativos en el problema
S,. Si éstos no existen, {a solucidn es unica. El valor del resto de

las metas se determina sustituyendo los valores obtenidos en el
paso anterior en las metas no consideradas en el problema §, . Y

el algoritmo finaliza.

3. Si existen dptimos alternativos, se plantea el probiema §,, que
consiste en minimizar las dos primeras componentes del vector
de logro (al,az), sujeto a las restricciones asociadas con las me-
tas correspondientes con los dos niveles de prioridad mas altos

y a las restricciones iniciales de los objetivos, ¥ « X. Se resuelive
este problema.

4. Una vez optimizado el problema §,, se observa la existencia o no

de Optimos alternativos. Y se itera el proceso descrito en los pa-
sos 2y 3.
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5. El algoritmo finaliza cuando se han analizado todos los proble-
mas §,,5,,---,5, 0 cuando se obtiene, para alguno de ellos, una

solucién 6ptima Gnica, como se ha explicado en el paso 2.

Una de las criticas mas fuertes a la Programacion por Metas Lexi-
cograficas es la incompatibilidad entre las ordenaciones jexicogra-
ficas y la existencia de una funcién de valor, ya que Debreu [D 4],
en las paginas 72 y 73, demuestra formalmente que este modelo no
es compatible con ninguna funcién de valor. Otros estudiosos del
tema, entre eilos Zeleny, se apoyan en dicha critica para afirmar
que este meétodo no deberia utilizarse en la practica. En cualquier
caso, s evidente que la critica resta potencialidad al método.

B. Programacién por metas ponderadas.
El modo mas intuitivo de realizar ia minimizacidén de ias variables
de desviacidon no deseadas es minimizar la suma de dichas varia-

bies. Asi, en nuesiro caso, tendriamos que minimizar la suma

min 307 +)) @7)

Pero la expresion (2.7) no representa las preferencias del decisor,
puesto que implicitamente sugiere que el decisor da la misma im-
portancia al logro de todas las metas, y esto, fracuentemente, no
es cierto. Este problema se intenta subsanar multipiicando cada
sumando de la expresidon (2.7) por un coeficiente de ponderacién,
w,, que expresa la importancia relativa que el decisor asigna al

cumplimiento de cada meta, obteniendo asi la expresion

min iwi(y: +y:)
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La formulacién compieta de este método, que consiste en minimi-
zar la suma ponderada de las desviaciones no deseadas y se de-
nomina Programacién por Metas Ponderadas, es la siguiente

min Z(w yi+wiy))

sa. xeX (2.8)
S ®+y -y =m
v,y 20 i=1,2,,p
w ,w 20

siendo w ,w; , i=1,2,.--,p los coeficientes que se asocian a las va-

riables de desviacion por exceso y por defecto, respectivaments.

Observacion: Conviene considerar que el objetivo de este progra-
ma

min 0 +w ;)

i=1
presenta dos dificultades.

1. Por un lado carece de sentido sumar variables de desviacién
cuando éstas estan medidas en unidades diferentes (unidades
monetarias, pesos, numero de horas trabajadas...).

2. Por otro lado, si los niveles de aspiracién fuesen muy diferen-
tes, la solucién del programa propuesto proporcionaria solucio-
nes sesgadas hacia un mayor cumplimiento de las metas con ni-
veles de aspiracién mas elevados.

Ambos inconvenientes se sclucionan minimizando la suma ponde-
rada de las variables de desviacién en términos porcentuales, en
lugar de hacerlo en términos absolutes. Ninguna de estas dos difi-
cultades se presenta cuando se agregan unidades monetarias. Pe-
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ro, siempre que sea necesario, se aceptara la hipotesis de que e!
objetivo del programa es minimizar la suma ponderada de las des-
viaciones expresada en términos porcentuales.

El programa (2.8), expresando en forma matricial, es

min ((FYF +(F ) ¥")
sa. f(®)-F +y =m

¥e X (2.9)
520,y 20
T 20, 20, W=Ww" +Ww"

Hemos afirmado antes que no puede darse simultaneamente que el
nivel de aspiracion sea sobrepasado y, a la vez, se quede por de-
bajo de él, luego, necesariamente, una de las dos variablies de
desviacién que definen cada meta tiene que ser cero. Aunque se
trata de un resultado bien conocido, reproducimos a continuacién.
su demostracién ya que mas adelante haremos argumentaciones
similares:

Proposicién 2.1. Sean ¥*, y* *, y~ * los vectores 6ptimos del pro-
grama (2.9). Entonces se verifica que y'*=0 y / & 7 *=0,
=12, p.

Demosiracion.-

Supongamos que

3je{L,2,-,p}/y;*>0,y;*>0

Definimos

y;=y;*=-6 >0, y =y *-6 >0

J

para un § suficientemente pequefio.
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Sean

ot
yj

. yr VYizj Lyt Yizj
K= para i=j |y, parai=j

entonces, puesto que w >0, es decir, w/, w; 20,Vi=12,- p, sien-

do al menos una de las desigualdades estricta, se verifica que

TG +II<HF TR Yy fE)-F Y =T

en contradiccion con que y* *, y * son 6ptimos. [I

El modelo al que hemos llegado, (2.9), tiene una estructura de
programacion lineal convencional, por io tanto se puede resolver
mediante el algoritmo de Simplex.

Para diferentes sistemas de pesos se generan distintas soluciones,
que se pueden enriquecer sometiendo al correspondiente sistema
de pesos a un analisis de sensibitidad.

Este modelo si es compatible con la existencia de funciones de
valor ya que, cuando los coeficientes de ponderacion, w, =(w; ,w;),
i=1,2,.--,p, expresan la importancia relativa que el decisor asigna
al cumplimiento de cada meta, la funcién objetivo del modelo (2.8)

min S0y +WV;)

=1
se puede interpretar como una funcién de valor lineal, separable y
aditiva.

Y, cuando la funcién de valor es lineal y separable en objetivos, la
solucién 6ptima coincide con la solucion dada por el modelo de
Programacion por Metas Ponderadas.

También ocurre que la solucién optima de tos modelos de Progra-
macién por Metas Ponderadas es compatible con una funcién de
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valor perteneciente a un conjunto incluso mas amplic que el de las
funciones de valor lineales y separables. (Para mas detalles véase
Romero [R.5], pag.163).

2.3.2.3.4.- Anélisis de post-optimizacién.

Cuando se resuslve un problema de programacién lineal por metas,
suele ser conveniente analizar los efectos que se originan en la
solucion Optima como' consecuencia de variaciones en los datos
del modelo. Si estas variaciones son discretas, surge ef anéalisis de
sensibilidad, y si las variaciones son continuas dan lugar a la pro-
gramacién lineal! por metas paramétrica. El desarrollo del analisis
de sensibilidad y de la programacién lineal por metas paramétrica
es muy similar al desarrollo de ambos temas en programacién li-
neal convencionat (ver Lee [L.6], Ignizio {I.3]). Por eso no nos de-
tenemos en este aspecto.

2.3.2.3.5.- Extensiones de la programacién por metas.

Lo mismo gue ocurrié con {a programacion lineal convencional, en
el ambité de la programacién por metas se han desarrollado diver-
sas extensiones dei modelo que tratan de ampliar las posibilidades
del mismo en su aplicacién a la realidad.

En nuestro analisis nos hemos limitado al estudio de la programa-
cién lineal por metas con variables de valores continuos. Una pri-
mera extension consiste en considerar variables de valcores enteros
(o discretas) y / o formas no lineales tanto en las metas como en la
funcidn objetivo. Estas extensiones son relativamente senciilas
(ver ignizio {I.1], 1976}, pero no nos detenemos en elias ya que
nuestro estudio se ha centrado en la programaciéon por metas esto-
castica en el caso lineal y de variables continuas.
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Otras posibles extensiones surgen de enfoques minimizadores al-
ternativos a los enfoques basados en metas lexicogréficas y en

metas ponderadas. Tienen lugar asi:

1. La programacién por metas “minimax”, sugerida iniciaimente por
Flavell en 1976 [F.1]. Este método consiste en buscar la minimi-
zacién de la maxima desviacién entre todas las desviaciones po-
sibles. La estructura matematica del modeio es

J@) -y +y =@ (2.10)
>

donde
d es |la maxima desviacién posible de todas {as metas.
a,y B, son .coeficientes indicadores de tas preferencias re-
lativas del decisor y, a la vez, normalizadores. a, =0
cuando en la i-ésima meta la variable de desviacién no
deseada es y,. Y B, =0 cuando en la j-ésima meta la va-
riable de desviacién no deseada es ;.
El problema (2.10) es un problema de programacién iineal con-
vencional que se puede resoiver por aplicacidén directa del Sim-
ptex.

2. La programacién multimetas. Fue propuesta por Zenely {Z.2] en
1982. Este enfoque minimiza las variables de desviacién no de-
seadas en el sentido de la programacién multiobjetivo, esto es,
buscando soluciones eficientes.

l.a estructura matematica de este modelo es
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Eff g()_}+:j”“)=[gl(.p—+ay~)""’gp(.)7+ay_)]
s.a. JX) -y +y =m
¥ 20,y 20

En este modelo, como en cualquier otro modelo de programacion
muitimetas, la eficiencia se establece en ol sentido minimizador.
Es un enfoque atractivo ya que combina el deseo del decisor de
satisfacer las metas por medio de la programacién por metas,
con e} potente concepto de eficiencia paretiana. Pero, pese a su
indudable interés, estd todavia poco desarrollado tanto a nivei
tedrico como a niveil de aplicaciones.

Otras posibles extensiones son

la Programacién Borrosa, en ia que no nos detenemos porque
requeriria introducir la metodologia de los conjuntos borrosos.

la Programaciéon Lineal Estocastica por Metas, que desarroila-
mos con detalle a partir del capftulo 6, ya que, justamente, es &i
tema objeto de estudio de este trabajo.

2.3.2.4.- Métodos interactivos.

Por ultimo, hacemos una brevisima alusién a los denominados

metodos interactivos. En elios hay tres elementos, el decisor, sl

analista y el modelo.

El proceso que se sigue se puede resumir asi:

a partir del modelo, el analista obtiene una solucién inicial que
presenta al decisor para que ta valore.

» el decisor expresa sus preferencias relativas respecto a dicha

solucidn.
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¢ ¢l analista introduce en la estructura del modelo las preferencias
del decisor y genera una nueva sotucidén que presenta al decisor
para que la valore.

El proceso iterativo finaliza cuando el decisor considera suficien-
temente buena la solucién obtenida.

Estos métodos tienen la ventaja de que permiten al decisor variar
sus preferencias ante la solucidn que el analista le presenta.

Entre los métodos iterativos mas importantes cabe destacar

+ gl método STEM. (Véase Benayoun, Montgolfier y Larichev
[B.5]).

+ el método de Geoffrion. (Véase Geoffrion, Dyer y Feinberg
[(G.4]).

e 2| método de Zionts-Wallenius. (Véase Zionts y Wallenius
{Z.4]).

+« el Método Interactivo de Programacién por Metas. (Véase Dyer
[D.10]).

e el método de Frank-Wolife. (Véase Steuer [S.17], Pagina 369-
370).

+ el método SWT o sucedéneo de las tasas de intercambio (Véase
Haimes y Hall [H.2]).

En este capitulo nos hemos extendido especialmente, como anun-
ciamos al comienzo, en el apartado 2.3.2.3, Programacién por Me-
tas, por ser el objetivo principal de esta tesis su extensién al caso
astocastico.

Como veremos, {a Programacion Estocastica por Metas es una de
las técnicas utiles para resolver problemas de decisidn en am-
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biente de riesgo. Por eso, en el préximo capitulo, vamos a ver al-
gunos aspectos de Decisién en ambiente de riesgo que después
aplicaremos en nuestro problema.

En los dos capitulos siguientes, 4 y 5, comentamos brevemente al-
gunos resultados de Programacion Estocastica (Escalar y Muttiob-
jetivo) que posteriormente utilizaremos para la resolucion dei pro-
blema de Programacién Estocastica por Metas.
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Capftulo 3 .- Decisién en ambiente de Riesgo

En este capitulo vamos a resumir aigunos de {os aspectos de la
decisién en ambiente de riesgo que utilizaremos en el capitulo 7.

3.1.- Planteamiento del problema.

Tal y como comentamos en el capitulo 1, un problema de decisidn
en ambiente de riesgo estd caracterizado por:

a) a cada alternativa se le asocia mas de un resultado, asociado a
distintos “estados de la Naturaleza”.

b) se puede definir una distribucién de probabilidad, ¢, que el de-
cisor conoce, sobre el conjunto de estados de la Naturaleza.

¢) como consecuencia, la eleccién de cualquier decision concreta,
x, inducird una distribucién de probabilidad, »(8,x), en el con-
junto de consecuencias, C, al que también denominaremos
cohjunto de resuitados o pagos.

Por to tanto, un problema de decision en ambiente de riesgo se
puede representar de siguiente modo:
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Hemos dicho en el primer capitulo, al hablar de la Teoria de la Uti-
lidad, que el objetivo que se persigue en los procesos de toma de
decisién es construir una funcién de utilidad que refleje las prefe-
rencias del decisor. A continuacién nos referimos brevemente a
esta cuestién.

3.2.- Funcién de utilidad.

La existencia de dicha funcién de utilidad esta garantizada por
unas hipétesis fundamentales respecto a la ccherencia de las
preferencias del decisor.

Hay distintas axiomaticas {la de Von Neumann y Morgenstern, la
de Luce y Raiffa, la de Blackwell y Girshick, etc.), asi como diver-
sos trabajos que critican algunos de los axiomas desde la pers-
pectiva de su desajuste, a veces, con lo observado en |la realidad.

Una de las posibles formulaciones de estas hipoétesis fundamenta- -
les, bastante aceptada, es la que recoge De Groot en [D.5] para
distribuciones de probabilidad acotadas, es decir, para aquellas
distribuciones de probabiiidad, £, tales que existen dos numeros
reales, »,r,, de forma que se verifica que

P{[rt,rzl} =1

En dicha axiomatica se utiliza la siguiente notacién:

Dado cualquier par de distribuciones de probabilidad acotadas,
P, , P, sobre conjunto de consecuencias, C,

*» P <P cuando para el decisor P, no es preferida a P,
e P <P, paraindicar que P, es estrictamente preferida a P,

e P ~F, sieldecisor es indiferente entre P y P,

52



Capfitulo 3 .- Decisitn en ambiente de Riesgo

Axioma 1°.- Dadas dos distribuciones de probabilidad cualesquiera
sobre el conjunte de consecuencias, 7 , 7, siempre se verifica que

P<P, & P>P, 6 P ~P,

Axioma 2°. - Dadas tres distribuciones de probabilidad cualesquiera
P,P ,P,si PPy P, <P, ontonces se tiene que P <P,

Esta hipbtesis, denominada axioma de transitividad, es una de ia
mas frecuentemente criticadas porque, con cierta frecuencia, no se
corresponde con el comportamiento real de {os individuos cuando
se les presenta una serie de decisiones apareadas.

Los dos axiomas anteriores unidos establecen una relacién de
preferencia - indiferencia en el conjunto de las distribuciones de
probabilidad de C, que es un preorden completo.

En lo que sigue para cada par de distribuciones P y Q, y cualquie-

ra que sea el nimero a tal que a (0,1}, la expresion
aP+(l-a)Q

denotara la distribucién de probabilidad que asigna la probabilidad
a P(A)+(1-a)J(4)

a cada subconjunto de consecuencias Ac (.

Axioma 3°.- Si se tienen tres distribuciones de probabilidad cua-

lesquiera P,, P, , P, y cualquier numero a < (0, 1), entonces
PP, a P+(1-a)P<a P, +(1-a)P.

Esta hipotesis, que frecuentemente de denomina axioma de inde-
pendencia, es, también, una de las mas controvertidas. La conaoci-
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da paradoja de Allais demuestra que, en problemas concretos, se
puede violar esta hipdtaesis.

Axioma 4°.- Si se tienen tres distribuciones A, P, , P, de forma que
P~<P<P,

entonces existen dos numeros « ,f <(0,1) tales que
P<aP+(-a)f, y P> B P+(1-p)F

Esta hipétesis, frecuentemente, se denomina axioma de continui-
dad.

Los cuatro axiomas anteriores, junto a algunos otros de indole
matemaética, garantizan la existencia de la funcidn de utilidad. Para
mas detalles sobre la axiomatica se puede consultar cualquier libro
de Teoria de fa Decisién de los citados en la bibliografia ({D.5},
[F.4], ...)

Dicha funcién de utilidad representa numéricamente las preferen-
cias del decisor, es decir, verifica que

P3P, o U(R)<U(R)
Ademas, es una funcion lineal, esto es, verifica que

Ula P+(1-a) B)=a U(P)+(1-a)U(PR,)
y ©8 unica salvo transformacién afin.

También se puede demostrar que la utilidad de una distribucién de
probabilidad es el valor esperado de las utilidades asociadas a ios
resuitados ciertos. Es decir:

U(P) =] Ux)aP(x) = E,|U(x)]
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-

Por esta razoén, a la Teoria de la Utilidad de Von Newmann y Mor-
genstern se la conoce también como “Teoria de la Utilidad Espera-
da”.

3.3.- Decisién de Bayes y Riesgo de Bayes.

Bajo la hip6tesis de que en un problema como el planteado en la
seccion 3.1 se verifican los axiomas de la Teoria de la Utilidad,
existira una funciéon de utilidad que asigna a cada valor del para-

metro 6 €®, y a cada decisién xe X, una utilidad U[C(8,x])]. Y se

tendra, también, la correspondiente funcién de pérdida o coste que
asigna a cada valor del parametro # € ©, y a cada decisidn xe X,

una pérdida o coste L(8,x}=-U[C(8,x)].

Entonces, el problema considerado se puede representar asi:

o
: A

D

.

Y, segun se deduce de la teoria, el decisor buscara la forma de
elegir la decisién x que proporcione la minima pérdida esperada.
Para cobtener esta decision oOptima se asocia a cada decision,
x€ X, un valor en el campo de los nimeros reales, |, que se de-
nomina riesgo de la decisidén x respectc a la distribucién de pro-
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babilidad ¢ , que se representa por R(¢,x), y que se define como

la pérdida esperada asociada con dicha decision, es decir
R{¢.9)=E . [Ll6.4)=] Ll6.x)ace) (3.1)

Esto es, la funcién de riesgo asi definida es el valor esperado de la
funcién de pérdida respecto a la distribucién de probabilidad a
priori, ¢ , existente en los estados de la naturaleza ¢ valores dei
parametro .

Ei decisor elegira, cuando sea posible, 1a decisidn x=x* que mi-
nimice el riesgo, por lo tanto, tal que

R(¢,x* =inf R(¢,3)

Esta decisién, x* se conoce con el nombre de decisién de Bayes
respecto a la distribucién de probabilidad ¢, y al riesgo asociado
con elia, que representaremos por R*(¢), se le denomina riesgo de
Bayes raspecto a Ia} distribucién de probabilidad ¢.

Luego una decisién x*c X es una decisién de Bayes respecto a la
distribucion de probabilidad ¢ si y sélo si

R*(¢)=R{¢,x)

Hemos dicho que el decisor etegird una decisién de Bayes cuando
sea posible, debido a que estas decisiones no siempre existen.
Vamos a comprobarlo con un sencillo ejempio que utitiza De Groot
en [D.5]. Consideremos un problema de decisién en el que

« ol espacio paramétrico es Q={0,1},
* el conjunto de las posibles decisiones es X =[0, 1],

» la distribucién de probabilidad asociada al espacio paramétrico

viene dada por P{6:0}=—3,P{6=1} =% ,
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¢ y la funcidén de pérdida considerada es el valor abscluto dei
error, es decir

L{8,x) =16~ x|

por lo tanto
L(0,x)=0-x=x
LLx)=l-x=1-x

E! problema de decisién de nuestro ejemplo se puede representar

asi:

X\Ql 6=0 9=1

X X 1-x

Para cualquier decisiéon xe X, el riesgo es

R(é’,x) = Em)[L(Q,x)] =

L{0,x)- P{@ =0+ L(1,x)- PO =1} =

3 1 1 1
4Jc+4(1~-x) = px+y

Obviamente |la decisién de Bayes que minimiza el riesgo es x*=0y

el riesgo de Bayes resulta ser R*({):%.

Sin embargo, si el espacio de decisiones fuese Xz(o,l], el riesgo

, pero no estaria asociada a

de Bayes seguiria siendo R*(g):i
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este riesgo ninguna decisién de Bayes. Con lo que queda compro-
bado que no siempre existen decisiones de Bayes.

3.4.- Decisiones mixtas o aleatorizadas..

Una decisidn x se dice que es una decision mixta o aleatorizada
cuando sa obtiene como una distribucién de probabilidad sobre el
conjunto de decisiones X, esto es, cuando se asignan unas proba-
bilidades p,,p,,-- a un conjunto de decisiones de X, x,,x,,-- de
manera que el decisor selecciona una decision x, en base a dichas

probabilidades.

Sea M el conjunto de todas ias decisiones mixtas en un problema
de decisién dado. A las decisiones de X se las denomina decisio-
nes puras. Cada decisidén x e X se puede considerar como una de-
cisién mixta suponiendo que se obtiene como una distribucion de
probabilidad degenerada en x, es decir, una distribucién que asig-
na probabilidad 1 a x. Por lo tanto X es un subconjunto de M y la
ventaja de la existencia de decisiones mixtas es que ai aumentar el
dominic de eleccién del decisor puede ocurrir que éste realice
mejor su eleccién.

Sin embargo, vamos a ver que el espacio de decisiones mixtas, M,
no proporciona una reduccidon del riesgo del decisor, es decir, va-
mos a ver que la decision 6ptima o decision de Bayes de un pro-
blema de decisién en ambiente de riesgo considerando el espacio
de decisiones mixtas M coincide con la decisién 6ptima o decisién
de Bayes de dicho problema considerando unicamente el espacio
de decisiones puras X. (Por lo tanto en ambiente de riesgo el de-
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cisor no necesita considerar el espacio de decisiones mixtas. No
ocurre lo mismo en ambiente de incertidumbre).

En efecto, sea x una decisién aleatgrizada, la pérdida esperada
asociada con esta decision para un valor 8 € Q dado, si existe,
vendra dada por la expresién

L(8,x)=2p, L(6,x) (3.2)
=t
Para cualquier distribucién de probabilidad { del parametro O y
cualquier decisidon mixta x, el riesgo R(g,x), si existe, vendra dado
por la expresién (3.1)

R, x)=[ L(6x)d (6)

Por otro lado, para cualquier distribucién de probabilidad { del pa-
rametro @, el decisor elegird, si !e es posible, la decisién xe M

que minimice el riesgo R(¢,x). Teniendo en cuenta las expresiones

(3.1) vy (3.2), la funcién de pérdida de cualquier decisidn mixta x es
la media ponderada de las funciones de pérdida de las decisiones

puras x,,x,,--. Por lo tanto el riesgo R(¢,x) para la decisién mixta,

si existe, es una media ponderada de los riesgos R( ,x,.) de las

decisiones puras x, y entonces

inf R(¢,x) = inf R(¢,x) = R*(¢)

xeM

expresién que indica que con ninguna decisién mixta se puede
obtener un valor del riesgo inferior al riesgo de Bayes obtenido con
las decisiones puras. Por lo tanto, la solucién de un problema de
decision en ambiente de riego o bien es una decisién pura, o si es
una decision mixta, también tienen que ser solucién las decisiones
puras a partir de las cuales se ha formado dicha decisién mixta.

59



Capitulo 3 .~ Decisién en ambiente de Riesgo

(Para una demostracion formal se puede ver, por ejemplo, De Gro-
ot [D.5], Infante [1.8], ...).

3.5.- Metodologia Bayesiana. Decision con experimentacion.

En muchos problemas de decisidn, el decisor tiene la oportunidad
de hacer experiencias previas a la toma de la decision, esto es,
puede observar el valor de un vector aleatorio ¥ que tiene relacién
con el parametro ©, antes de elegir una decisién de X.

El vector aleatorio observado Y es una muestra de tamaiio n,

(y,,---,y,,) que toma valores en el espacio muestral §.

Supondremos que la distribucién condicionada de ¥ dado ©=60 se
puede especificar para cada valor & €, representaremos su fun-
cién de densidad por f{y/8) y ia denominaremos funcién de vero-
similitud de la muestra.

A un problema de este tipo lo denominaremos problema de deci-
sion estadfstica.

Las componentes de un problema de decisidon estadistica son, por

lo tanto:

* un espacio parameétrico Q

e un @spacio de decisiones X

« una funcién de pérdida o coste L =1(0,x)

e y una familia de funciones de densidad o de probabilidad,
{f(+76)16 € ®}, de una observacién ¥ condicionada al valor ¢ de

®, denominadas, como hemos comentado, funcicnes de verosi-
militud de Y.

La distribucién de probabilidad de ® dependerd, obviamente, del
valor observado de Y. Supondremos que existe una distribucién de

60



Capftulo 3 .- Decisién en ambiente e Riesgo

probabilidad iniciai de © antes de observar Y, que se denomina
distribucién a priori de © y cuya funcién de densidad o probabilidad
representaremos por £{(#8).

La distribuciéon de probabilidad condicionada de ©® dado el valor
observado de ¥, Y=y, se denomina distribucién a posteriori de @

y su funcién de densidad, ¢(6/y), vendra dada por el teorema de

Bayes

__tyie) ¢
) r(y16) ¢ (6)d0

$(e/y)

En estas circunstancias, no se busca una unica decisién xe X, si-
no un conjunto de reglas, una para cada observacion muestral, de
forma que si se presenta una cierta muestra, la decisién asociada
con ella, sea de pérdida minima respecto a la informacién que di-
cha muestra proporciona.

Por eilo, en lugar de trabajar con el conjunto de decisiones, X, se
trabaja con el conjunto de las denominadas funciones de decision,
que es un conjunto de aplicaciones del espacio muestral § de ob-
servaciones en el conjunto de decisiones X

A={5(y)/6:5 > X}
Como la decision elegida depende, generalmente, del vaior obser-
vado de Y, antes de observar ese valor se puede identificar el

proceso de decisidn con la eleccidn por parte del decisor de una
cierta funcién § e A.

Se trata, de nuevo, de elegir la funcién de decisién 5* e A que pro-
porcione una pérdida minima respecto a todos los posibles puntos
del espacio muestral yc§ y a todos los posibles valores del para-
metro 8 € Q.
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Para obtener dicha funcién de decision definimos el riesgo, R(¢.,5),

de una funcion de decision con respecto a la distribucion a priori,
¢, como la pérdida esperada, es decir

R(¢.8)= E[Li8.600 =, | L16.60)1 (.0 dya6 =

=) ) 110,600 f(r160)¢ (8)dyae

La expresién anterior se puede reescribir asi
R¢.0)=], ([ 216.60m 70 19)0)¢ 0) a0 =

-} (6,5)¢ (6) a9
Luego un posible procedimiento para calcuiar el riesgo es

e calcular ta pérdida esperada asociada con cada posibie valor

de ©

R0.6)=} L1660 f(y!6)dy
e calcular la esperanza respecto a 8 de R(6,5)

K¢.8)=) H6.5)¢(6) b

Teniendo en cuenta que
R(¢,6)=), | 216,600 7(,6)doay =
= [ (L,L10.50m ¢ @19148) ) ay

un modo alternativo de calcular ei riesgo es:

e para cada observacién Y=y, se calcula el riesgo de la decisién

o(y) respecto a la distribucién a posteriori £(8/y)
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R(3(:»),£(8,)

s a continuacién se calcuia (a esperanza respecto a y de dichos

riesgos
)R8, C(019) £,0)

siendo f,(y) ia distribuciéon marginat de y.

La funcién de decision §*(y) para la que el riesgo es minimo se
denomina funcién de decisitn de Bayes con respecto a ¢ y su
riesgo, R(¢,5%), se denomina riesgo de Bayes respecto a ¢, y se
representa por R*(¢).

Es decir

R(¢.6%) = Inf R(¢.8)=R*(¢)

A

La funcién de decisiéon de Bayes se construye minimizando
H¢.8)=] ([ Li8.50n7010)¢ 6) a8)ay
que equivale a minimizar para cada y < §, la expresién

} LI6.6(6)) F(v/6)¢ (6) @B

lo que es equivalente a minimizar

L1650 (7(v/ 0)¢(0)/£,)d6

que es igual a
L Li6,600¢61y) a0

siendo ¢(8/y) la distribucién a posteriori del parametro @ después
de haber observado Y= y.
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En consecuencia, la funcién de decisién de Bayes & *(y) elige, pa-

ra cada valor observado Y=y, la decisidn de Bayes respecto a la

distribucion a posteriori £(6/y).

Con lo dicho hasta aqui, los procesos de decisiéon en ambiente de
riesgo se pueden interpretar del siguiente modo:

Si se debe elegir una decisién sin posibilidad de observacién
previa, se elige la decision de Bayes respecto a la distribucién
a priori del parametro. Si se tiene la posibilidad de observar Y
antes de tomar decisiones, una vez observado el valor de 1 se
elige la decisién de Bayes respecto a la distribucion a posteriori
del parametro. La anica diferencia es que ia distribucién de ©
ha cambiado.

El proceso se puede realizar repetidas veces, ya que se puede
demostrar sin dificultad que la distribucién a posteriori final
5(@/!y,-,y,) no depende dei orden en que se ha recibido la
informacién {(para la demostracién véase, por ejemplo, De Groot
[D.5]).

De esta forma, la incorporacién de informacién para la toma de
decisiones se corresponde con el calculo de las distribuciones
a posteriori del pardmetro.

Este proceso provoca, por tanto, revisiones del sistema de cre-
encias del decisor (no de sus preferencias). En cada instante
del proceso, si el decisor se ve obligado a tomar decisiones,
elegira las que sean 6ptimas, es decir las decisiones de Bayes,
respecto de la ultima distribucién a posteriori calculada hasta
ese momento.
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Dentro de este analisis es conveniente valorar la informacién dis-

ponible para decidir si interesa o no obtenerla, por eso pasamos a
ver

3.68- El valor de la informacién.

Para valorar la informacidn, el decisor debe comparar la reduccién
del riesgo que se puede obtener mediante una observacién Y, con
el coste que supone dicha observacion.

Si R,(¢) es el riesgo de Bayes que se obtendria eligiendo una de-
cisién x € X antes de observar Y, es decir, el riesgo a priori, que se
puede interpretar como el coste esperado de ia decision Sptima a
priori, y R({,6*) es el riesgo de ia funcién de decisiéon de Bayes o
riesgo a posteriori, entonces la reduccidn del riesgo obtenida me-
diante una observacién Y viene dada por la diferencia

R(¢)-R(¢.6%

a la que denominaremos Valor Esperado de la Informacién Mues-
tral y representaremos por VEIM K que sera

VEIM =R(¢)-R,6*)

Esta expresion constituye una cota superior del coste que el deci-
sor estarad dispuesto a pagar por obtener la informacién Y, y es
siempre no negativa.

Si no existiera ningun tipo de incertidumbre, esto es, si se tuviese
Informacién Perfecta sobre el suceso que ocurrird, ei coste seria ej
minimo posible y lo representaremos por C min Si se considera, por

ejemplo, el caso discreto
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\ gl é'p
Ny 6 - 8,
x, | L{6.x)Llo,.x)
X, L(Gl,xn)---L(ép,xn)

Suponiendo gue se tuviera Informacion Perfecta el coste esperado
seria

C min = Cl'(’"j" L(®, ,x))4—-~+r,’p-(min L(Bp,x)J

y el Valor Esperado de /a Informacién Perfecta, que representare-
mos por VEIP, vendra dado por ia diferencia

VEIP=R,(¢)-Cmin

que constituye una cota superior del coste de cualquier informa-
cién.

Esta valoracion de la informacién se basa en el punto de vista
coste - beneficio. Otra forma de hacerlo es desde el punto de vista
de su eficiencia, 10 que requiere de la Teoria de ia Informacién. No
consideramos este modo de valerar la informacién porque no lo
hemos aplicado a nuestro problema.

Nos centramos, a continuacién, en el calculo de las distribuciones
a posteriori que, como sabemos estdan determinadas por la distri-
bucidn a priori y \a funcién de probabilidad o de densidad muestral
o verosimilitud de la muestra. Para facilitar los calculos se introdu-
ce el concepto de familia de distribuciones conjugadas.
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Comenzaremos recordando el concepto de estadistico suficiente
por el papel fundamental que desemperna su existencia en el estu-
dio de [as familias conjugadas.

3.7. Estadisticos suficientes. Familia de distribuciones conju-
gadas.

Sean, como siempre:

e © un parametro que toma valores en Q.

e Y una variable aleatoria (o vector aleatorio) que toma valores en
S.

o fle/8) ta funcidn de densidad o de probabilidad de Y condicio-

nada a que ©=6, o funcién de verosimilitud de la muestra.

Un estadistico, es decir, cualquier funcién 7 de la observacién ¥,
T= T(Y,,---,Y), se dice que es suficiente cuando reune toda la infor-

n

macién que proporciona la muestra. Este concepto se puede for-
malizar asi

Definicién 3.1. Un estadistico T:T(Y,,---,Y,,) es suficiente si, para
cualquier distribucién de probabilidad ¢(#) de ® y para cualesquie-
ra observaciones (Y“.--,Y;)z(yh--',y“), la distribucidon a posteriori

$(@/y,,y,) depende de las observaciones (y,,---,y,,) unicamente a

través de T(yi,---,y,,).

Es decir, el estadistico T es suficiente cuando para dos puntos
cualesquiera de §,

(yls"'syn) y (yils""yn')
Si

T[yl’...,y”) = T(yl"...’y"')
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entonces
SOy, y)=6@/y 3"

El siguiente teorema proporciona un modo sencillo de reconocer
los estadisticos suficientes.

Teorema 3.1. Un estadistico T es suficiente para una familia de
funciones de densidad s(y/6), 6 €Q, si y sélo si f(y/6) se pusde

expresas como el producto
/(y18)=u) AT().0) . YyeS, voeQ

donde
u(y) >0 Yy no depende de ©=¢6
WT().6) =0y depende de y sdlo a través de T(y).

Para la demostracién véase, por ejemplo, De Groot [D.5], pagina
156.

Observaciones y comentarios.-

¢ En |lo que sigue consideraremos que las variables aleatorias
Y-, ¥ son muestras aleatorias simples del espacio muestral §,
es decir, son muestras aleatorias constituidas por variabies
aleatorias estocésticamente independientes y, cada una de
ellas, con |a misma distribucién de probabilidad de ia pobiacidn,
dada por la funcién de densidad r(yse). Por lo tanto, para cual-
quier valor dado # de @, la funcién de densidad o funcién de ve-

rosimilitud de (Y,,--,¥,}={y,,---,»,) cuando ®=0 es

f (v, 16) =TT £(3, 18)

i=l

o La existencia de estadisticos suficientes viene dada por el si-
guiente teorema:
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Teorema 3.2. Dado un conjunto de observaciones y,,---,y,, de

una muestra aleatoria simple ¥,.--,¥ y una familia de funciones

de densidad {f(s/6),6 € O} pertenecientes a la familia de funcio-

nes exponenciales de Koopmans—Darmois, es decir, de la forma

i:c,(a)-d,( )]
rfly18)=a(@) by

entonces el estadistico de dimension fija &

T(Yiv'":Yn) =[§da()’j),"':zdk(yj)]

j=1

es un estadistico suficiente para cada muestra de dimension n.

Pasamos, a continuacién, a estudiar las familias de distribucio-
nes conjugadas. h

Supongamos gque la distribucién a priori de ® pertenece a una
familia paramétrica concreta de distribuciones de probabilidad.
Si la distribucién a posteriori también pertenece a dicha familia
de distribuciones para cuaiesquiera valores de l|la muestra
Y.y, la citada familia recibe el nombre de familia de distribu-
ciones conjugadas respecto a la distribucion muestrai. Se trata,
por tanto, de familias de distribuciones “cerradas bajo mues-
treo”.

Se comprueba facilmente que cualquier familia de distribuciones

conjugadas debe verificar dos propiedades

1. vn,Vy, .y, la funcién de verosimilitud s(y, .y, /6), consi-
derada como una funcién de 4, es proporcional a una de las
funciones de la familia. _

2. La familia de distribuciones conjugadas es cerrada bajo multi-
plicaciones.
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La relacién entre la existencia de estadisticos suficientes y las fa-
milias de distribuciones conjugadas viene dada por el siguiente
teorema cuya demostracion es sencilla y se encuentra en cualquier
libro de decisién bayesiana.

Teorema 3.3. Si Vn existe un estadistico suficiente T{y,,--,y,) de

dimension fija k, entonces existe una familia de distribuciones
conjugadas construida a partir de las dos propiedades anteriores.

De hecho, la mayoria de las familias de distribuciones usuaimente
utilizadas pertenecen a esta familia de distribuciones expcnencia-
les, y, por lo tanto, existen estadisticos suficientes. La excepcion
més conocida es la distribucién uniforme, pero también para esta
tamilia de distribuciones existen estadisticos suficientes.

La construccién de familias conjugadas para muestras de las dis-
tribuciones mas comunmente utilizadas se puede encontrar en
cualquier libro de decisién bayesiana. A modo de ejemplo y porque
{o utilizaremos mas adeiante, veremos el siguiente caso:

Teorema 3.4. Sea el vector aleatorio Y=(Y,,---,Yt)' con una distribu-
cién de probabilidad multinomial de parametros » (un numero ente-
ro positivo conocido) y ©®=(8,,---,8,)' (desconocido). Supongamos
que la distribucién a priori de ® es una distribucion de Dirichlet o
Beta Multivariante con vector paramétrico a:(al,---,a,)‘ tal que

a, >0,i=1,--- k. Entonces la distribuciéon a posteriori de © cuando
Y, =y, ,i=1,--,k es una distribucién de Dirichlet o Beta Multivariante

con vector paramétrico a*=(a, +y,,-a, +¥,)"

Para la demostracién véase De Groot [D.5], pagina 174.
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Cabe preguntarse si es siempre conveniente utilizar ia Metodologla

Bayesiana o si hay ocasiones en ias que &s mas oportuno recurrir

a la Metodologia Cl4dsica. Para responder a esta cuestién conviene

considerar dos situaciones:

1.

2.

Se puede demostrar que, bajo condicicnes muy generales,
cuando »n tiende a infinito, las distribuciones a posteriori
{@/1,-.Y), convergen en probabilidad al verdadero valor del
parametro 6,. (Véase De Groot [D.5]). Por lo tanto, para mues-
tras grandes, se puede utilizar el estimador maximo verosimil
(cuando éste existe), ya que mediante la Metodologia Bayesia-
na se llega a los mismos resultados que utilizando los Métodos
Clasicos.

En ausencia de informaciéon a priori hay dos posibilidades de

utilizar la Metodologfia Bayesiana que, habituaimente, llevan al

mismo resultado:

¢ 0 bien partir de una de las denominadas distribuciones a
priori “impropias” que refleje la indecisién en la distribucion
a priori

o o tomar limites en la distribucién a posteriori de forma que
se refleje la ignorancia a priori.

Utilizando cualquiera de estas dos posibilidades en la estima-

cidon por intervalos, por ejemplo, los resuitados obtenidos, de

nuevo, coinciden a menudo con los de la Metodologia Clasica.

Consecuentemente pareceria adecuado proponer que la utilizacion
de la Metodologia Bayesiana es Util o bien cuando no hay “mucha”

informaciéon muestral o bien cuando hay informacién a priori. No

obstante y pese a las coincidencias formales, las diferencias filo-
soOficas entre ambas metodoiogias persisten, y hay quienes afirman
la conveniencia de la utilizacién de la Metodo/ogfa Bayesiana en

cualquier tipo de problema.
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3.8.- Estimacion de parametros Bayesiana.

Los problemas de estimacion tipicos de la inferencia estadistica se
pueden considerar como problemas de decisién en los que la deci-
sion consiste, precisamente, en elegir una estimacién del parame-

tro ®= =(®,,-,8,)", cuyos valores pertenecen al subconjunto Q de
R*. Por (o tanto el espacio de decisiones, X, coincide con el espa-
cio paramétrico Q. Y, para simplificar, se puede suponer que
Q=X =R*, aunque la probabilidad de que © esté en aigunas regio-
nes de R* pueda ser 0,

Si ¥=(x,-,x,)' es una estimacién de! valor del parametro
é‘“:(ol,---,e,c)' de @, la pérdida L(é—,ic‘) en que incurre el decisor con
esta estimacion reflejard la discrepancia entre el valor del paré-
metro 4 y la estimacion x.

Dado un problema de estimacién en el que la distribucién de pro-
babilidad a priori de ® se sabe que viene dada por ¢, una decisién
de Bayes {0 en este caso una estimacién de Bayes), x¥*, serd un
punto ¥ € R* que minimice el valor del riesgo R(¢,%), es decir, tal
que

R(¢, 7% =min |, 1(5,7)d¢(0)

Cuando el pardmetro ©® es unidimensional y sus valores pertene-
cen a la recta real (esto es, 0 es un intervalo [a,b] de ®), la fun-

cién de pérdida frecuentemente tiene la forma
L(@,x)=ald-x|*

con a>0, >0, siendo especialmente utilizados los casos en que
b=2yb=1.

¢ Para b=2 se tiene la funcién de pérdida error cuadratico, que
tiene la forma
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L@, x)=al(@-x)*

Una estimacion de Bayes de © para esta funcion de pérdida se-
rd4 un namero, x=x', que haga minimo el riesgo, E[(@-x)?]. Se

trata, por tanto, de determinar
min E[(@—- x) 2]

Imponiendec la condicion necesaria de minimo a esta funcién,
esto es, igualando la primera derivada respecto a x a 0, se tie-
ne que

x* = E[Q]

Como también se verifica la condiciéon suficiente de minimo, ya
que la segunda derivada es positiva, fa estimacién de Bayes,
x*, es ol valor medio de la distribucién de ©, si este existe.

Para este valor de x  ei minimo valor del riesgo es {a varianza
de dicha distribucién, ya que

Elle- El6)) *| =var fe]

Esto es, el riesgo de Bayes es la varianza de }a distribuciéon de
©, si esta existe.

Sean Y una observaciéon con funcién de densidad condicionada
a®=6, f(¢/8), ¢ la funcion de densidad a priori de @ y ¢(e/y)
la funcidn de densidad a posteriori de ® cuando ¥=y. Supo-

niendo que a=1 con el fin de simplificar, para cuaiquier valor
observado Y=y, la decisién de Bayes es

S *(y)=E[0/y]
donde E[@)/y] es el valor medio de la distribucién a posteriori de

®, si éste existe.
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Una vez observado el valor y y elegida la estimacién & *(y), el
riesgo es la varianza de la distribucién a posteriori de 0,

Var[©/)], si esta existe.

e Para b=1 se tiene la funcién de pérdida proporcional al valor
absoluto del error, que tiene |a forma

L(@,x)=ald -
Dada la distribucién de ©, una estimacién de Bayes x es un nui-
mero que minimiza E[l@-4].
Se sabe que m es la mediana de la distribucién de © si
P{@zm}zé y P{G)Sm}z—;—, y que cada distribucién tiene al me-

nos una mediana, aunque ésta no es necesariamente unica. Se
puede demostrar qué cualquier mediana de la distribucion de @
es una estimacién de Bayes para la funcidn de pérdida propor-

cional al valor absoluto del error, mediante el siguiente teorema: _

Teorema 3.5. Supongamos que E{l@] <w. Un namero x' satisfa-
ce la ecuaciéon
Eﬂ@-—x*]]-—-min E[[@-—x”

si y s6lo si x” @s una mediana de la distribucion de © .
(Para la demostracidén véase, por ejemplo, De Groot [D.5]).

Cuando se dispone de un vector de observaciones Y, el decisor
puede construir un estimador de Bayes J *(y) eligiendo una me-

diana de |a distribucidon a posteriori de ® para cualquier valor
observado y de Y.
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Consideremos ahora el caso en que el parametro © es un vector
6=(®,,-.0,) para k>2.

Una funcién de pérdida tipica para tales problemas es {a que viene
definida por la forma cuadratica

(0.8 =(8-5) 4(6-7%)

dénde 4 es una matriz simétrica definida no negativa de orden
kxk.

Esta funcién de pérdida se puede considerar como una generaliza-
cion de la funcién de pérdida error cuadratico.

Supongamos que el vector valor medio y ta matriz de covarianzas
de © existen y son

E[@] =u ¥y Cov[@ =Y.

Una estimacién de Bayes para cualquier distribucion de © es un
punto ¥ € R* que minimiza el riesgo, es decir, que hace minima la
esperanza

Pero

- E[{(6- a){z-9)4{(6- 1)+ (-2} =

~%)' A(F-%) (3.1)

1]
ol
@

]
RS
&

ol

|
E
iy
=

Luego el primer término de esta dltima expresién no depende de x.
Por ser 4 una matriz definida no negativa, el segundo término de
la expresidon (3.1) no puede ser negativo, es decir,

(z-%)4(E-%=0

cualquiera que sea ¥.
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Por lo tanto ¥ es una estimacién de Bayes si y sdlo si
(z-x)A(f-%)=0 (3.2)

Consecuentemente z - 7 es una estimacién de Bayes de ©. Si la

matriz 4 es definida positiva, esta es la unica estimacién de Ba-
yes, en otro caso puede haber otros valores de ¥ que satisfagan la
ecuacion (3.2).

La funcidn de pérdida proporcional al valor absoiluto del error se
podria generalizar al casc en que el parametro ©® es un vector
®=(®,,,0,), para k22, mediante la norma I, de Holder que he-

mos visto en el epigrafe B.- “Programacién por metas ponderada”
del apartado 2.3.2.3 del capitulo anterior, siendo entonces la fun-
ciéon de pérdida de {a forma

L(§,%)= gai 16,. “x.-l

Pero no se puede generalizar la solucién obtenida en al caso uni-
dimensional ya que no se tiene un concepto de mediana para dis-
tribuciones de probabilidad multidimensionaies.

En et capitulo 9 (Aplicaciones) volveremos a plantearnos este pro-
blema y propondremos una posibie solucién.
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Capitulo 4 .- Programacion Lineal Estocdstica Escalar

En este capitulo resumimos aigunos de los resultados de Progra-
macién Estocédstica Escalar en el caso Lineal, que utilizaremos mas
adelante.

4.1.- Planteamiento del problema.

Sea el problema determinista de programacidn lineal escalar en la
forma canédnica

—y

opt C'X
sa Ax<h
e X

donde
¢ y X son vectores de dimensioén n,
A es una matriz de orden mxn.

b es un vector de dimension m.
X es un conjunto poliedral convexo, habituaimente X =
={¥/x20}
Una posible interpretacidon econémica de este tipo de problemas es
considerar las componentes c, y 4, j=12,-n, i=12,,m, de los

vectores ¢ y b, como precios y demandas, respectivamente, y los

coeficientes tecnoidgicos a,, i=1,2,-,m, j=1,2,---, n de la matriz

A, como productividades. Es claro que es mas realista considerar
que estos coeficientes no siempre son fijos, sino que pueden ser
aleatorios.

Cuando alguno (o todos) de los coeficientes de la matriz A y/ 6
de los vectores ¢ y » son variables aleatorias definidas en el es-
pacio probabilistico (E,6F,P), (cuya distribucién de probabilidad

conjunta es conocida e independiente de la variable de decisién
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¥), estamos ante un problema de Programacion Lineal Estocaéstica
que tiene la forma
opt T(E)F
sa. AE)E<H(E)
¥e X

En estos probiemas no estd claramente definido ei concepto de
aptimo (maximo o minimo). Si el problema, por ejempio, es de mi-

nimizacién
lrminn Er(&—)—f .
sa. A F<b(E) (4.1)
xelX

como ¢(&) es un vector_aleatorio, no es posible, en general, hallar

un vector factible %, tal que

T(E)T, < T(E)T
para cada £ €Z y para cada ¥ factible, ya que ei valor de la fun-
cién objetivo #(£)¥ en cualquier punto ¥ no es un nGmero sino un

valor aleatorio.

Por lo tanto, puede ser que para algin & < Z se verifique que
e(E)%, < T(&)x

mientras que para otro & € Z, se tenga que
e(E)x, = T(§)x.

Un problema analego se plantea en relacién a las restricciones.

Es decir, en un problema del tipo (4.1), no esta claramente especi-

ficado como elegir una decisiéon ¥ antes de conocer la realizacion

del evento aleatorio &. Esto hace necesario especificar ios con-
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ceptos de solucién que se consideran apropiados para el problema
concreto descrito por ese modelo.

4.2.- Algunos conceptos de soluciéon en Programacién Lineal
Estocastica.

4.2.1.- Solucién “ingenua”.

En un primer momento muchos de estos prgoblemas se han resuelto
sustituyendo las variables aleatorias por sus valores esperados (o
por una buena estimacién de fas mismas) y resolviendo el progra-
ma lineal resultante.
Pero Kall en [K.2], muestra con un sencillo ejemplo numérico que
este procedimiento puede no ser adecuado.
Resuelve el problema

min  x, +x,

sa. Ex4+x,27

n x; +x,24

x,20,x,20

donde (&£,7) es un vector aleatorio con una distribucién de probabi-

lidad uniforme en el rectanguio

(1<e<a),((yHsn<).

Luego el valor esperado de (£,7) es

E[(¢.2)]=(52,2/73).

Y se trata de resolver el programa lineal
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min x, +x,

5
s.a. 5)1:1+x2 =27

2

;xl +x, 24

x20,x,20
cuya solucién es

18 32

xl#.—__._ -

BRIt
Pero la probabilidad del suceso consistente en que esta solucion
sea factibie es

P{(é,n)/§x1+x2 27,nx,+x2_>_4}=
RS R AR

Por lo tanto, la solucién obtenida es no factible con probabilidad
3

e

El ejemplo sugiere que hay que ser cuidadosos a la hora de resol-
ver problemas del tipo (4.1) mediante este procedimisnto, ya que
se pueden obtener soluciones para las que el suceso consistente
en que la solucién obtenida sea no factible tenga una probabitidad
considerabiemente grande.

Al intentar mejorar este procedimiento de solucién para probiemas
de Programacién Lineal Estocastica, éstos se han interpretado,
esencialmente, de dos modos diferentes, originando dos modelos
distintos, dencminados “espera y ve” (“wait and see”) y "aquf y
ahora” (“here and now”), que dan lugar, respectivamente, a los
Problemas de Distribucién y a los Equivalentes Deterministas (en-
tre otros procedimientos).
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4.2.2.- Problemas de Distribucién.

Los probiemas “espera y ve” fueron inicialmente estudiados por
Tintner en 1955, [T.2], bajo la denominacién de problemas de
“Programacion Estocastica Pasiva’.

Se basan en la hipétesis de que el decisor es capaz de esperar a
que se realicen ias variables aleatorias, £, y después toma su de-

cision, ¥. Se trata, por tanto, de resolver el problema (4.1)

"“min" ¢ (E)E
sa. AT <B(E)
¥xelX

cuyo valor éptimo, si existe, es una funcién de &, ¢(£), para la que
cualquier programa (4.1) tiene solucién.

Ei valor de ¢(£) no se puede conocer de antemano (antes de ob-
servar la realizacién de ilas variables aleatorias), y puede ser de .
interés para el decisor conocer cuai es su distribuciéon de probabi-
tidad, o, al menos, cuél es el valor de aigunos de sus momentos
mas significativos (valor medio y varianza).

Esta cuestién se conoce con el nombre de Problema de Distribu-
cion de programacidn estocastica.

Una posible interpretacion del denominado Probiema de Distribu-
cién puede ser la siguiente. Supongamos que un plan de produc-
cién con estructura lineal se puede resolver a corto plazo para
unas realizaciones o valores concretos de precios aleatorios, coe-
ficientes tecnolégicos aleatorios y demandas aleatorias. Pero la
empresa correspondiente quiere planificar el presupuesto a fargo
piazo (es decir, para muchos periodos cortos) y para ello desea
conocer gué cantidad de dinero disponible, en media, necesitaria

para realizar el programa de produccion, esto es, necesita conocer
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el vaior medio de [a distribucién de probabilidad de su programa
de costes de produccién.

Este tipo de problemas en el caso lineal, que es el que nosotros
consideramos, ha sido ampliamente estudiado por Bereanu en di-
versos trabajos, obteniendo tanto expresiones para ia funcién de

distribucion, F,, de ¢(£) (y sus momentos), como métodos numéri-

cos para resolver el Problema de Distribucién. Una presentacién
completa de estos aspectos se encuentra en Bereanu {B.10].

4.2.3.- Soluciones mediante Equivalentes Deterministas.

Los modelos “aqui y ahora” fueron inicialmente estudiados por
Sengupta, Tintner y Morrison en 1963, [S.5], bajo la denominacién
de probiemas de “Programacién Estocastica Activa”,

Se basan en la hipodtesis de que la decision, ¥, se toma antes de
conocer la realizacion de las variables aleatorias que, sin embar-

go, puede tener influencia en el resultado.

Este tipo de problemas se puede resolver por varios caminos. El
mas usual consiste en reemplazar el problema de Programacién Li-
neal Estocastica por un programa determinista conveniente, deno-
minado Equivalente Determinista.

Entre los diversos modos de obtener Equivalentes Deterministas
los mas desarroltados son dos:

e Programas con Restricciones Probabilisticas

» Programas Estocasticos con Recursos
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4.2.3.1.- Programacion con Restricciones Probabilisticas

El problema de programacion con restricciones probabilisticas fue
formulado primero por Charnes y Cooper {C.2] y [C.3] ¥ posterior-
mente desarrollado, entre otros, por Van de Panney Popp [V.2] vy
Miller y Wagner [M.7]. '
Consideremos, de nuevo, ei problema (4.1)

"min*  T(E)X

sa. AE)E<B(E)

xelX

En este tipo de aproximacion no es necesario que las restricciones
se satisfagan totaimente, sinc que es suficiente con que se verifi-
quen con una cierta probabilidad dada.
Una posible formulacidon del problema es considerar que la deci-

sion ¥ queda restringida a la probabilidad
PEI4EHxE<b@®))za

donde a es un vector columna cuyas componentes estan en el in-

tervaio [0,1] y los valores concretos que toman los elige el deci-
SOr.

Obviamente

P{E1 A& <h(E)) =
= P{é‘/ia,.j(:‘)xj <b(E),i=1, 2,---,m}

Generaimente el objetivo es optimizar la esperanza matematica de
T(é)x.

Por lo tanto, el problema tiene la forma
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min  E[¢'(&)X]
s.a. P{E/i]aﬁ(f)xjsbi(f), i=1,2,...,m}2a (4.2)
-
YelkX
Las restricciones probabilisticas pueden también considerarse c¢o-

mo un conjunto de restricciones individuales, en lugar de como una
unica restricciéon conjunta. En este caso el problema tiene la forma

min  E[e(&)7]
s.a. P{f/iav(g‘_)xj < bf(g”)}z a, ,

i=12,..m ;, a €{0]]

(4.3)
xelX

Una de las cuestiones basicas es si los problemas (4.2) y (4.3) son -
0 no convexos, es decir, bajo qué hipotesis los conjuntos factiblies

X(@)={/P{E/ 4T <b(&)) 2T}

X, (a,-)={ffP{«:'/iay(E)x,- sb,(r:“)}za,-}
=1

sOn convexos, ya que se conocen contraejemplos sencillos que no
o son (véase, por ejemplo, Kall [K.2]).

En [M.5] Marti ha demostrado que, cuando ia distribucidon de pro-
babilidad conjunta de £ es normal, Cauchy o discreta y para nive-
les apropiados de ¢, (a, normaimente debe exceder un cierto nivel
a, *, por ejemplo, para la distribucién normal «,*=}), el conjunto

X, (a,) es convexo.
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Para restricciones conjuntas, en general, es mas dificil encontrar
tipos de distribuciones de probabilidad para las que X(a) es con-
vexo, aunque seria de suma importancia, ya que de ello depende
que estemos ante un problema de programacién convexa o no con-
vexa.

Si estamos en el caso en que se dan las condiciones necesarias y
suficientes para que X(a) o X (a,) sea un conjunto convexo, el
programa correspondiente se puede resolver mediante algoritmos
de programacién convexa. Pero aun asi, los calculos son dificiles.
La situacion se complica notablemente cuando el programa a re-
solver es no convexo.

Distintos algoritmos para resclver este tipo de problemas ((4.2),
{(4.3)) se pueden encontrar en Vajda [V.1], Stancu-Minasian [S.12]
y Kall y Wallace [K.8].

Otra posible formulacion del problema (4.1) mediante esta aproxi-
macién, es considerar el denominado por Charnes y Cooper, en

{C.3], P-Modelo, estudiado, también, por Bereanu, en [B.11], con el
nombre de Problema de Minimo Rijesgo.

En este modelo e! objetivo es maximizar la probabilidad de que ia
funcion objetivo &(£)¥ no exceda a una cierta constante % dada. Es

decir, el problema a resolver es

sa. P{f/Zalj(‘f}x}.sbj(ﬁ—),irl,---,m}éa (4.4)
I
xelX
donde & &s un parametro elegido por el decisor.

Este problema ha sido estudiado, entre otros, por Vajda [V.1].
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4.2.3.2.- Programas Estocasticos con Recursos.

Consideremos, ahora, el problema de Programacién lLineal Esto-
céstica en la forma estandar
"min" (&%
sa. AEX =b(&) (4.5)
¥xe kX

Supongamos que:

¢ primero se toma una decisién ¥ sin conocer el valor de las va-
riables aleatorias.

» después acaecen los eventos aleatorios y se conocen sus valo-
res. La realizacién de £ puede, posiblemente, implicar la viola-
cién de las restricciones del probtema (4.5). Por hipdtesis se im-
pone una penalizacién ya que, compensar las restricciones vio-
ladas con e! fin de que el programa sea factible, supone unos
ciertos “costes”.

e por ultimo, se utiliza una variable de desviaciéon y para repre-

sentar {as penalizaciones impuestas.

El objetivo, generalmente, es minimizar el valor esperado de la
suma de ¢'(£)x¥ y el minimo de las penalizaciones impuestas. Se

tiene asi el programa

min E[E’(f )% +min. q'y}
¥
sa. AGE+W(E)F=b(8) (4.6)
¥elX
¥y20
donde
g © ¥y son vectores de dimensién m, 7 representa las pe-

nalizaciones y 7 los costes por unidad de penalizacién.
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W es una matriz de dimensidén mxn, denominada matriz de

recursos.

Este modelo se interpreta del siguiente modo: se determina un
vector x>0 (denominado “aqui y ahora’) antes de conocer una
realizacion de £; cuando se conoce el valor de £, se determina un

“recurso” y mediante el programa
min §'y
¥

_ - _ (4.7)
sa. W(E)W=b(5)-A)F

que recibe el nombre de Programa de Segunda Etapa, (en et que
¥y & tienen valores dados).

Asi el problema inicial se transforma en un programa Equivalente
Determinista que suele tener la forma

min E[z' (&) +Q(%,E)|

4.8
sa ¥ecX ( )

donde

QE.&)y=min (g yIWE)y=8(E)- A&)%,527)

Cuando W(&) es una matriz de valores deterministas, es decir
cuando W(&)=W, W se denomina matriz de recursos fijos, y el pro-

blema recibe el nombre de Programa Linea! Estocdstico con Recur-
S0S Fijos.

Si la matriz de recursos fijos, W, satisface que

Z1z=W5,720)=8"

el programa se denomina con Recursos Fijos Completos.
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En este caso, para cualquier decisién x>0 y para cualquier reali-

zacion de £ dadas, el programa de segunda etapa
0F.&)=min (g yIWE)y=b(E)-4&)%, 720}

es siempre factible.

Un caso particular del Programa con Recursos Fijos Completos es
el denominado Probiema con Recursos Simples gue se obtiene
cuando en la matriz #, después de haber reordenando sus filas y

sus columnas, se pueds hacer una particién de la forma W =(7-I),
donde 7 es la matriz identidad.

Si de un modo analogo se dividen los vectores e y en (G ,G)y
(y~, ¥), respectivamente, el programa de segunda etapa tiene la

forma
0(x.§) = min {@Yy +@ Yy /7 -7 =bE)-AE)F , 7 20,5 20},

con lo que el problema completo con Recursos Simples tiene la
forma

min E[E’(é—)ic‘+ Q(f,;_)]

sa. ¥eX

(4.9)

donde
O®E)=min {@ Y7 +@ )Yy Iy -7 =bE)-4d)x , y 20,5 20}

Los programas estocasticos con recursos se denominan, también,
Programas Estocasticos en Dos Etapas indicando que en la prime-
ra etapa, antes de conocer el valor de &, se toma una decision 1 y
en la segunda etapa, después de observar £, se toma una decision

y, de acuerdo a {4.7), para corregir ia posible no factibilidad pro-

39



Capitulo 4 .- Programacién Lineal Esfocédstica Escalar

vocada por la violacion de las restricciones al observar la realiza-

cion de &.

Si X es un conjunto convexo, el problema en dos etapas (4.8) es
convexe, ya que se verifican las dos proposiciones siguientes:

Proposicién 4.1. Para cada & <& fijo, la funcién Qfs, £)es conve-

xa.

(Para !'a demostracion véase, por ejemplo, la propesiciéon (10) de
Wets {W.8]).

Proposicién 4.2. El programa de primera fase

min Ele/(&)T+0(%,8)]

sa xeX
as convexo.

(Para la demostracion véase, por ejemplo, la proposicién 1.1 de
Kail y Wallace [K.6]).

También se ha demostrado que seste tipo de problemas verifica
otras propiedades deseables desde el punto de vista de la optimi-
zacién, tales como la continuidad y la diferenciabilidad (véase, por
ejemplo, Kail [K.2] o Vajda [V.1]). Consecuentemente, se puede re-
solver mediante los algoritmos de Programacion Convexa.

Las dificultades de céiculo que lieva consigo la ejecucién de di-
chos algoritmos se unen a las dificultades de resolucion que com-
porta el problema (4.8) en si mismo. Frecuentements es dificil de-
terminar la forma explicita de E[Q(%,£)|, que depende, l6gicaments,

de la distribucién de probabilidad de & .
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incluso cuando se puede determinar la forma de la funcion

E[gE &) y se puede calcular el valor de ¥e X que minimiza
E[e(&)®+ %, E)], puede ser muy dificil, siendo frecuentemente

prohibitivo, calcular el valor exacte de E[Q(F,£)], ya que se requie-

ren métodos de integracién mditiple.

Este problema ha sido ampliamente estudiado, entre otros, por
Beale [B.3], Dantzig [D.2] y [D.3], Kall [K.2], Wets {W.8], Vajda
[V.1], Sengupta [S.3], Ziemba [Z.3], Dantzig y Madansky [D.3] y
Elmagharaby [E.4]. '

Ei modelo Lineal con Recursos Simples cuando todos los coefi-
cientes son deterministas salvo el vector 5(¢) que es aleatorio (al
estar la aleatoriedad unicamente en este vector, podemos escribir
b(&)=¢&), tiene la forma

min E[¢'%+((%,)|

{(4.10)
sa Ye X

donde
OF5)=min {@ Yy +@ )y 1y -y =E-4x , 5" 20,5 2|

Este caso ha sido ampliamente estudiado, entre otros, por Beale
[B.3] y Wets [W.8] y {W.9]. Sobre él volveremos mas adelante ya
que el problema de Programacién Estocdstica por Metas que estu-
diamos se puede considerar, como veremos, como un caso parti-

cular de un problema de Programacién Lineal con Recursos Sim-
ples de este tipo.
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4.3.- Método por aproximaciones mediante acotaciones,

Debido a las dificultades de calculo para resolver el probiema
(4.8), surge la idea de proponer algoritmos de resolucién de dichos
problemas por aproximaciones mediante acotaciones, es decir,
determinando un limite inferior 7 y un limite superior §, de manera
que se verifique que funcién objetivo del problema (4.8) pertenez-
ca al intervalo

[7.5]

Légicamente, como en cualquier método de aproximacién, conviene
asegurar gque el error de la aproximacién es aceptable, es decir,
que la diferencia §—7/ permanece dentro de un limite de toierancia
aceptado por el decisor.

Para clarificar la conveniencia de utilizar soluciones por aproxima-
¢ciébn mediante acotaciones en la resolucidn de problemas de pro-
gramacién estocastica escalar, Kail y Wallace [K.8] sugieren et si-
guiente ejemplo: Supongamos que una empresa se enfrenta a un
problema de decision con un gran numero de parametros aleatorios
relevantes para el problema. La decisién en si misma se tiene que
tomar pasados unos afios, y, en ese momento, se conacera con
exactitud el valor de dichos parametros. Perc, por cuestiones de
planificacién, la empresa necesita en e! momento actual conocer
los beneficios esperados en los préximos afos. Dado el gran na-
mero de parametros aleatorios, puede no ser posible calcular el
valor esperado exacto, pero, utilizando técnicas de acotacién,
puede ser posible e incluso relativamente facil, identificar un inter-
valo que contenga dicho valor esperado.

Por tanto, se desea hallar el valor esperado de ia denominada so-
lucion “espera y ve”, ya que ésta es la solucion éptima que se ele-
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giria si se conociera con anterioridad el valor que tendran los pa-

rametros aleatorios.

Kall y Wallace [K.6] proponen, para la resolucidén de problemas con
recursaos, un procedimiento de solucidn por aproximaciones me-
diante acotaciones, que ellos denominan “refinamiento de ia soiu-
cidon “espera y ve'”.

Este método esta diseftado para variables aleatorias acotadas, es
decir para el caso en que la variable aleatoria £ esté definida en

un intervalo E=[&, B]. Pero, en el caso de que dicha variable no

fuese acotada, se podria aplicar el método tomando un intervalo
que contenga una gran parte de la distribucién de probabilidad de

E.
El método consiste en ios siguientes pasos:
1. Determinar un limite inferior 7{&) y un limite superior S(&) de la
funcién ¢'(F)g+Q(%, Z) de manera que se verifiqgue que, para un
% = £* fijo:
1€)< Efp€)es+0 .2} < SE)
2. Se calcula la diferencia S(&)-I{£) en el punto ¥ =x*.

3. 8i dicha diferencia estd dentro de un {imite de tolerancia acep-
tado por el decisor, se termina el problema y la solucidn del
mismo es ¥=x*

4. En caso contrario se procede del siguiente modo:

» se efectia una particién en el soporte de &, E=lz, 5]

e se realiza el proceso de acotacidn inferior y superior de la

funcién objetivo en cada una de las celdas obtenidas en la
particién.
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Es decir, si por ejemplo la variable aleatoria £ es bidimen-

sional, la particion de = podria ser de la forma

obteniéndose cinco celdas.

» se obtienen un limite inferior global /,(¢) sumando los cinco
limites inferiores de cada una de las celdas y ponderando
los sumandos con la probabilidad de estar en la celda co-
rrespondiente. De un modo anélogo se obtendré el limite
superior global, S,(5).

5. De nuevo se calcula la diferencia S, (&)-1,(£), en un punto fijo
X=X**%

6. Si el valor obtenido en la diferencia anterior esta dentro del li-
mite de tolerancia aceptado por el decisor, se termina el pro-
blema y se acepta como solucién x=%**. En caso contrario se
pasa al paso 4 del proceso, repitiéndolo hasta obtener una so-
lucién satisfactoria para el decisor.

Procediendo asi la convergencia estd garantizada (véase Kall y
Stoyan [K.5])

Sin embargo, el método presenta dificultades:
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a)

b)

No resulta siempre facil decidir y determinar qué limites inferior
y / o superior son convenientes en cada problema. Cuando el
problema es convexo se puede utilizar la desigualdad de Jensen
(véase [J.3]) para obtener un limite inferior. (Si la funcién obje-
tivo del problema fuese céncava, se podria utilizar la misma de-
siguaidad para abtener un limite superior). Esto no tiene mayo-
res complicaciones.

Las dificultades surgen en la eleccién y, sobre todo en la deter-
minacion, del limite superior en el caso de programas convexos
(o del limite inferior en el caso de problemas céncavos). El li-
mite mas frecuentemente utilizado es el Edmundson-Madansky,
pero su determinacidon es complicada, complicacién que au-
menta con la dimensién de la variable aleatoria, resultando
practicamente inviabie cuando dicha dimensién es mayor o0 igual
que 10. (Para mas detalles sobre este limite y las dificultades
para su determinacién, véase Kall y Wallace, [K.6]).

Otra dificultad, no totaimenlte resuelta, es decidir los soportes
de las variables aleatorias en los que es conveniente realizar
las particiones para mejorar la solucién. Esta decision es im-
portante porque puede ocurrir que, si no se eligen las celdas
adecuadas, se multiplique ei trabajo obteniéndose, practica-
mente, el mismo error.

Parece natural elegir aquellas celdas en las que el error obteni-
do con la solucidon aproximada sea grande.

Pero, incluso en el caso en que la decisién anterior sea ade-
cuada, cabe preguntarse en qué punto concreto de la celda con-
viene realizar la particion. Kall y Wallace, [K.6] proponen reali-
zar las particiones en el punto medio del correspondients inter-
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valo, pero no dan mas razon para hacerlo asi que la de su pro-
pia experiencia.
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Capitulo 5 .- Programacion Lineal Estocastica Multiobjetivo

En este capitulo introducimos brevemente algunos conceptos de
Programacion Estocastica Multiobjetivo.

5.1.- Planteamiento del problema.

Sea el problema determinista de Programacidén Multiobjetivo del ti-
po

optimizar f(x)= (fl(f),"',fp(f))

sa. xelX

donde, como siempre,
f.(¥) es lai—-ésima funcion objetivo, f,. X >R, i=1,---,p.
XcR" es el conjunto de soluciones posibies o conjunto
factible, que normaimente se define a partir de res-
tricciones matematicas.

X =(x,-,x,) es el vector de variabies de decision.

Supongamos que el problema anterior es lineal, es decir, las fun-
ciones objetivo son funciones lineales (f(¥)= 4%, donde A4 es una
matriz de orden pxn) y el conjunto factible X estéd definido me-
diante restricciones lineales.

Cuando algunos (o todos) de los coeficientes de las funciones ob-
jetivo y/o de las restricciones son variables aleatorias £ definidas
en el espacio probabilistico (&,F,P), (cuya distribucion de probabi-
lidad conjunta es conocida e independiente de la variable de deci-
sion x), estamos ante un problema de Programabién Estocastica
Lineal Multiobjetivo que tiene la forma

"opt'  f(%.8)=(£(%.8),1,(£.E))
sa. Xe X(:f—)
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Como ocurria en |la Programacion Estocastica Escalar, en este tipo
de problemas tampoco esta ciaramente definido el concepto de op-
timo, por to que es necesario especificar nuevos conceptos de so-
fucidon apropiados para estos problemas de Programacién Estocas-
tica Multiobjetivo.

5.2.- Solucién eficiente.

Hay varios conceptos de solucién eficiente para Programacién Es-
tocastica Multiobjetivo analogos al concepto de solucibn eficiente
para Programacién Determinista Multiobjetivo. Una de las nociones
mas extendidas es |a siguiente:

Definicién 5.1. El vector x¥*=(x*,x,*) de variables de decisién
se dice que es una solucion eficiente con probabilidad 1 para el
programa (5.1), cuando no existe ningun otro vector x e X, casi
seguramente tan “‘bueno” como ¥* con respecto a las funciones

objetivo f(f,f):(fl(f,g—),---fp(f,f)) e incluso “mejor’ que ¥* con una

probabilidad positiva, es decir, tal que

P{E 1 f(x4,8) < f(%.8)} =1

P/ f(x%.8) < f(%,E)} >0

Una dificultad practica de este concepto de solucién eficiente es
que resuita sumamente complicado determinar el conjunto de
puntos eficientes con probabilidad 1 o, al menos, un subconjunto
razonabie de este conjunto. Se han buscado definiciones alternati-
vas, pero todas elias presentan complicaciones a la hora de resol-
ver problemas concretos. (Para mas detalles véase Stancu-
Minasian [S.12])
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§.3.- Procedimientos de solucién.

Para resolver problemas de Programacién Estocastica Lineal Mul-

tiobjetivo se suelen seguir dos vias alternativas:

e 0 bien se reemplaza el problema de Programacién Estocéstica
Multiobjetivo por un Equivaiente Determinista Multiobjetivo de
un modo andalogo al utilizado en Programacion Estocastica Es-
calar, y después se utilizan fos métodos vistos en el capitulo 2
para resolver problemas de Programacibén Multiobjetivo.

e o0 bien se reduce el Programa Estocastico Multiobjetivo a un
probilema de Programacién Estocédstica Escalar mediante algu-
nas técnicas analogas a las utilizadas en Programacién Deter-
minista Multiobjetivo (funcién de sintesis, métricas, etc), vy, a
continuacién, se resuelve el problema de Programacién Esto-
castica Escalar utilizando alguna dé las aproximaciones vistas
en el capitulo 4. |

Es obvio que las dificultades existentes tanto en la resolucion de
problemas de Programacidén Determinista Muitiobjetivo como en la
resolucion de probiemas de Programacion Estocéstica Escalar, se
multiplican considerablemente a la hora de resolver probiemas de
Programacion Estocéstica Multiobjetivo, aun en el caso de que e}
programa sea lineal, que es la situacion que nosotros considera-
remos.

A modo de ejempio y muy brevemente, vamos a ver un modo de
resolver un Programa Lineal Estocéstico Multiobjetivo por la se-

gunda via. Supongamos que el problema que gqueremos resolver es
de la forma

‘min f(5.E)={ (%), 7,(2.5))

_ (6.2)
sa X X(c;‘)
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Para un £ = dado el problema anterior es un problema determi-
nista de Programacién Lineal Muitiobjetivo, por lo tanto, de un mo-
do analogo al Método de la Ponderaciones visto en el apartado
2.3.1.1 del capitulo 2, se puede obtener una unica funcién objetivo,
sintesis de las p funciones objetivos del programa (5.2), mediante
la suma ponderada de dichas funciones, obteniéndose el programa

min w fi(F,&)+ 4w, [ (%)
sa. e Xx(&) (5.3)
w>0
donde W =(w,,.--,w,).

{Las ponderaciones utilizadas deben ser adecuadas, es decir, tales
que la suma ponderada esté expresada en términos porcentuales
con el fin de evitar problemas de homogensidad y de dimensionali-
dad en los p objetivos iniciales).

Se tiene asi un Programa Estocéstico Escalar, (5.3), que se re-
suelve mediante cualquiera de los procedimientos vistos en el ca-
pitulo anterior.

También se han hecho algunas extensiones de los Métodos Inte-
ractivos para resolver problemas deterministas de Programacidn
Multiobjetivo al caso estocastico. Entre ellas cabe destacar el
PROTRADE (véase Goicoechea, Hansen y Duckstein [G.6]) y el
STRANGE (véase Teghem, Dufrane, Thauvoye y Kunsch [T.1}).
Ambos son generalizaciones del Método Interactivo Programacién
Multiobjetivo determinista STEM al caso estocéstico.

En los capitulos que siguen planteamos y estudiamos con detalle
un problema de Programacién Estocdstica por Metas, que, ob-
viamente es un problema de Programacion Estocastica Multiobjeti-
vo.
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En el capitulo 6 veremos el estado de la cuestion, es decir, ha-
remos un resumen de los trabajos publicados sobre el tema.

En el capitulo 7 planteamos resolver el problema de un modo
analogo al modelo propuesteo en el apartado B del capitulo 2 pa-
ra Programaciéon por Metas Determinista. Discutimos distintos
procedimientos de solucién para el problema de Programacion
Estocastica Escatar resultante. Comprobamos que la solucidn
que proponemos es compatible con la Teoria de [a Decisién Ba-
yesiana.
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Capitulo 6 .- Programacion Estocdstica por Metas. Estado de fa cuestién

La extensidn estocastica de ia Programacion por Metas determi-
nista es un tema, en general, poco estudiado. Destacamos, unica-
mente, cinco trabajos importantes publicados sobre dicho tema.

El primero se debe a Charnes y Cooper [C.3], en 1963. E! segundo
lo publicé Contini, en 1968, [C.17]. De los otros tres, dos son de
Stancu-Minasian, uno publicado en 1984, [S§.12], y el otro en 1990,
[§.13], y ef quinto se debe a Stancu-Minasian y Tigan, en 1988,
[S.14].

lLos comentaremos en este mismo orden.

6.1. En 1963 Charnes y Cooper plantean un problema de Progra-
macidn por Metas en ambiente de riesgo y proponen resolverio
mediante el P-Modelo de Restricciones Probabilisticas.

Suponen aleatoriedad en los coeficientes de los objetivos iniciales
y en la parte derecha de |as restricciones, es decir, parten de un
problema de la forma:

f@=Af)E=m

sa. Wesb(E) (6.1)
xe X

donde, como siempre,

F@®=(f®),.f,(®) es el vector constituido por los p objeti-
vos del problema, cuya matriz de coeficientes, 4, es aleatoria,
es decir, 4= A(E)

r‘n‘:(ml,---,mp)' es el vector de los p niveles de aspiracibn aso-

ciados a los p objetivos
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£=(x,-,x,) es el conjunto de variables de decisi6n

y el conjunto factible es X junto a las restricciones wE<b(E)

en las que los coeficientes de la matriz W son numeros fijos,

conocidos, y las componentes del vector b son aleatorias,
F=5().

Charnes y Cooper proponen resoiver este problema de Programa-
cién Estocastica mediante Restricciones Probabilisticas, siendo el
objetivo que sugieren maximizar la probabilidad de alcanzar los ni-
veles de aspiracién, es decir

mac  P{E | A(E) % > )

Por lo tanto, el P-Modelo que proponen para resolver el problema
(6.1) es:

b))z a (6.2)

que, al ser un problema de Restricciones Probabilisticas conlieva
las mismas dificultades de resolucién que dichos problemas.

6.2. Contini, en [C.17], estudia mas ampliamente la extensién esto-
castica de la Programacién por Metas Determinista.

Supone gue existe un “factor de perturbacidén’ en la relacién entre
los objetivos y los niveles de aspiraciéon y, bajo ciertas hipo6tesis y
condiciones que vemos a continuaciéon, llega a que et problema
planteado es equivalente a un problema de programacioén cuadrati-
ca.
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Parte de un problema determinista de Programacién Determinista
por Metas que, en su formulacién inicial, es

(6.3)

donde, de nuevo como siempre,
f(f):(f,(f),---,fp(f))' es el vector constituido por fos p objeti-

vos del problema
ﬁ:(ﬁi,,---,fﬁp)’ es el vector de los p niveles de aspiracién aso-
ciados a los p objetivos
%=(x,,¥,) s el canjunto de variables de decisi6n
X es el conjunto factible.
Si A:(aﬁ)ﬂi‘i'-'fffu es la matriz de los coeficientes de las funciones ob-

jetivo del problema (6.3), dicho problema se puede escribir de la
forma:

LH(E)=a,x +a, %, ++a,, x, =m,

Li(¥)=a, x +a, x, +-+a, x, =m,

Contini considera que una extensién natural del modelo de Pro-
gramacion por Metas consiste en relajar la relacidn fija entre ios
niveles de aspiracién 7 y los objetivos f(¥), considerando entre

ambos una relacién estocastica
f@®+&E=m (6.4)

0, equivalentemente,
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AX+E =m (6.5)

donde E:(é,,---,gp)' es un vector de variables aleatorias.

Y, dado que en los métodos de resolucién de Programacién Deter-
minista por Metas subyace la idea de minimizar las diferencias o
discrepancias que se den entre 108 niveles de aspiracion concretos
propuestos, #, i=1,---,p y lo realmente conseguido en &t corres-
pondiente objetivo f (%), i=1,---,p, Contini sugiere que un procedi-
miento adecuado para resolver un problema de Programacién Es-
tocédstica por Metas es reinterpretar la relacion f(¥)=Ax=m del
siguiente modo: sea A una regién apropiada de %*, Mc%®, que
contenga a m, es decir, tal que 7 < M, entonces, el problema (6.5)
se resuelve determinando un vector de variables de decision,
¥=x*, tal que la probabilidad de que el vector 4x*+Z pertenezca
a M sea maxima.
Esto es, se trata de resolver el problema
max P{(Ax+§)eM} (6.6)

sa XelX

Contini estudia el problema bajo las siguientes hipbdtesis acerca de

la relacion (6.5), 4%+ ¢& =m:

¢ Los coeficientes de ia matriz 4, a,, son nGmeros fijos bien de-
terminados.

e El rango de la matriz 4 es, al menos, p, es decir, rg. 42 p.

e« & es un vector de p variables aleatorias cuya distribucién de

probabilidad conjunta es Normal multivariante, con media el
vector 0 y matriz de covarianzas ¥.
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Como consacuencia, m también tiene una distribucién de probabi-
lidad Normal, con media el vector

(anx1 FApXy + o F Ay X, F A Xy o +ap”x,,)

y matriz de covarianzas Y, y su funcién de densidad resulta ser
Flmomy= 2y |z e

donde
Q=(m-ax) L (- 4%) (6.7)

Por la teoria estadistica (véase, por ejemplo, Cramer [C.19], pagi-
nas 357-367) se sabe que si 7 tiene una distribucion de probabili-
dad Normal y = es no singular, entonces la forma cuadratica (6.7)
tiene una distribucion de probabilidad ‘Chi-cuadrado con p grados

de libertad, y..

La hip6tesis de normalidad sugiere gue la regidén que se construye,
M, para resolver el problema (6.5), por lo general serd un eiipsoi-
de de W, centrado en 7 de la forma

M={meR/Q=(m-@) L' (m-m)<c’} (6.8)
donde ¢’ es un escalar adecuado. {Véase Cramer [C.19], paginas
325-327, 344-346)

Contini demuestra e} siguiente resuitado:
Proposicién 8.1. E! programa (6.6)
max P{(Af-f-f] € ﬂ]
sa. Xe X

es equivalente al programa
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(6.9)

En efecto, el objetivo de (6.6) es equivalente al objetivo consis-

tente en maximizar la funcién de maxima.verosimilitud del evento

=A%+, que es
(23)'%IZ|_% e

siendo

A=(# - A%} T (7 - 4%)

(6.10)

y este objetivo es equivalente a maximizar su logaritmo (denomi-

nado, habitualmente, segunda funcién de verosimilitud), max(~A),

que, a su vez, es equivalente a minimizar A, minA.

Efectuando algunas operaciones en la funcion objetivo del proble-

ma (6.9}, se tiene

3

A

H

(

1l
3

- AZ) T (i - A%) =

'E-lﬁ_ﬁrz—lAf___frAuE—lﬁ—_‘_prrz—lAf:

=Y m+ X AT AT -2 AR

y haciendo

Se puede escribir que

Y, consecuentemente, Contini establece ei siguiente teorema:
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Teorema 6.1. La solucién dptima del problema (6.6) se obtiene
mediante la resolucidon del programa
min k+¥ BX+2rx

6.11
sa xeX ( )

Si las restricciones del programa (6.11) son lineaies, dichc pro-
grama es un problema de programacion cuadratica y, por lo tanto,
se puede resolver por cualquiera de los algoritmos existentes en la
literatura del tema.

En el caso de que las variables aleatorias & , i=1,...,p sean esto-

casticamente independientes, como la matriz de covarianzas de &,

(Jll] 0 ... 0)
z LER ]

3., €s una matriz diagonal

Z=0 0:22 0
0 0 o,y

la matriz ¥ ' también es una matriz diagonal

4 3\
Ja 0
el O Ja

0 0 - |}
x Jo)

con {0 que ia segunda funcién de verosimilitud de m= A¥+¢£ cam-

biada de signo, A, dada en la expresion (6.10)
A={w-Ax) T - 4%

tiene 1a forma
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A= ﬁ[(x,g) (7, - 4%) 7

i=1

y el problema (6.11) se transforma en el problema

mn () (.- 43)7]

sa ¥elX

(6.12)

que se puede interpretar como un problema de programacidon por
metas determinista, en el que el criterio de optimizacién es la mi-

nimizacién de la norma L,, y cada meta esta ponderada por la re-

ciproca de su varianza. Por lo tanto, si las variables aleatorias
&, i=1,--,p son estocasticamente independientes, la solucion dei
modelo estocastico (6.6) es andloga a la solucién del modelo de-
terminista (6.12).

Contini, en su articulo, también resuelve el problema (6.11) en el
caso de que no tuviese restricciones.

Pasamos a continuacion a resumir los trabajos publicados por
Stancu-Minasian.

6.3.- Stancu-Minasian, en su libro sobre Programacién Estocéstica
Multiobjetivo, [S.12], dedica un epigrafe del capitulo tercero al te-
ma “Programaciéon por Metas. El caso Estocastico” (paginas 141-
152). En dicho epigrafe, después de resumir e! articulo de Contini
{C.17], amplia el estudio de Programacién Estocéstica por Metas a
las siguientes situaciones:
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6.3.1.- Sea el problema

f@)=Ax=m

sa xeX
en el que los coeficientes a, ,i=1,---,p , j=1,---,n de la matriz 4 son
variables aleatorias,

Bajo ciertas hipotesis y condiciones que veremos se llega a que
este problema es equivalente a uno de programacién cuadratica.

Para cada ¥ € X existiran unas diferencias o desviaciones entre A4x

y m, que se pueden denotar por y*(¥) y y (¥).

El criterio de optimizacién elegido por Stancu-Minasian en la mini-
mizacién del valor medio de ia norma | |, dei vector - 4%, con lo

que el problema a resclver es

o ER

(6.13)
sa. ¥XelX
Si p=1el modelo es
P
min E{Z (v:(f)+y:(f))J
i=1
sa. ¥eX (6.14)
f,-(f)*y;‘+y,-'=fﬁ,} _
i_l’""P
yi.y 20
Si p=2 el modelo es
Sin-ast
min E| 2 im — A x|*

sa ¥eX

donde 4, es la i—-ésima fila de la matriz 4.
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En el caso de que las variables aleatorias a;,i=1,--,p, j=1,-,n
sean estocasticamente independientes, con media E[a,.j] y varianza

o’ se comprueba facilmente (véase Stancu-Minasian [S$.12], pagi-

1j T

nas 146-147) que el problema (6.15) as equivalente al problema

sa. xelX
gue, en e! caso de que las restricciones sean lineales, es un pro-
biema de programacion cuadratica determinista que se puede re-
solver por cualquiera de los algoritmos existantes.

6.3.2.- Como una segunda situacion, Stancu-Minasian, considera el
mismo problema planteado por Contini [C.17] en una versién dife-
rente y resuelve el Programa Estocastico Escaiar resultante me-
diante Restricciones Probabilisticas.

Supone, como en la situac.ién anterior, que los coeficientes a,,

i=1,.-,p, j=1,--,n de la matriz 4 son variables aleatorias y elige

ta regién M, no como el elipsocide centrado en m propuesto por
Contini, sino tal que

M={ﬁeiﬂ”/£“ S.megzi ,izl,...}p)

Supone conocidos, ademas, dos umbrales que limitan ta probabili-
dad de que #i(%) € M:

al‘_‘(au)} i=1,.p

a, =(a,)

El criterio de optimizacién elegido para este probiema es determi-
nar la regién A7 lo mas pequefia posibie, con la condicién de que
se verifique que la probabilidad de que (%) c M esté dentro de los
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limites dados. Asi el problema a resolver es el programa con Res-
tricciones Probabilisticas

min “el - &, “

s.a. P{A,. Xxzm, —3“} 2 ay

(6.17)
P{A,fﬁm,-t-az,}?_az, i=1,,p
&y » €y 20
0, equivaientemente,
min "&-.“ —& "
a Pim-AX<e.i=
s.a {m? 1 X 8!1} ali (618)

P{A,.f—-m,.Sa‘z,.}Zazf =1, p

Ey > 6y 20

Termina este apartado hallando un Equivalente Determinista del
programa (6.18).

6.3.3.- Por ultimo Stancu-Minasian plantea el problema en el caso
de que lo aleatorio sea el vector de los niveles de aspiracidn m, en
el supuesto de que tas componentss de dicho vector son estocasti-
camente independientes y con funciones de distribucion conocidas
E(), i=1,--,p, y, de nueva, resuelve el Programa Estocastico Es-
calar resultante mediante Restricciones Probabilisticas.

Teniendo en cuenta el trabajo de Ben-lsrael, Charnes y Kirby [B.7},

el problema se pusde plantear como un programa con Reastriccio-
nes Probabilisticas de la forma
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min el

sa. P{432m, —s,-}zau}
P A,.SESm,.Jre,}zaz,

0

i=l-p  (6.19)

™)

donde a, y a, son los limites inferiores de la probabiiidad vy
£=(8,,8,).

Para hallar un determinista equivalente a (6.19), define

! 9)=iﬂf-‘U/E(ﬂ)29}} 0<dx<l

E\(
F7(8) = sup.{n/ F(n)> 6}

@ introduce los vectores

(@) ={F @) } |

=1,
Fre-ay=(Fra-ay) 7

donde ¢ es un vector de dimension p cuyas componentes son to-
das igual a 1, e=(1,---)).
Con lo que se tiene que

P{A, Xz ”i—ai]=P{ﬁ“t,. SA,J“E+8,}=F;(A,. 5c“+sf)2a,,.
gue es equivalente a

AX+e 2 F ' (a,)
Analogamente

Plax<#i+s)=Pli>4%-5)=e-F(4%-5)
que es equivalente a

H

AX—¢ <F'(e-a,)

115



Capftulo 6 .- Programacion Estocéstica por Metas. Estado de la cuestion

Luego el Equivalente Determinista de (6.19) es

min el

sa. Ax+e2F'(a,) |
A.-f*e‘,-Sﬁ}“'(e—az,.)L i=1,,p
g 20 J

6.4.- En el articuto publicado en 1988, Stancu-Minasian y Tigan
estudian dos extensiones del problema de Programacion por Metas
con los objetivas fracciones lineales (es decir, los objetivos son
fracciones en las que tanto el numerador como el denominador son
funciones afines) y restricciones lineales, estudiado por Kornbluth
y Steuer [K.13].

Las extensiones ias hacen primero considerando que los niveles
de aspiraciéon son aleatorios con distribuciones de probabilidad
conocidas y estocasticamente independientes, y después conside-
rando que los coeficientes de los numeradores de las funciones
objetivo son aleatorios con distribuciones de probabilidad normales
y estocasticamente independientes.

Lo resuelven, como en la situacion 6.2.3, apoyandose en el trabajo
de Ben-israel, Charnes, y Kirby [B.7], es decir, planteandoio como
un problema de Restricciones Probabilisticas. Los correspondien-
tes deterministas equivalentes que obtienen son problemas min-
max en tos que los objetivos son fracciones lineales.

No nos detenemos mas en este articulo ya que nuestro estudio lo
hemos pianteado en el caso de objetivos lineales.

116



Capitulo 6 .- Programacién Esfocdstica por Metas. Estado de la cuestion

6.5.- En el libro titulado “Stochastic versus Fuzzy Aproaches to
Multiobjetive Mathematical Programming under Uncertainty”, Stan-
cun- Minasian escribe un capitulo sobre distintas aproximaciones
para resolver problemas de programacién estocastica con varias
funciones objetivo, dedicando las paginas 82-85 al tema Progra-
macién Estocastica por metas. Pero en ellas hace un breve resu-
men de los dos trabajos a los que se ha aiudido en jos dos ultimos
epigrafes anteriores, sin hacer ninguna nueva aportacién al tema.

En al capitulo siguiente planteamos una extensidn estocastica de
un problema de Programacién por Metas determinista en el que la
aleatoriedad esta unicamente en los niveles de aspiracién. Des-
pués de proponer un modelo de soluciéon que es compatibie con los
resultados de la Teoria de la Decisién Bayesiana y, ademas, re-
sulta ser un caso particular de los Programas Estocasticos con Re-
cursos, discutimos otros posibles modelos de solucibn y compro-
bamos algunos de los inconvenientes que presentan.

En el capitulo 8 proponemos algoritmos de solucién concretos para
el modelo Estocastico con Recursos obtenido en el capitulo 7.
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PROGRAMACION LINEAL ESTOCASTI-
CA POR METAS, CON LA ALEATORIE-
DAD EN LOS NIVELES DE ASPIRACION.




Capltuio 7 .- Programacién Estocéstica por Metas.

En este capitulo (y en los que siguen) vamos a estudiar un proble-
ma de Programacién Estocdstica por Metas en el que la aleatorie-
dad esta, unicamente, en los niveles de aspiracion.

Una vez planteado el problema en el apartado 7.1, dedicamos el
apartado 7.2 a proponer un modelo de solucién que, como compro-
baremos, es un caso particular de (os Programas Estocdsticos con
Recursos. Veramos, tambien, que dicho modeio es compatible con
la Teoria de la Decisién Bayesiana, y le aplicaremos algunos con-
ceptos tales como Valor Esperado de la Informacién Perfecta y
Valor Esperado de la Informacion Muestral. Ademas, este modelo
es compatibie con la Programacién por Metas Lexicogréfica.

Por dltimo en el apartado 7.3 criticamos otros posibies métodos de
solucién alternativos (vistos en el capitulo 4 para resolver proble-
mas de Programacién Lineal Estocéastica Escalar), comprobando
los distintos inconvenientes que presentan.

7.1.- Planteamiento del probiema.

Partimos, de nuevo, de un probiema determinista de Programacién
por Metas en su formulacién inicial

fX)=m

sa ¥xeX
donde, como siempre,
f(f):(f,(f),---,f},(f))' es el vector constituido por los p objeti-
vos del problema
Fn’:(ml,---,mp)’ es ol vector de los p niveles de aspiracién aso-
ciados a los p objetivos
%=(x,,,x,} son las variables de decisién

X es el conjunto factible, definido por restricciones matemati-
cas.
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Y donde, también como siempre, tanto los objetivos como las res-
tricciones son lineales.

En el apartado B deil capitulo 2 vimos que un modo de resolver
oste problema es mediante la denominada Programacién por Metas
Ponderada, es decir, resoiviendo el problema de Programacién Li-
neal Escalar (2.8)

P
min Y (W yl +w y])
i=1
sa XelX (7.1)
L@ +y, -y, =m,
y:’ yr‘ 20 i:]"z’.'.’p
wi,w 20

siendo w',w  los coeficientes que se asocian a las variables de

desviacién por exceso, 7', y por defecto, y-, respectivamente, y

que representan la retacion de intercambio (trade-off) entre tal ex-
ceso y defecto, respectivamente, que se supone constante.

Una formulacién equivalente puede ser la siguiente:
Para cada x € X definimos

' i=1

Id
Q(f)=;£"?_{2(w:y:‘ +wi_yt_)’ sa.fr(f)+yr— —y: =m, ,.}’:, yi— ">‘0’ i:I,""P}

que representaremos por (7.2).

Los valores optimos de las variables y;, y; verifican que y; -y =0
para todo / y representan, como siempre, el exceso y el defecto del
i-6simo objetivo, respectivamente, asociado con la solucién facti-
ble x.

Y la solucién éptima del problema de Programacién por Metas es la
solucién factible que minimice la desviacién global de los p objeti-

vos, es decir, la solucién del programa
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min  ((X)

sa xeX

(7.3)

Esta no es la formulacidn usual porque, en lugar dei programa li-
neal {7.1), se tienen dos programas, el (7.2) que también es un
programa lineal, y el (7.3) gue es un programa convexo. Pero in-
cluimos aqui esta formulacién alternativa porque es similar a la
solucidn que propondremos, en el apartado siguiente, para resoi-
ver el problema de Programacion Estocéstica por Metas cuando la
aleatoriedad esta, dnicamente, en 1os niveles de aspiracion.

Supongamos, ahora, que los niveles de aspiracién, m, son aleato-

rios, es decir, m=¢&, siendo & un vector aleatorio del espacio pro-
babilistico (E,F, P), con EcR?, del que se conoce la distribuciéon de
probabilidad conjunta. (Como la aleatoriedad esta tinicamente en
los niveies de aspiracién, utilizamos, para simplificar, la notacién
#=¢& en lugar de m=m(£)).
Entonces, el problema planteado es

f®=£

sa. xelX
Si to resolvemos de un modo anélogo al que acabamos de recordar
para el caso determinista, obtenemos de programa
P
" min" Z(w:y: +W!_}’;)
i=1
sa. xeX (7.4)
FACIESA _}": :gi
v,y 20 i=1,2,-,p
w ,w 20

que, claramente, es un problema de Programacién Lineal Estocds-
tica Escalar.
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(Nbtese que, aunque en el apartado 6.3.1 del capitulo anterior
Stancu-Minasian utiliza |la misma idea para resolver el problema de
Programaciéon Estocéastica por Metas que la propuesta aqui, él su-
pone que {a aleatoriedad no estd en los niveles de aspiracion, sino

en los coeficientes a,

yi=Le,p, j=1,. nde |la matriz 4 de la fun-

cion objetivo inicial f(f):(fl(f),---,fp(f))'. Ademas, deja el problema

planteado como un problema de Programacién Estocastica Escalar
sin proponer cémo resolverto).

Ante el problema (7.4) cabe preguntarse como definir adecuada-
mente un programa Equivalente Determinista que 1o resuselva,
Antes de discutir la posible aplicacién de algunos de los modelos
de solucién vistos en el capitulo 4 para resoiver problemas de Fro-
gramacioén Lineal Estocdstica Escalar, vamos a proponer un mo-
delo de solucién resultante de resolver ei problema (7.4) de un
modo anaiogo a la formulacién gque hemos hecho del mismo pro-
blema determinista, (7.1), mediante las expresiones (7.2) y {(7.3).

7.2.- Nuestro modelo de solucién.

En el capitulo 3 recordamos que, si las preferencias de los deciso-
res sobre las posibles consecuencias de sus decisiones son con-
sistentes con ciertos axiomas del comportamiento racional, es de-
cir, si se verifican los axiomas de la Tearia de la Utilidad {para
mas detalles ver, por ejemplo, el capitulo 7 de De Groot [D.5]),
entonces es posible definir sobre estas consecuencias una funcion,
Hamada utilidad de las consecuencias, tal que una decisidn factible
sera mas preferida a otra, si y solamente si la utilidad esperada de
tas posibles consecuencias es mayor para la primera decision que
para la segunda. También vimos que es frecuente utilizar, en fugar
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de la funcién de utilidad, la funcion de pérdida, y, por lo tanto, los
decisores elegirdn como decisién optima aquelia que minimice [a
pérdida esperada de sus consecuencias.

i Cudl sera la consecuencia asociada a una decision factible ¥ e X
y a una realizacién del vector aleatorio £ € Z en un probiema del ti-
po (7.4)?. Teniendo en cuenta que la Programacién Estocastica por
Metas es una generaiizacion de la Programacién por Metas Deter-
minista, para un valor de & dado la consecuencia asociada con la
eleccién de cualquier solucién factible ¥ coincidira con la solucién
del Programa por Metas Determinista (7.2), y por lo tanto fa conse-
cuencia asociada con cualquier ¥ X y £ ¢E vendra dada por la
solucién del siguiente programa lineal

0.8)= ;zg:‘g_{i(w:y: swiy ) saf@+y -y =877 2 6} (7.5)

L a interpretacion de este programa es la misma que la del progra-
ma (7.2), esto es, Q(%,&) mide ia desviacion global entre () y £.

Si las ponderaciones w*,w~ se identifican con los costes moneta-

rios del exceso y ei defecto del cumplimiento de [as metas, ia solu-
cién deil probiema (7.5) mide el coste global de todas las desvia-
ciones en unidades monetarias. Ademas, si el rango de variacion
de tales costes no es demasiado grande, o si se debe tomar un
niumero grande de decisiones similares a lo largo del tiempo, en-
tonces se puede suponer indiferencia al riesgo y, por lo tanto, una
funcién de pérdida lineal.

Luego, bajo tales condiciones, la solucién (bayesiana) de nuestro
probiema de Programacion Estocastica por Metas, sera la solucion
dptima del programa

min, Eg-[Q(J?, 5_)]

sa. xe X

(7.8)
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Obsérvese que este programa tiene una estructura similar a la de
un Problema Lineal de Recursos Simples en la forma (4.10) que
vimos en ef capitulo 4, en el que ¢{£)=0, es decir, no hay costes
iniciales, la matriz 4 coincide con la matriz formada por los coefi-
cientes de los p objetivos iniciales, [os costes por unidad de pena-
lizacién, g, aqui son las ponderaciones de las metas, w y la alea-

toriedad estd solo en el vector 5(&), y por eso se puede escribir

b{E)=E, para simplificar la notacion.

Por otro lado, teniendo en cuenta cémo hemos llegado al problema
(7.6), es evidente que dicho problema es compatible, bajo ciertas
condiciones, con el enfoque Bayesiano de la Teoria de ia Decisién.
Luego se puede formular mediante la representacién que se expu-
so en el apartado 3.3 del capitulo 3, en el que Q=2 y por lo tanto

6=, L{0,x)=0(%,&) y X y ¢ siguen siendo, respectivamente, e!

conjunto de decisiones del problema y ta distribucién de probabili-
dad de &

1
LT

|
<
—— LX)
‘L"‘J

A cada fila o decision ¥ se le asocian los correspondientes costes

esperados E,[Q(%,£)] y la decisién 6ptima o de Bayes es aqguella
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decisién ¥=7%, que minimice estos valores esperados, es decir,

aquella decisiéon que verifique que
E;[0(%,.)| = min Ec[0(%.)]

Por lo tanto, se pueden aplicar a los problemas de Programacion
Estocdstica por Metas cuando la aleatoriedad estd Unicamente en
fos niveles de aspiracion, y se resuelven mediante el modelo (7.6),
conceptos bayesianos reiacionados con el valor de ia informacion
acerca de £, tales como Valor Esperado de fa Informacién Perfec-
ta, Valor Esperado de la Informacién Muestral, etc.

7.2.1.- Valor esperado de la informacién perfecta.

En e! capitulo 3 hemos visto que si no existiera ningun tipo de in-
certidumbre, es decir, si se tuviese informacidn perfecta, el coste
seria el minimo posible, Cmin, y el Valor Esperado de la Informa-
cion Perfecta, que representamos por V EI P, viene dado por la
diferencia entre el coste esperado de la decisiébn Optima a priori 0
riesgo de Bayes a priori y el coste minimo anteriormente citado,
esto es,

V EI P= Riesgo de Bayes a priori—(C min

Esta diferencia constituye una cota superior del valor de cualquier
informacién.

Apliguemos estos conceptos a nuestro problema en el caso dis-
creto, es decir, supongamos que la variable aleatoria & toma los
vaiores ¢, ,.--,§,, con probabilidades p,,---,p, y e! conjunto de deci-

siones X es X=[x,,---,x }
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El problema a resolver sera

\ D - pp
X E% 'fl ‘ot gn

X Q(xl’gl)"'Q(xliép).

x, |olx,.&)-olx.¢,)

Si tuviéramos /nformacién Perfecta, el coste seria el minimo posi-
ble

C min= p, [mgnQ(f,é,)}+ et p, [m;‘nQ(f,é‘p)]
y, por tanto, el Valor Esperado de la Informacién Perfecta vendra
dado por

VEIP=Riesgo de Bayes a priori—C min

que constituye una cota superior dei valor de cualquier informa-
cién.

7.2.2.- Valor esperado de la informacién muestral.

En el capitulo 3 vimos que, si en un problema de decisiéon en am-
biente de riesgo se puede observar el valor de un vector aleatorio
Y, que toma valores en el espacio muestral S y tiene relaciéon con
la variable aleatoria £ €=, antes de elegir una decisién de X, si

5(y) es la funcién de decisién de Bayes, el Riesgo a posteriori se

identifica con el Riesgo de Bayes de dicha funcién &(y) .

Vimos, también, que el Valor Esperado de la Informacién Muestral
es la diferencia entre el Riesgo a priori o Riesgo de Bayes (es de-
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cir, el coste esperado de la decisién 6ptima a priori) y el Riesgo a
posteriori 0 Riesgo de la funcién de decisién de Bayes:

V E I M= Riesgo a priori— Riesgo a posteriori > 0

Vamos a aplicar estos conceptos a nuestro problema suponiendo,
de nuevo, que estamos en el caso discreto.

Veremos en el apartado 8.2.2 del capitule siguiente, al estudiar fos
aigoritmos de solucidon del problema (7.6), que, en este caso dis-
creto, nuestro problema

min EJEE)|=p0®Ee)++p,0E8,)

sda xelX

0. &,)= min bo!y! +wiy, 1 SV +y7 =y =& 50, ¥ 20} i=1;,p

es equivalente al programa lineal

P
min 3 p v +% ;)

Ly ',

sa. T+y -y =&
:4: _—yi yr 61} 1=1, _.,p
¥,y 20
xeX

siendo 4, la i-ésima fila de la matriz 4, correspondiente, por tanto,

a los coeficientes del objetivo f,(¥), i=1,---p.

Supengamos que las probabilidades (p,,---,pp) no se conocen con

certeza, sino que se sabe que estan distribuidas segun una distri-
bucidén de probabilidad ceonjunta de Dirichlet o Beta Multivariante
de parémetros a,,---a, , @s decir, su funcién de densidad es

loweap, ) < R g
1 1
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y el valor esperado de cada p, es

E[p,]zgi- | ay=a,+ta,

La solucién dptima serd aquella decisién X, € X que haga minimo

Elo(z,8))= E[i,f’ Q(f’f“)}z

-3 elplols.c)= T2 0lx.¢)

i=1 Xy

El valor minimo de i—gig(f,g,.) serd el Riesgo a priori y se puede
i=f Yg

conocer resolviendo et programa

min 32wyt +wiyy)

EOAN el 8

sa. f@+y -y =& Q= p (7.7)
¥xelX
20,5 20

Despues de observar un valor ¥ =¢, la distribucién de (p,,---,pp) $e-

guira siendo de Dirichlet, pero el i-ésimo parametro en lugar de ser
a, sera g, +1 (y, por lo tanto, también en lugar de «,, tendremos
a, +1). Luego resolviendo p programas como el (7.7) cambiando en

cada uno de ellos a, ¥y a, por a,+1y a,+1, respectivamente, y pon-

. . - a a
derando sus riesgos minimos por las probabilidades —‘—;’— de
aD 1]

que Y sea igual a ¢,,--,£,, se obtiene el Riesgo a posteriori.

La diferencia de este riesgo con el Riesgo a priori nos dara el Va-
tor Esperado de /a Informacién Muestral buscado, cuando el nume-
ro de elementos de 1a muestra es 1.
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7.2.3.- Otra ventaja del método de solucién propuesto es que tam-
bién es compatible con la Programacién por Metas Lexicografica,
cuando se conocen (as distribuciones de probabilidad marginaies
§, de & ,i=1,-,p.

En efecto, supongamos que el objetivo mas importante es f£,(x), el
siguiente en importancia es f,(x), etc. Si, como siempre, X es el

conjunto de decisiones factibles, primero se resuelve el probiema

£
X %

=
-

({é)

Se halla el coste esperado correspondiente a cada fila

E lo(z&)]

y después se determina
min E, [0(%.¢,)}.

Si la solucién es tnica ¥=x, esa @8 la decisién dptima y el pro-
blema se ha terminado. Por e! contrario, si existe un conjunto de
soluciones para el problema anterior, X, c X, entonces se resuelve
el siguients problema en el que ¥ ¢ X,

-
X, &

ol%.)

SATIFUTRETS

y asi sucesivamente.
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7.2.4.- Cabe preguntarse qué ocurre con el problema de la incon-
mensurabilidad, es decir ;qué sucede si los costes no son todos
ellos monetarios?, esto es, ;,como resolver ¢l problema cuando se
deben minimizar diferentes tipos de desviaciones tales como nu-
mero de horas trabajadas, unidades monetarias, toneladas de
pasta de papel, etc?

Ante esta situacién, lo ideal seria expresar las desviaciones en
unidades monetarias, valorando en estas unidades los costes de
no alcanzar o de sobrepasar los niveles de aspiracion.

Si es imposible expresarlo todo en unidades monetarias, caben las
siguientes posibles soluciones:

e Minimizar la suma de las desviaciones porcentuales, en vez de
las absolutas, ya que como vimos en la Programacién por Me-
tas determinista, en la observacion hecha en el apartado B del
capitulo 2, asi quedan resueltos los problemas de homogenei-
dad en las unidades de medida de los objetivos. (Véase Rome-
ro [R.5]).

» Otra posible solucién es recurrir a la Programacién por Metas
Lexicogréfica.

e También se pueden incluir facilmente pseudo-criterios de tipo
PROMETEE en nuestro problema de Programacién Estocastica
por Metas. (Véase Martel y Aouni [M.4]).

A continuacion pasamos a discutir otros modeios de solucién, vis-
tos en el capitulo 4 para resolver problemas de Programacién Li-
neal Estocastica Escalar, y a comprobar los distintos inconvenien-
tes que presentan

130



Capftulo 7 .- Programacitn Estocdstica por Metas.

7.3.- Otros modelos de solucién para el problema de Progra-
macion estocastica por Metas con aleatoriedad, Gnicamente, en
los niveles de aspiracién.

7.3.1.~ En primer lugar veremos la denominada solucién “inge-
nua”.

Como sabemos, este procedimiento de solucidn consiste en susti-
tuir el valor de la variable aleatoria & por su valor esperado E[Z],

y resolver el problema resultante que, en nuestro caso, sera

min. Q('x", E [ﬂ)

sa ¥YelX

(7.7)

Este modelo se puede plantear como un problema de decisién en
certidumbre de ia forma

X E[§]

®l ...

o(%.E[&)) (7.8)

y por lo tanto su formulacién es compatible con la Teoria de {a De-
cisiéon.

La decision Optima sera aqueila decisidn ¥=%, que minimice

O(%,E[E]) en %, es decir, que verifique que

min oz, E[£]) = ol%,,E]€))

Se trata, por lo tanto, de resciver un problema de Programacién
por Metas determinista.

Sin embargo, presenta algunos inconvenientes:

Por un lado, ya vimos en el apartado 4.2.1 del capitulo 4 que éste
no es un buen procedimiento para resolver probiemas de progra-
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macién estocastica, porque se pueden obtener solucicnes para las
que la probabilidad del evento consistente en que la solucion obte-
nida sea factible, sea notablemente pequefia.

Ademads, este método infravalora el verdadero coste de cada deci-
sién. En efecto, veremos en e} capitulo siguiente que para cada X
fijo, 1a funcién Q(%,£) es convexa respecto a & . Por tanto, por la

desigualdad de Jensen (véase [J.3]), para cada x se tiene que
0(.E[£]) < E[of=.8)]
siendo la desigualdad estricta si Q(%,f) es estrictamente convexa

y si P{E=E[F]}<1.

Por otro tado, si ¥, es la solucidén “ingenua”, entonces

0%, £[£]) < 0= £[F]), v

En consecuencia, se tiene que, para todo ¥

0(#.£[£]) < o(x.£(£]) < £[0(.8)]

es decir, si se utiliza el método “ingenuo”, entonces el coste mini-
mo calculado es menor o iguai que el coste verdadero esperado
asociado con cualquier decisioén.

Veamos un ejemplo concreto. Consideremos un problema de esti-
macidén donde tenemos que estimar et vaior de una cierta variable
aleatoria £, cuyos posibles valores son &=¢&=0, &=£,=2 ¥

. 3 1 1
£ =¢§,=4, con probabilidades p, =3 D =3 Y P, =3
Resolviendo este problema de estimacion mediante nuestra meto-
doiogia de Programacion por Metas, es decir, planteandao el pro-
biema de minimizacidén del coste esperado de cada decisidn, sien-

do X={0,2,4}=%, la matriz 4 de los coeficientes de los objetivos
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iniciales, f(¥)=(£ (), f,(®), la matriz identidad, A=1, y (w',w’)=
:(1,1), las consecuencias asociadas con las posibles decisiones

vienen dadas por la siguiente tabla, cuyos elementos (i,j) se cal-

culan mediante ios costes (O(x,,&,) parai,j=12,3

p, =315 | p, =115 [p, =115 |
& =0 £ =2 & =4

x=x = 0 2 4
x=x, = 2 0 2
x=x,=4 4 2 0

La i-ésima fila representa la pérdida asociada con cualquiera de
los tres valores del parametro si se elige la decisiéon x=x, y, por io

tanto, los costes esperados reaies son

e para x=x, =0,

EE[Q(xl’g)l = Q(xligl)'pl +Q(x1,§z) “Pa ‘*’Q(xl,tf;) A “—"'C'SS’= 12

* pal‘a X = X, = 2,
E 8
Ef{Q(xz sé)] = Q(xZ":l)'Pl +Q(x2,<fz) g +Q(x2,,:3) Py = §.= 16

e parax=x,=4,

= 14
E;'[Q(xihg)] = Q(x3’§|)'p1 +Q(x3a¢z) Py +Q(x3,53) ‘P = ?= 28

Luego x, =0 es la solucién 4ptima (solucidn de Bayes o estimador

Bayesiano) del problema (7.6), ya que su coste esperado toma el
valor minimo, 12, @s decir, el riesgo de Bayes es 12.
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Si lo pltanteamos mediante el metodo “ingenuo™

Luego las consecuencias asociadas con las posibles decisiones

vendran dadas por la siguiente tabla, cuyos elementos (i, ;) se cal-

culan mediante los costes Q{x,,E[£]) para i=1,2,3

£[¢]
X=X, 12
X= x2 08
x=x, 28

Y la solucién 6ptima es x=1x, con un coste minimo igual a 08, que

es la mitad del coste real esperado de elegir x=x,, ya que éste se-

ria 16.

Es decir, en este ejemplo se verifica que

¢ el coste minimo “ingenuo” es menor o igual que el coste espe-
rado “real” asociado a cada una de las decisiones posibies.

* el decisor “ingenuo” creera que el coste (minimo) asociado a su
decisidon x=x, es 08. Sin embargo el coste reai de dicha deci-
sidn es justamente el doble.

Estudiamos, ahora, {os modelos de soiucidn propuestos mediante
Deterministas Equivalentes obtenidos por medio de Programas con
Restricciones Probabilisticas.

7.3.2.- Teniendoc en cuenta el Programa con Restricciones Proba-
bilisticas (4.2) equivaiente al problema (4.1) propuesto en el capi-
tulo 4, la formulaciéon natural para resolver nuestro problema de
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Programacién Estocdstica por Metas (7.4) mediante esta aproxi-
macién es el programa

min. £.[0(%.£)]

_ (7.9)
sa. Plf(®=E&)za
donde et valor de! parametro a lo elige el decisor.
O bien el programa
min E,[0(%.¢)]
* (7.10)

sa. PloE.E)<kiza

donde los valores de los parametros £ y ¢ también los elige el de-
cisor.

Estos dos modelos de Programacién Estacastica con Restricciones
Probabilisticas no son, en general, compatibles con la Teoria de la
Utilidad, ni, por tanto, con |la Teoria de |a Decisién Bayesiana.

Lo vamos a ver mediante un ejemplo.

Consideremos un problema de estimacidén discreto analogo al visto
en el apartado anterior, en el que los posibles valores de la varia-
ble aleatoria a estimar y sus probabilidades son

| =
LM

5

Si resolvemos este problema de estimacién mediante nuestra me-
todologia de Programaciéon por Metas, siendo X={0,1,2}=E, la

matriz A4 de los coeficientes de t(os objetivos iniciales,
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F@ =/, f,(®), la matriz identidad, 4=1, y {(w",w)=(1,1), las
consecuencias asociadas con las posibles decisiones vienen dadas

por la siguiente tabla, cuyos elementos (i, j) se calculan mediante

Q('x:”éj) para I’.]: 15213

p, =215 |p, =115 | p, =2I5
6 =0 |g=1 Gy =
x, =0 0 1 2
x, =1 1 0 1
X, =2 L 2 1 0

l.a i-ésima fila representa {a pérdida asociada con cualquiera de
los tres valores del parametro si se elige la decisién x=x, y los

costes esperados seran, por lo tanto,

e para x=x, =0,
E-[Q0. &) = 0(x..6) p,+Q(x,.8) -p, +0(x,.&) - by =%=1
s parax=x,=1,
E;[005.8)] = 0(x,.8) p +Q(x,,8,) -2+ 0(x,.8) - P, :%= 08
¢ para x=x,=2,

EE[Q(x”E)] = Q(%,f,)-pl +Q(x3,§2) Py +Q(x3,§3) P = _:_z L

Luego x=1x, =1 es la solucién éptima (solucion de Bayes o estima-
dor Bayesiano) (7.6), ya que su coste esperado toma el valor mi-
nimo, 08, es decir, el riesgo de Bayes es 08.
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Si ahora introducimos una restricciéon adicional, por ejemplo

P{J?:f_}?a 25

y permitimos decisiones mixtas, es decir, decisiones detl tipo

[1 q, qs]
X, X, X

en que x=yx, se elige con probabilidad ¢4, para i=1,2,3, entonces,
teniendo en cuenta que el coste o riesgo esperado es
E0(x, &) ¢+ E;[Q(x,.8)] 4, + £, [0lx,.E)] -4 =

4
=Q1+"5" qd, +t4,

y que
Pls=Z}=Plg=8/E =&} P{E=¢}+

Ple=8/E=¢} PE=5}+

+P{f=f/r§—=§3}‘P{5:¢3}:

2 12 3
- q 5q2 qS"a—“lo

la solucion 6ptima del programa (7.9) coincide con la solucién del
siguiente programa lineal

, 4
min q, + ng +4q;

54, 2q4eg gz
- Sql Sql SqS“IO

G +q, +q; =1
q,,9,.9, 20
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que es
11
(‘h N :‘h) Z(O»E’E)

es decir, se trata de una decision mixta consistente en elegir x, =1
1 - i
con probabilidad 5 y x, =2 con probabilidad 3

Consecuentemente, el programa (7.9) no es compatible con ia Teo-
ria de la Utilidad ni con la Teoria de la Decisién Bayesiana, ya
que, como vimos en el apartado 3.4 dei capitulo 3, las decisiones
optimas de cualquier problema de Decisién Bayesiana deben ser
siempre decisiones puras. O, de ser solucién una decisién mixta,
deberian serio, también, ias decisiones puras que la constituyen,
lo que no ocurre en este caso porque la solucidon mixta obtenida es
tnica.

Un razonamiento anaiogo sirve para el programa (7.10)
min. E,|0(%,8)]
s.a, P{Q(f,g)sk}za

ya que para k=0 estariamos en el caso anterior.

7.3.3.- Consideremos a continuacién un nueve modelo ailternativo
de Programacién Estocastica por Metas,

max. [ P{Q(z,E) < k]

sa ¥eX

(7.11)
con una "funcidén objetivo probabilistica® en lugar de con “restric-

ciones probabilisticas”, recordando, en alguna forma, ei modeio
{6.6) propuesto por Contini. De nuevo comprobamos que se trata
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de una formulacién que, en general, no es compatibie con la Teo-
ria de la Decisién Bayesiana,

Por ejemplo, si consideramos el mismo problema de estimacidn
anterior, planteado en fas mismas condiciones, las consecuencias
asociadas con las posibles decisiones vienen dadas, de nuevo, por
la misma tabla que en el problema (7.9)

[ p, = 215 | p, =115 | p, =215
6 =0 ]&=1 & =
x, =0 0 1 2
F —
x, =1 1 0 1
x, =2 | R 0
-

Y, si hacemos k=1, entonces

| W

Plo(x,. &)<} =P{E =g =0}+ P{E =, =1} =

P{Q(x,,&) <1} =
=P{E=¢g=0}+P{f=¢ =+ P{E=¢=2)=1

PlO(x;, &)<} = P{E=¢, =}+ P{E=¢, =2} =

L | e

Luego la soluciéon del problema es x=x,=1 (Na son solucién

x=x =0 ni x=x,=2).

Pero supongamos que admitimos decisiones mixtas del tipo

(, g, qu
X, X, X,
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El coste asociado con estas decisiones mixtas sera

2 1 2

% K %
§1=0 52:1 _‘53:2
q9,+2q, q,+q9, 249,+q,

Luego 1a decisidén mixta

12 2 |
L-"71 X, xsj

1
es decir, elegir x, =0 con probabilidad —

5 y x,=2 con probabilidad

1 . . .
5 es también solucidn del problema, ya que, sus costes asociados -

son

(0,424, . q,+q, , 2q,+4;)=(1,1,1)

P{i-;-xi +%x3,§_).<_ 1}: 1

y esto es de nuevo incompatibie con ta Teoria de la Decisién Ba-

y, por lo tanto,

. . . 1 1
yesiana porque en dichos programas Bayesianos, si (~2-,0, -2-) es una

solucién 6ptima, entonces también tendrian que ser soluciones 6p-
timas x,=0y x,=2, como vimos en el capitulo 3. (Para mas deta-
lies, véase el capitulo 8 de De Groot [D.5])
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Otra posible solucién alternativa seria resolver el programa

min. k
sa. Plo(.&)<klza (7.12)
¥xelX

Planteando el mismo ejemplo con las mismas condiciones, las con-
secuencias asociadas con las posibies decisiones vienen dadas
por la misma tabla que en el problema (7.9)

p, =25 p, =115 | p,=2/5
§1 =0 52 =1 63 =

x, =0 0 1 2
x, =1 1 0
x,=2 | 2 1 0

Si tomamos a =1, la decisidén x, =1 verifica que

P{Q(stg)SI}:l

luego £<1.
Las decisiones x, =0y x,=2 no son soluciones ya que, para que

ellas verifiquen

N
——
-
S
e
S

A

=
S

il

—

0

1,3

tiene que ser k=2.

Supongamos que se permiten decisiones mixtas del tipo

(g, 4 q3]

Lxl Xy X
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El coste asociado con estas decisiones mixtas sera

2 1 2

% % %
&=0 & =1 & =2
4:+24q;, q,+q; 24q,+q,

y el programa (7.12) se transforma en ef programa lineal

nin k
sa. q,+2q,<k

G +q; <k
2q,+q, <k

g, +q, +q, =1
4,:9,,9, 290

Se puede observar que este programa no varia si se intercambian
4, ¥ ¢,. Por 1o tanto en la solucién se tendré que verificar que '

9, =9,
Por otro lado,
4 =1-9,-9,=1-2q,.

Por io tanto el programa lineal se puede escribir de ia forma

min k

sa. 1<k
2q, 5k
i<k

Y la solucién éptima es £=1, luego la decisién x, =1 sigue siendo

solucion.
Pero también es solucién

1 1
"2"xl-l-"2-3c‘3
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sin serlo ni x, =0 ni x, =2, lo que implica que este problema tampo-

co es compatible con la Teoria de la Decisién de Bayes.

7.3.4.- Consideremos finalmente otro método aiternativo del tipo
‘espera y ve” que vimos en ei apartado 4.2.2 dal capituio 4, en el
que para todo posible £ calculamos la solucién éptima #{&) y pos-
teriormente basamos el criterio de solucién en algun estadistico (el
valor medio, la varianza, la moda, ...) asociado a la variable aleato-
ria ¥(&).

En el contexto que nos ocupa, y suponiendo el caso discreto, po-
dria parecer razonable plantear el programa

max. P{¥=¢}
(7.13)
sa YelX

Consideremos como sjemplo concreto el mismo que el visto en el
caso de fa sotucidn “ingenua”, es decir, un problema de estimacién
donde tenemos que estimar el valor de una cierta variable aleatoria
£, cuyos posibles valores son

§=§1=0r ¢=(§2=2y g=§3=4s

con probabilidades

3 i 1
Plzg: pZ:_gy p3=—'

5
Entonces, tendriamos que
e Siserealiza £ =0, elijo x, =0.

» Siserealiza &, =2, elijo x, =2.

e Sise realiza &, =4, elijo x, =4.
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En consecuencia, la solucién O6ptima a priori es x, =0 ya que es la

mas probable, pues

P{E=51}=P|:%

PE=6}=PlE=6}=3

Esta aproximacién si es compatible con l|a teoria de la Utilidad
Bayesiana, ya que para obtener ia tabla de consecuencias asocia-
das con las posibles decisiones, bastaria con asociar a las deci-
siones mas probabies ios menores costes.

En nuestro ejemplo se podria asociar

e ala decision méas probable, x, =0, los costes (0,0,0),
e y a las otras dos decisiones, x,=2 y x, =4, l0s cosies (1,1,1).

obteniéndose la siguiente tabla de cansecuencias:

p, =35 p, =115 |p,=1/5
L &0 [§=2 (=4
X = 0 0 a
X, = N 1
Xy = 1 1 1

Sin embargo, este método de solucién adolece de graves defectos:

o Desprecia informacién, ya que ai construir {a tabla de conse-
cuencias, no se tiene en cuenta las costes asociados a cada

decisi6n x, y a cada realizacion &, Qlx,.£),i=1,2,3.
» El criterio de decision utilizado en ia aproximacion

max. P{x=E)

x
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no decide si todas ias alternativas son equiprobables, y podria
darse el caso de que fuesen equiprobabies y, por lo tanto, indi-
ferentes, siendo, a la vez, alguna de ellas mucho més costosa
que el resto.

La alternativa mas probable podria ser.la méas arriesgada. Vea-
moslo con un ejemplo. Consideremos un probiema de estima-
cioén en el que deseamos estimar el valor de una cierta variable

aleatoria £, cuyos posibles valores son

€ 2¢& n-2)e
E=0, &= G="" o &=
(n-2)¢
E, = ” +7
con probabilidades
R U SR O
pI_PZ“ —pn—lun n_17p,|'*"n £,

siendo ¢ un valor muy pequefio de forma que los valores

‘51""16114

estan muy cerca unos de otros.

La solucion 6ptima es |la decisién

_(n=2)e
T on

+n

ya que es ia alternativa mas probable.

La tabla de los costes asociados a las decisiones seria, aproxi-
madamente (despreciando ¢ por ser un infinitésimo):
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1 £ 1 £ ! & 1
———— | — - —— —+&
n n-1|n n-1 n n-1 n
_ £ (n-2)e (-2 ¢ 2).9
51“0 §2=; §n~l= n n = n
J‘:1=0 ) 0 0 n
_£ 0 0 0 n
X, =~
n
_(n-2)¢ 0 0 0 n
n-1 n
‘=£"_an)_8+” n n n 0

Luego el coste esperado asociado con cada decision es

s para x, =0, EE[Q(x,,E)] =n(;’1—+e)=l+£nz1

para x, =—,

EE[Q(xz,rf_)] =n(%+s)= l+en=1

( _2)8 [_Q(_H,f)] ( +s)-1+5nz1

+n, Q,E_[Q-(x,,,ﬁ_)] z(n—l)(l—;r:—la)z(n—l).

Con lo que, en la medida en que n aumenta, el coste esperado

(-2

asociado con la decision x_ =——n—+n, que seria la solucién 6p-

tima segun el método que discutimos, es mucho mayor que el

coste asociado con cualquiera de las otras decisiones, siendo mu-
chisimo mayor cuando » tiends a «.
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En este capitulo hemos analizado distintos modelos de solucion
para el problema de Programacién Estocastica por Metas con
aleatoriedad, Unicamente, en los niveles de aspiracidn.

En el apartado 7.3 hemos criticado varios de estos modelos por los

inconvenientes que presentan:

el método “ingenuo”, aunque es compatible con la Teoria de la
Decisién, infravalora el verdadero coste de cada decisién ya
que, como se puso de manifiesto en el ejemplo, el coste mini-
mo calculado es menor 0 igual que el coste verdadero esperado
asociado con cualquier decisién.

el modelo obtenido mediante Programas con Restricciones Pro-
babilisticas, resulta ser no compatible con la Teoria de |la Deci-
sion Bayesiana, o que implica fa no existencia de la Funcién
de Utilidad, la violacidén de alguno de los axiomas, etc.

lo mismo ocurre al utilizar otros modelos probabilisticos como
el del apartadé 7.3.3, que, en alguna forma, recuerda al modeio
de Contini, {C.17], al ser a funcién objetivo probabilistica y el

del apartado 7.3.4, que recuerda al modelo propuesto por Ka-
taoka [K.7].

el método analizado en el apartado 7.3.4, del tipc “espera y ve’
si es compatible con la Teoria de la Decisién Bayesiana, pero
presenta los siguientes inconvenientes:

+ desprecia informacién ya que, como vimos en el sjemplo, al
construir la tabla de consecuencias no se han tenido en
cuenta los costes asociados a cada decisién x, y a cada reali-
zacion &,

e se corre el riesgo de que la alternativa mas probable sea al
mismo tiempo la mas costosa como se pone de manifiesto en
el ejemplo visto.
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Capitulo 7 .- Programacién Estocédstica por Metas.

En el apartado 7.2 hemos propuestc un modelo de soiucion gue,
ademas de ser compatibie con la Teocria de la Decisién y con la
Programacién por Metas Lexicografica, no presenta ninguno de los
inconvenientes anteriormente mencionados.

Hemos observado que dicho modelo resulta ser un caso particular
de los Programas Estocdsticos caon Recursos Simples.

En el préximo capitulo vamos a estudiar qué propiedades y aigo-
ritmos de solucidn se pueden apiicar a nuestro modelo de solucién,
En algunos casos serdn casos particulares de las propiedades y
algoritmos de los Programas Estocasticos con Recursos Simples.

148



EAPiTULO 8|

ALGORITMOS DE
SOLUCION




Capitulo 8 .- Algoritmos de sojucion.

En el capitulo anterior hemos visto que un modo adecuado de re-
solver un problema de Programacidon Estocdstica por Metas, cuan-
do la aleatoriedad esta, unicamente, en 108 niveies de aspiracién,
es resolver el Programa Lineal Estocastico (7.4)

p -
min® 3wy W y))

=l

sa. ¥elX
fr(f)'*'yr_ -y =
yi,y: 20 i=1,2,,p
wi,w 20

Y que el mejor modo de resolver este problema es mediante el
programa (7.6), que es un caso particular de un Problema de Re-
cursos Simpfes y al que, desde ahora, nos referiremos como (8.1)

min. E; [o(%.8)]

sa ¥elX

(8.1)

donde

7

0 &)= mm{z (Wiys +w ), saf@+5 -7 =E,7, 7 2 5}
Este capitulo consta de cinco apartados. En los apartados 8.2 y
8.4 proponemos algunos algoritmos de solucidon para resolver el
problema (8.1). En el apartado 8.5 ponemos un ejemplo numérico
que ayuda a comprender los algoritmos propuestos. El apartado
8.3 lo dedicamos a demostrar un resuitado que necesitamos en el
atgoritmo que proponemos en ei apartado 8.4.

Antes de proponer algoritmos concretos de solucién, en el primer
apartado estudiamos las propiedades del problema (8.1). En la
propiedad 8.1.4 demostramos que dicho probiema es convexo, por
lo tanto se puede resolver mediante los algoritmos de programa-
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Capituio B .- Aigoritmos de solucién.

cién convexa. Pero no es facil obtener una solucion numérica
exacta del programa (8.1). La mayor dificultad esta en ia determi-
nacién de EJQ(EE)] ya que requiere calculos de integracién difi-
ciles e incluso, en ocasiones, prohibitivos.

Las propiedades siguientes de este primer apartado estan funda-

mentalmente encaminadas a obtener programas equivalentes al
problema (8.1) y que presenten menaos dificuitades operacionales.

8.1.- Propiedades del problema (8.1).

8.1.1.- El programa
Q&)= minlw Yy +@ Yy 17 -y =&~ F(®), 7 20,7 20}

al que, por analogia con el Problema de Recursos Simples, pode-
mos denominar programa de segunda fase, es evidentemente fac-
tible Ve X y V& ¢ E fijos.

Ademas es acotado inferiormente, por lo tanto siempre tiene solu-
cidn.

Finaimente, la solucién 6ptima verifica que y .y, =0,Vi=1,.,p, por
lo que ai menos uno de estos dos términos, y 7,y es cero
Vi=1,.,p. {La demostracion es analoga a la ya establecida para

programacién por metas determinista, vista en la proposicién 2.1
del capitulo 2).

8.1.2.- Si X es un conjunto convexo, para cada & < = fijo, la fun-
cién Q( »,&) es convexa

Demostracion.- Sean

‘e X =A% +(1-4) ¥

|
|
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Capltulo 8 .- Algoritmos de solucion.

con

Aefo,q]

Si las soluciones del problema de segunda fase son

tenemos que

Entonces

(3%, 7°) para x=%' vy

(7, 7*) para x=%

O, E) =@ YF" +(@ YF*"

o=, &)= 7y 5> + Y5

(Ap* +a-7* , AF-+1-)F")

es factible para x=x°.

En efecto, es obvié que

Ademas

Por otro lado

AV  +(1-Dy* 20 vy

AyT +(1- )y = 0.

FEDY+ AP +1=-A)FF - AF" —(1- A)F* =
= fAF +(1- 1))+

AF" (1= 2P - AF" - (- A)F* =
=A[fEY+F ~F ]+ Q- [fEH+FT -] =

SAE+-DE =

o, &)= Q(AF +(-2)7%, &) <
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Capltulo 8 .- Aigoritmos de solucitn.

< wy[aF” +a-)F" Fwy [T +1- )57 )=
= [ YT+ Y I - DY T+ Y 5] =

=20(z,&)+a-no(, &) . O

8.1.3.- Si el dominio = de & es un conjunto convexo, entonces para
cada x € X fijo, la funcidn Q(x,-) es convexa.

Demostracién.-

Sean

§'.&%e€E, &=a¢"+(1- &

con

aefo,]
Si las soluciones del problema de segunda fase son
(5, 7°) para §=§' y
(7, y*) para §=&*
se debe verificar
O &) =@ yy* +@ Yy, y -3 =E'-f®
0%, &) =@ yy™ +@ Y57, 3 -7 =& - f(®)
Entonces
(45" +a-27* , A7 +(-Hy*)

es factible para & =¢&°.

En efecto, es evidenie que

AP +(-Ay" 20 y AyT+(1-A)FT 20.
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Capftulo 8 .- Algoritmos de solucién.

Ademas
AFr+(A-A)yr -Ayt (- =
= A7 -7+ - (5 - 57) =
= (&' - f®)+a-){(E - f(®) =
=AF +(1-)E - fax+(1- 1)F) =
=& - f(%).

Finaimente,

Q(f’gﬁ) ZQ(fal‘:_‘ +(1-2) 5—2) <
<@y (47" +0-2" )+ @y (A7 +0-A)y7)=
=A@ YT +@F YY) + A= D) (F YT + @Y ) =

=10(x, ) +0-2)0(x, &%) O

8.1.4.- Si X es un conjunto convexo, el programa
min. E.[Q(%,&)]
sa XeX

también es convexo.
Demostracién.-
X es un conjunto convexo por hipdtesis.

Ademas para cada £ € Z, £ fijo, se verifica que

o(a® +a- )%, E)<aQ(x, E)+(1- )%, &)

154



Capituio 8 .- Algontmos de soiucién,

Luego
Elp(a®' +a-2)7), &] <
<E[20(®, E)+a-1)0(#, &)=
=aglo( E)}+a-1)E[p(#.8)]  ©

Consecuentemente, un modo de resolver nuestro problema (8.1) es
utilizar los algoritmos de programacion convexa. No obstante, co-

mo la dificultad de calcuiar EEIQ(E E)] permanece, vamos a conti-
nuar con el estudio de las propiedades del problema (8.1}, con el

fin de obtener, como ya dijimos, otros programas equivalentes a
dicho problema y de mas faci! solucién.

8.1.5.- Es evidente que la funcién

0 &)= min{w Yy +@ Yy /5 -5 =E- (D, 5 20,5 20}=

P
S;I'fﬁ{Z(WIyI Wy Y~y =8 - f(X), ¥y 20,y 20,i=1,, }
: i=1

se puede obtener a partir de las soluciones de los p programas

asociados en |los que solamente se considera un objetivo en cada
programa

min wy +w y’
sa. y -~y =& - f,(%) i=1,2,,p (8.2)
v,y 20

Veamos qué forma tiene dicha solucidn.
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Capftulo 8 .- Algoritmos de solucidn.

Por la teoria de la dualidad de la programacién lineal (véase Bal-
bas y Gil [B.2]), sabemos que, dado un programa en la forma es-

tandar
min ¢&'x
sa. AT=b
¥20
su dual es
max A1'h
sa. A'A<é@
Nuestro programa es
min - wy +wy’ +,..+w;y;+w;y;
sa. y -y =&~ [(F)
Yoy =€, - (%)
y,y,520
Por to tanto su dual es
max A&~ F@)+..+A |E, - F,(®)
N
wy
‘(1 10 .« 0 01 w;
s.a. (A i!"'D’lp) L ........................ J <|
0 0 0 I -1 w;
\W,/
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Capltuto 8 .- Algoritmos de solucion.

Definamos

¥ = f(x)
es decir,

1?—:(2’!"":117)
donde

Zi :f;(f), I= 132,"',10
(Obsérvese que, de hecho, 1, depende de £ y de y,, es decir 4 =
=4 (&, 7). i=1,2,,p).

Sea

Olx,.&)=mae{i (&-z)/-w <A sw} ,i=12-p (8.3)

La solucién 1 *, i=1,2,--,p de estos p programas (8.3) es, obvia-
mente

e Si (&-2)<0, AE.x)=-w
* Si (gi"xi)>0’ j‘i*(é"l'i):w: :
o Si (&-z)=0, 2.*¢&,2]) toma cualquier valor en el intervalo

[—w; W ] .

Par io tanto las soluciones de (8.3) son

A=

i

w, i §—x,20
{ : i=12,p

-w, si §~x;<0
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Capitulo 8 .- Algoritmos de soluci6n.

Es decir

wf+('5i"'xi) si 6:'22-':‘
Qx(lnéﬁ)z . i=1,2,"',P
“wi—(é";ff) 81 5552’;

Finalmente, como consecuencia de las propiedades de la dualidad,
podemos concluir que ia solucién buscada es

0(%.8)=20,(x.5)

Como habiamos observado anteriormente, la funcién Q(%,Z) resulta

ser la suma de las soluciones de los p programas asociados (8.3)

en l0os que Unicamente se considera un objetivo cada vez.

Asi, si denominamos
0(7.6)=20(2.4). 0@=EoE.7)
0@)=Elo@.2)l

podemos escribir que
ElpE.2)-06) =0()-El.2)
Consecuentemente ia funcidn objetivo de nuestro problema (8.1)
min. E,[Q(%,8)]
sa xe X

se puede escribir con cualquiera de las expresiones de la ultima
igualdad.

(Observacion: no se deben confundir Q(%) y ¢(7) va que sus domi-

nios son K"y R° respectivamente).
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Capltuio 8 .- Aigonitmos de solucion.

En la propiedad siguiente se demuestra que no es8 necesario
conocer {a distribucidon de probabilidad conjunta de la variable

aleatoria & para efectuar el calculo de EE[Q(E,E)] =7}, y, por lo

tanto, no importa si las componentes, &, de dicha variable son o

ne son independientes.

8.1.6.- Conocer las distribuciones de probabilidad marginales de ¢

es suficiente para determinar la funcién objetivo del probiema
(8.1).

En efecto, en el caso continuo tendriamos'(suponiando que se den
las condiciones para aplicar el teorema de Fubini):

Q(i’)=E[Q(5E,§-)]=Q(f)=E[Q(f’g)]=
=Lo(7.8)ar(§)=Lo(%.6) £(8) d,--ae, =
-3 (L0 )/ €, -, )-

B i('[a' G (Zi’ff(-[al ..... By <BpyxeenE, ! (E}jg" A dS e dE p}iﬁ ,-) =

- l{w:Lz,,(f w)ar(e) il (& - ) ar(2)

donde F(&), (&), FE(&) v £{£) son las funciones de distribucién y
de densidad, respectivamente, de & yde &, i=12,---,p. O

En el caso discreto el razonamiento es anélogo.

159



Capltulo 8 .- Algoritmeos de solucion,

En las dos propiedades que siguen vamos a demostrar que la fun-
cién objetivo del problema (8.1), Q(7), es convexo - separable, es

decir, 0(7) se puede cbtener como suma de funciones convexas.

Comencemos demostrando que ({7) es separable:

8.1.7.- O(7) es separable, es decir,

Q(f) = gQi(Zr‘)
siendo

Qx’(;{f) = E[Qi(xi’gi)]

En efecto

o) =E[0(7.8)|= E[gQ,-(z,-,é,.)]=

-3$Elo(z.8)]=20l(z) . 0

i=1 i=1

A continuaciéon vamos a estudiar detenidamente las propiedades
(continuidad, convexidad y diferenciabilidad) y la forma de cada

uno de los sumandos Q(z,) de Q(7). Lo hacemos en la propiedad
8.1.8.

8.1.8.- Para estudiar detalladamente la forma de la funcién Q(z,),

consideremos

l(f) :(/’L 1(2’1):"'!’1 :'(Xt)"""'1 p(zp))

con
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Capitulo 8 .- Algoritmos de solucion.

Adz)=E{as.x)]

siendo A, la solucion del i —ésimo programa (8.3).

Por definicion

donde

También

donde

wil, (&-r)ar(e)-w ) (&-x)ar(s)=
. (& - x)ar(z)

zéidf‘“,-(é){w:z,- ~wl. x,-dF}(é,-):l =

=w:J;:lEa(§,-—Zf)dE(§i) 'l

:w:E[é:i]"wf s <z

W, =w +w .

=w,.+E[§,-]"?J,(,?,',‘)“"1 ,(Z.-)Za

olx)=wl, & ar(s)

Por io tanto, tenemos que

7) =§Q,~(:c,-)=

f:w*E[é f. (z)+4(x)x]
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Capftulc 8 .- Algoritmos de solucitn.

Para ver con mas facilidad que Q,.(z,,) 6$ convexa y continua y que

si la funcidén de distribucion F,.(g,,) es continua, entonces Q,(,g,) tam-

bién es diferenciable, vamos a dividir el campo de g, en tres partes

(~o0,a,) , ., 8] y (B,,+=)

siendo «, y A, los limites inferior y superior, respectivamente, de

los valores de &, es decir, suponiendo que la variable aleatoria ¢,

esta definida en el intervalo [a;, 8,], i=1,2,-,p.

(Si & no tiene limite inferior, hacemos «,

i

=—-x y consideramos el
primer intervaio vacio, y si & no tiene limite superior, hacemos

B, =+o y entonces el tercer intervalo es vacio).

8.1.8.1.- Expresemos Q(z,) en cada unc de dichos intervalos:

Caso 1°.- Si g, <a,, entonces {£ /& < z,} es vacio.

En esta regién

Por lo tanto en el intervaio (~x,a,), la funcién Q(z,) es lineal.

Caso 2°.- Si @, < 7, < B, entonces {£ /& < y}={& /e, <& < 7.}
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Capitulo 8 .- Algoritmos de soiucion.

En esta regidn

oz} =wEle]-wrz,—w [ (e - ) @ l2)

Es decir, ia forma de Q(y,) en el intervalo depende de dF(¢).

Si 0(z,) es diferenciable en este intervalo, tenemos

Soyolel=wi omlan(e) == (x). on [, 8]

Caso 3°-Si y,> 8, entonces {£ /& < y,}=E.

En esta regién

A f(Zi):Wi+ —W, =W,
®; (xi)l: w:‘E[‘)::i]

Q;‘(l:‘) =w:’+E[§!]-wiE[gi]+w;xi = “wi_(Elgj]_ Z:‘)
Por o tanto en el intervalo (4,,+x) la funcién Q(z,) es lineal y

ﬁ T =
a(z') Qx(xi)—wf - ‘J’r'(xi)l an (ﬁj,+CID)

Resumiendo, podemos escribir que

]’w:E[ét]_w:Zi si i <Q
olx)=\wElel-wz w6 - z)ar(e)  sia<ys<p,
|-w E[&]+w, 7, si z, > B,

(Resultado que aplicaremos con posterioridad).
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Capiltulo 8 .- Algoritmos de solucién.

8.1.8.2.- Proposicion. Q,(z,.) 8s convexa.

Demaostracién.-
Acabamos de ver que cuando

xi<a, 6 x,>8,
Q{z,) es lineal y, por lo tanto convexa (y céncava).

Luego basta con demostrar que Q(y,) es convexa cuando

a, <y sp,.
En este caso hemos visto que

0z} =wiE[g]-wi 2, -w ['(& - 2) arlz)

Por lo tanto para demostrar la convexidad de Qi(,(,.) sélo hay que

demostrar que
—W, :(‘5: - Zr) dF:(é)

es convexa en y,.

Y dado que w, 20, comprobaremos, inicamente, que

[ -2) am(2)

es convexa en z, .
En efecto, sean
xLalx’= Ay + (-}
con
aelo, ]
Supongamos que y/ < y’, entonces tenemos que

(XN

(22 -&)dr(s)=
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Capitulo 8 .- Algoritmos de solucibn.

=a§_(xi-s)ar(g)+a-l (27 - &) ar(e) -

=2} _(xt-s)arle)+al , (x! -&)ar(e)+

i<k

+a-2),_ (x?-&)dr(s)-

~a-0), . (xr-g)dF(e)s

wi<gszi

<2 (x'-&)ar(e)ra-a)_ (xF-4)drg)

43

ya que, obviamente

"Ia‘ <&sy)

(z)-&)dr(&) <0

J.Zfﬂfashz

(x2-¢)aF(g)=0
Por lo tanto
a,-g)ar(e)

es convexaen y, . U

8.1.8.3.- Proposicion. Q(y,) es continua.

Demaostracion.-
Si F,.(g,.) es una funcién continua, es obvio observar que Q(x,) es

continua en todos los puntos interiores de ios intervalos

(-—co,al_) ' [a,-,ﬂ,-] Yy (ﬂiv+°°)
Y tomando yx, »>a, ¥ x, — 8. en las expresiones anteriores, se

comprueba sin dificultad que Q,(x,} también es continua en «, y en

B,
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Capftulo 8 .- Algoritmos de solucibn.

Por lo tanto es suficiente con demostrar que O,(x,) es continua en

los puntos z, de discontinuidad de F(¢&,).

Supongamos que F(&) es discontinua en ¢ = ¢,

Cuando g, converge a «, por la izquierda, tenemos que

lim. Q(x:') = i’:ﬁ’(w:E[é] - wf+11) = w:'+E[§:'] -w/q,

Xy

Cuando y, converge a a, por la derecha, tenemos que

lim. Q( ;(i) =

F{ et

= z{iﬁ‘(wi*E[é]-wfzi —wi,‘:'(é - 1) dF,-(é))=

-4

- gﬁ;[ w:E{é]‘WFIe ‘“W.’UT(Q - Zi)-fi(ér')dgi +(ai - Z‘)P{':’ = a"}):lz

=w E[g]-w/a,
Y como ambos limites coinciden, Q,.(x,) es continua en q,,

De un modo analogo se comprobaria la continuidad de Q(z,) en

cualquier otro punto de discontinuidad de F{£). O

8.1.8.4.- Proposicién. Si £{&) es una funcién de distribucién con-

tinua, entonces Q,(z,) es diferenciable y

;"'Tl:j Q,.(xi) =-A ,.(x,.) en R

Demostracion. -

Como F(£) es continua, entonces Ia derivada estd bien determina-

da en todos los puntos interiores de los intervalos

(—oo,a,.), [ai,ﬂi] y (ﬂ,,+co)
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Capitulo 8 .- Algoritmos de solucibn,

y hemos comprobado en el apartado 8.1.8.1 que coincide siempre
con

-4 I.(;g,.). 0

Luego la forma de la funcién Q(z,) es

.,

a, k B,
Fig. 1.- Forma de Q(z,) cuando F(£) es discontinua en

éi = {aisk’ﬂi}

a, B, X

Fig. 2 .- Forma de Q,.(z,.) cuando P;(g,.) es una funcién
continua.
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Capftulo 8 .- Algoritmaos de soelucion.

Resumiendo las propiedades que hemos visto hasta aqui, tenemos
que, nuestro problema (8.1)

min. E; [Q(f, g )]
sa ¥elX

donde

es equivalente al problema

min 0(7)=30(z)

i=1

-f(®=0 (8.4)
e X

s.a.

=l &

y vista la forma de la funcién Q,(z,),i=1,--,p, el problema (8.4) es -
equivaiente al programa que representaremos por (8.5)
min ShorEle]-wi -, (6~ x) arle)]
sa. F~f®=0
¥e X

cuya funcién objetivo es lineal saivo en el intervalo {a,, 8,].

Por esto parece razonable construir una nueva funcién objetivo en
la que estan separados {os términos lineal y no lineal, de manera
que el nuevo programa proporcione el mismo conjunto de solucio-
nes que el problema (8.5). A ello llegaremos en la propiedad
8.1.10, y se puede conseguir introduciendo las variables z,,
X2 s Xy Y 1as siguientes restricciones
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Capftuio 8 .- Afgoritmos de sofucion.

Xt XatAs= ZE—E[gf]
X ?'E[éi]—af

Xin s ﬁ;‘ -

X020, %,20, 7,20

(8.6)

Obsérvese que y, >0 se verifica siempre ya que E[&]>a,, por lo
tanto se puede omitir la restriccién y, 20.

Si denotamos
LPf(zr‘)z-LSzt(Zi"‘ff)dF;(gi) (8.7)

d)f(lu % £7 51:‘3) =X +J (Ziz ta; —gi) dﬁ;(é) (8.8)

Y SR
se puede afirmar la siguiente proposicion:
8.1.9.- Proposicion. La solucién dei probiema

min ‘I’,—(lnslfz,lw)

$4. —XatrXatXsT X _E[é]

Xa 2E[§f]_ai (89)
Aiz s lBi - &
X220, 2,20

o8 ¥(y,).

Demostracion.-

Para todo (x,, 7., , 2,,) factible del problema (8.9) tenemos que
q’s(li) = J;’SI‘(Zi —‘sz‘) dﬁ(ﬁ,) =
= j;;sz,(E[é] ~XutXatXas —‘::') dF;(‘::) =

=X P{éi < Z;}'*‘(E[gf]'xn“af)]){‘; < Zi}+
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Capituio 8 .- Algoritmos de solucién.

+LSZ‘(Z':'2 t+a; -ta) dE(‘;)
y como

2520, 0sPig <y )<, z,2E[E]-q

tenemos que

‘ﬂ(xr’) S ZXa +J' (7(:'2 +a, -5,.) dE(é‘,.) s

s

51’;‘3"’.’7 (Zfz"“ax““gs)‘ﬁ;(fi)

Sisxtay
ya que

e 8i y,+a, 2y, laditima desigualdad es evidente

e ysi y,+a, <y , setiene que z,+a -¢ <0 para cualguier £
tal que y,+a, <& <y, .

Por lo tanto hemos demostrado que para cualquier (z,., s Xz s Z.-a) se

tiene que

\H(Zi)szis"'] (Ziz +a,.—§,.)dF,.(cf,.)=:

&S xinta;
= q’i(l'n » Kiz» Zfa)
Veamos a continuacién que existe un

(2a* 20* 22"
factible tal que

O (2% 2 20 ) =%(2)
En efecto,
e si

X <a,

se tiene que
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Capltulo 8 .- Algoritmos de solucién.

{18 <x}=-0
En este caso hacemos

xa*=E[&]- 2, xo*= 2450
y por lo tanto

{e /& <y,+a,)=0

con {o que
® 2% 20 20 %) =0=%(z).
st
a, sz <B,
se tiene gque
{&resal={¢ra, <& <1}
En este caso hacemos
a*=Elg]-a  xa*=1,~a,, 2,*=0
con lo que

‘D,-(Iu*,lfz*,lfs *)zjh (Z!"Z+ai_§i)£m;(gi)=

S Snte

= LSI'(Z,- “"::1)‘1};;(@) =\Pi(11‘)
Si

x> B
puesto que

(/6 <B}=5
se tiene que
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{gr‘ /gr' SZ:‘}:E'
En este caso hacemos
Zn*zE[é]“ai JEn¥=B-a,  xs*=x, - B,

con lo que, por (8.8)

(D:‘(xr'l*’ X ¥ X *)=Zi_ﬂ:‘+J. (ﬂi—gf)dp;(éi):

o
=x.- B+ B ~E[&]= 2, - E[¢]
y por (8.7)
¥(z) =L (2 - &) (s) = 7. - E[¢]
es decir

(Dj(zn*stz*:Zﬂ *)Z‘Pi(li) ) L]

8.1.10.- Como consecuencia de la proposicién anterior podemos
afirmar que si denotamos

Ofz120)=) (xa+a,-&)dF(e)

S Xiatay

la solucién del problema

min (D,(Z,-l,Ziz)
s.d. "Z,‘1+xiz=xi_E[§‘]
X ZE[é]_a,»
X220
es ¥(z,).

La demostracién es inmediata por fa proposiciéon anterior haciendo
Zr’S = 0 y ﬂ:’ =+ o,
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Ya estamos en condiciones de obtener un programa equivalente ai
problema (8.1), con la funcién objetivo convexa y separable y en |a
que estan separados los términos lineal y no lineat:

8.1.11.- Debido a que, por hipoétesis, w.=w/ +w =0 y a la proposi-
¢cién 8.1.9, el problema (8.5) tiene el mismo conjunto de soiucio-
nes que el problema

. + - +
min ﬁ{wi antW, Xia— W, Xi +WJ

i=1 $sXnte
5.4. E[‘gf]_ XatXatXa—JS(X)= OW
Xin 2 E[‘fy] ~-a

Z,-zSﬂs—az r i=1,~--,p (8-10)
Xin20

(£.+a,-¢) dF}(é‘,)}

X320

¥e X

(Observacién: en el caso de que g =+, hacemos y,=0y se
omite al restriccién y, < 8, —a,).

Subrayamos de nuevo que, expresado asi ol problema, para resol-
vario es claro que basta con conocer la distribucion de probabili-
dad marginal de cada & ,i=1,--,p, sin ser necesario conocer la
distribucién conjunta y que, por lo tanto, no importa la dependencia
0 independencia estocastica de las variables aleatorias ¢,
i=1,,p.

También observamos que por ser Ia funcién objetivo del problema
(8.10) convexa y separable, (es decir, por las propiedades 8.1.7 y
8.1.8.2, dicha funcidén objetivo se puede expresar como suma de
funciones convexas), el problema (8.10) se puede resolver por ios
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algoritmos de programacién convexa separable propuestos por
Dantzig [D.2] (paginas 482-489).

Pero, dado que estos algoritmos son operacionalmente muy com-
plicados, vamos a intentar obtener problemas equivalentes al pro-
grama (8.10) (que, a su vez, es equivalente a nuestro problema
(8.1)) que sean programas lineales o, a o sumo, programas cua-
draticos. Lo haremos proponiendo distintos algoritmos de solucién.

Pasamos, a continuacién, a proponer algunos algoritmos de solu-
cién para resoiver el problema (8.1), bien directamente o bien me-
diante la resolucién de (8.10).

8.2.- Algoritmos de solucidn para el problema (8.1).

El primer procedimiento de solucién que proponemos es el que, en
el apartado 4.2.1 del capitulo 4, hemos denominado solucién “in-
genua”. Este método de solucion ya lo hemos criticado en el apar-
tado 7.3.1 del capitulo anterior. No obstante, lo proponemos por-‘
que permite resolver cualquier problema de programacion estocas-

tica y porque, en un primer momento, muchos de estos problemas
se han resuelto asi.

8.2.1.- Solucidén “ingenua”.

Este procedimiento, como sabemos, consiste en sustituir el valor
de la variable aieatoria & por su valor esperado E[ﬂ y resciver el

probtema de programacion resultante.

Al aplicar este procedimiento al problema (8.1):
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min £, |0(%, )

saxeX

donde

0 &)= mm{ (wryr +w 3 ), saf)+y -5 =&, 5,5 2 6}

se trataria de resolver el problema (7.7) del apartado 7.3.1

min. Q(E,E[ﬂ)
sa. xelX

donde

0. EED= min @y y vy 157 -3 =EE]-f®), 520,57 27

La principal ventaja que ofrece este método es que transforma el
problema de Programacidn Estocdstica por Metas en un problema -
de Programacion por metas determinista pudiendo, por tanto, re-
solverse mediante cuaiquiera de o8 algoritmos comentados en el
capitulo 2.

Frente a esta ventaja, recordemos que presenta serios inconve-
nientes:

En primer lugar no hay que olvidar la observacion recogida en el
epigrafe 4.2.1 respecto a este procedimiento de solucién, en
cuanto a la posibilidad de obtener soluciones tales que la probabi-
lidad del evento consistente en que dicha solucién esté en el con-
junto factible sea muy pequena.

Ademés, como comentamos en el apartado 7.3.1, debido a la desi-
gualdad de Jensen (véase [J.3}), este método infravalora el verda-
dero coste de cada decisién. En dicho apartado lo comprobamos
con un ejemplo.
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Dantzig, en [D.1], sugiere que este metodo de solucidén podria ser
una buena solucidn inicial para resolver problemas de programa-
cibn estocastica mediante cualquier otro procedimiento.

Veamos, a continuacién, que cuando la variable aleatoria £ tiene
una distribucién de probabilidad discreta finita, entonces el pro-
blema (B.1) es equivalente a un programa lineal. En efecto:

8.2.2.- Sj la distribucién de probabilidad conjunta de ia variable

aleatoria £ es una distribucién discreta finita, es decir, £ toma
los valores & ;:-¢,

,, con probabilidades p,;-,p,, entonces el pro-
blema (8.1}

min. EE[Q(J?,E)]
sa XelX

donde

0. &)= ;sz;!{)p:(w}’y? +w ), saf@+y -3 =E, 5.5 2 0}

i=]
tiene la forma

min EE[Q('X-,g)]=p1Q(fsgl)+'"+pr(f’ EP)

sd. XelkX

donde
Q(E,E,)-_—}_f"g {(W+)‘y:+(w—)'i_lf(f)+y; —)—); 251’:5;:’5;;2_6}’ j:],---,p

Problema que denotaremos como (8.1).

176



Capitulo 8 .- Algoritmos de solucién.

Este problema es equivalente al programa lineai
min Zp,(ﬁ*"’?? +7°3;)
sa. T@®+y -5 =‘5'} i=lep  (8.12)

¥ .y 20
XelX

Demostracién.-
a) Toda solucion de (8.12) lo es de (8.1)".
En efecto, supongamos que

P> 0,Vi=1,.-.p

sean
%,V i=1p

soluciones de (8.12).

Entonces, Vi=1,---,p
¢ (fpé?f): W+i'+ +W~i‘_

es decir, no existen

=, =,
Yis Y 20

para algun j tales que

porque si para algun ;j existieran tales %;,_%;, entonces la solu-
cién de (8.12) no seria

— =~ =, o~
xlsyl ,"',yp,.)h :'”1yp

sino
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it

~ [l
—_ =+ =4 =~y s Lo — = o~ ~
X, N Vi Y ’yjﬂs"'syps BSIERAAES FETS SIS FRHTALAFE

Luego si %, y, ¥ , i=1,--,p es la solucién de (8.12), enton-
ces
7

S o5+ 75)=3 0,06 E)

i=t =1

y ¥ resulta ser solucién de (8.1)', va que si existe r,c X, tal

que
P &)+ 4 p, 08 E, )<
<p Q&)+ 40,06, )
entonces, existiran i*,ﬁ,.‘ 20, i=1,.,p tales que

F@E)+y; -y =&, | izl p

fp,-(W*i-‘" WP )< Zp“.p,-(W*i-* +757)

=1 i=1

y poriotanto &, ¥, ¥ , i=1,,p no seria solucién de (8.12).

b) Toda solucidén de (8.1)' o es de (8.12).
En efecto, sea ¥, sofucion de (8.1)' y sea
Q(fo,£)=w+i++w—§f .
Entonces

ipr Q(ED,E,-)< ipi Q(f:‘z)’ VielkX,

i=1 =1
lo que significa que V ¥ € X se verifica que
r

gp,-(w*ﬁ.-* +W‘ﬁ')<2p,-(‘7+?.-* +%F)

i=t
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siendo ¥/, ¥, 20 tales que
JE)+P ~F =&, Vi=lp

Paro esto es equivaiente a decir que %,,y’,y , i=1,--,p es la

solucidn de (8.12}.

A cantinuacién veremos aigoritmos de solucién del preblema (8.10)
para ciertos casos en que tas variables aleatorias £,,i=1,---,p tie-

nen algunas distribuciones de probabilidad concretas.

8.2.3.- Supongamos que las variables aleatorias £, i=1,... p tie-
nen una distribucién de probabillidad uniforme en su soporte

[,.8,], es decir, su funcién de densidad es

1 )
Sl a,<¢ < B,
f,(é) = ﬁr‘ -,
0 en otro caso
Entonces, como
0Ly, s B ~-q

tenemos que

(xo+a,~&)drg) =

GSxatay

1 1

X +ai—-§ df = Z:’z
2 ‘)ﬂi ~a, 3 Z(ﬂ, -a,-) 2

Por lo tanto, en este caso, el programa equivalente al problema

(8.1) es el programa cuadratico convexo

SR £71 (

@
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min i{w:}ﬁ'n AW X =W X +ﬂ“%"axrzz}

=1
5.q. E[§,-]—Z,-; + X ‘}_;L':'s_‘f;'(f)=01
ﬂi'—ai
20 2 Elg]-a =75 S i=leep  (8.13)
0< X2 = ﬂi -,
X:‘:&ZO <
xelX

que se puede resolver mediante l0s algoritmos propios (véase por
ejemplo, Beale [B.4]).

8.2.4.- Supongamos que las variables aleatorias &, ,i=1,.. p tie-

nen una distribucién de probabilidad exponencial con funcién
de densidad

Aek% para & 20
fe)={he PR
0 en otro caso

donde A >0.
En este caso
a, =0, f, =+
luego
X =0
y se omite la restriccion
Yo < B -a

Luego se tiene

I (2’12 ta, “'éf)dﬁ(‘ff):" ’%i‘[,m(/ffz "'é)ed'édgi =

Sixntay
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1
= Xiz "r(l—'e—itm)

1

con lo que el programa equivailente a nuestro problema (8.1) es

min f{w: T +W X %’L(] —e Min )}

i=}

s.a. E{é]' Xat Xa—J(D)= Ol
1
ra2Elg]=o i=lop  (8.14)
X220 ,l
¥elX

que es un programa convexo.

Wets {W.8] sugiere, en e! caso de

un problema convexo de pro-

gramacidn estocastica con recursos, con el fin de facilitar la reso-
lucién dei probiema, hallar un programa cuadratico aproximado

equivalente.

Vamos a hacerlo también en nuestro caso utilizando el desarrolio

en serie de Taylor de e ** y aproximando dicho desarrollo por sus

términos de primer y segundo orden,

as decir

l—g e =1 Z( ly (/‘L Zrl“y

r=0

=1“1+'2*12’f2
A 2/'(1
l_ ) 2
= IZIZ 2

Con lo que e! programa quedaria
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Capftulo 8 .- Algoritmos de solucién.

s 2 + + wl;l‘ i ’
min Z{wi,?fl’wflfz+_2 Zr'ZZ}

par
S.a. 'ft]"l’il"“l:z"f;(f)zo
1 ,
ZAZE[@]:T i=1,,p (8.15)
X 20
YeX

Pero, como hemos hallado una funcion objetivo aproximada a la
funcién objetivo del problema inicial, s conveniente, al menos a
posteriori, abtener alguna informacidn scbre la exactitud de la
aproximacion, es decir, conviene hailar un {imite del error del valor
obtenido para la funcidén objetivo, que se puede obtener del si-
guiente modo:

Reescribiendo las funciones objetivo de los programas (8.14) y
(8.15)

p .
Q(anz)z Z{Wfln +W, Ziz "%’“(1 —e"’l"‘z)}

i=1

3 + + [..1
Q(an’z):ﬁ{wf A~ W, Xi +2—2-LZ,-22}

i=1

Tenemos que

A(Zz)=Q(2'1a Z;)*Q(ZH > Z:)z

] A,
- ra- et A
=24 (2.)

Dado que
A(0)=0
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A’(Zu) =W, (1 —e T ;L;Zu)

y por lo tanto
A0) =0

A”(Zﬂ):wi(;{iemhru ——/11.)50 , para X >0

luego
A(x,,)<0

y consecuentemente

A(x,)<0 , para x,20

es decir
Q(ZnZz)SQn(anz) (8.16)

Por otro lado, como

W, {Z,-z —)11 (l—e"‘"’“)}zo , para y, 20

1

se tiene que

Q(Zl ’ lz)2 i{w:Zil _W:Ziz}'—'

=—w'Yf @+ YEE]=L® (8.17)
Teniendo en cuenta (8.16) y (8.17) se puede escribir que
L(E)SQ(lexz)SQ(ZuZz)

Luego si ¥',¥* (y por lo tanto F',7’) y ©° son los vectores factibies

minimos con respecto a 0, Qv L, tenemos que
LE)sLl)<ol, n)soli. z)s
<0, 22)
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Es evidente que los limites 0{y2, z2) v L(¥*), que se determinan re-

solviendo un programa cuadratico y otro lineal, dependen esen-

cialmente de los datos w',w", E[ﬂ f y del conjunto factible X.

Algunas observaciones de interés:

De io visto hasta aqui es claro que, debido a la complejidad de {os
calculos, resulta dificil obtener una solucién numeérica exacta de
nuestro problema (8.1) de Programacién Estocéstica por Metas, in-
cluso siendo unicamente aleatorio el vector de |los niveles de aspi-
racion E:(&,,-n,ép)

Hemos visto que cuando ia distribucién de probabilidad conjunta
de la variable aleatoria & es discreta finita, el problema se trans-
forma en un programa lineal.

Cuando las distribuciones de probabilidad de las componentes de
dicha variable aleatoria, & , i=1,--,p, son uniformes, e! problema
se transforma en un problema de programacidén cuadrética.

En el caso de que las distribuciones de probabilidad de
&, i=1,---,p sean exponenciales, el programa convexo resultante
se puede aproximar por un programa cuadratico concreto, siendo

necesario, debido a la aproximacién, obtener un error de la esti-
macidn a posteriori.

Para otro tipo de distribuciones de probabilidad de [a variable

aleatoria £ resulta complicado resolver el problema (8.1), incluso

utilizando el programa (8.10), porque sigue presentando dificulta-
des [a resotucion de |la integral de la parte no lineal de la funcion
objetivo:

Lﬁix‘zml_ (Zz'z +a, ""5:‘ ) dF; (gr)
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Debido a estas dificultades de calculo para obtener una solucion
exacta de nuestro problema (8.1), en el apartado 8.4 proponemos
resolverlo utilizando el método de aproximaciones mediante acota-
ciones considerado en el apartadc 4.3 del capitulo 4. En el préxim‘o
apartado vamos a demostrar un resultado que permite simplificar
notablemente los cdlculos de dicho algoritmo.

8.3.- Proposicidon. Dado un valor concreto de ¥, ¥=¥*, (y por lo
tanto un valor concreto de 7y, r=x*, ya que y*= f(x*)), se puede

determinar el valor exacto de E;‘[Q (,’E*,E)].

Demostracion, -

En la propiedad 8.1.5 det problema (8.1) vimos que
ElpE.2)-06) =0@)-£lk.?)

por lo tanto, en lo que sigue, utilizaremos indistintamente la expre-

sidn que mas nas convenga para referirnos a la funcién objetivo de
dicho problema.

También hemos visto, en la propiedad 8.1.7, que
o(5) = Zefx)

A continuacion, al estudiar ta forma de la funcién Q,(y,) en la pro-

piedad 8.1.8, obtuvimos que

(ij[g,.]«—w,.*L si X<,
Qi[Zi): w:E[é]“wth _wi[:(é -Zi)dﬁ(éi) si ;xS ﬂi

L‘WIE[&-]JFWEL Si xi>ﬂi
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Y como por la propiedad 8.1.5

wie-x) sig2y,
Olx:.&)= ,
l-wi(&-x) si &<z,
tenemos que, para y, <a, Yy z,> B,
Q()=0G.Et)  (8.18)
La relacion (8.18) nos permite, para cualquier y, = x, * fijo, deter-
minar el valor exacto de Q.(x.*).
En efecto, consideremos cualquier y, = y, * fijo
o si y¥<a, 0o x*>p
por (8.18), tenemos que
0.(r"=00Ee) (8.19)
* si zj*e[aj,ﬁi], es decir, si a,<y,*<g,. realizamos una particiéon
del intervalo [ai,ﬂf] en los subintervalos
a2 v (2% 8]

Sean las esperanzas condicionales
E[&1¢ ela,z,)|=E[&]

Ele e e(x%8])]=Ele ]

Obviamente la relacién (8.18) se puede aplicar también a las es-
peranzas condicionales, es decir,

si
0!z, ") =Elo(n."e) /& el .z
Nz Y =Eloz.*e) & 28]

186



Capltulo 8 .- Afgoritmos de solucitn.

podemos escribir que

Q,-‘(x,- *) = Qi(Zi*!Ellgi ]) : Qiz(lr *) = Q,-(Z,-*sEz[é D

y con la notacion

pl =Pl ela,z. ¥} . p=Plé elz.%8]]

tenemos que
0z, %) =p'0x, ")+ P20 2, ") =
=p'0 (z*Ele )+ p0 (2 Ele])  (8.20)

Con lo que queda demostrado que, para cualquier y, =z, * fijo,

se puede determinar facilmente el vaior exacto de (Q.(z.*) .

Y, consecuentemente, como

T
M-
o
N
N

Elg(z*.8)] =0(x¥
se tiene el valor exacto de

Elo(z%&)]. ©

A continuacién proponemos un algoritmo de soluciéon para el pro-
bilema (8.1) basandonos en el método por aproximaciones me-
diante acotaciones considerado en el apartado 4.3 del capitulo 4,
pero notablemente simplificado en los calculos debido a que:

o ¢l limite inferior de la funcién objetivo del problema (8.1) se ha-

lla con mucha facilidad ya que, por la desigualdad de Jensen,
se tiene que

0z, E[F) < E[Q&,E)]=Q&)z§9,u,)
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Luego la cota inferior buscada es Qfx, E|F)=0(7, E[E]) . Deno-

minaremos a esta cota limite inferior de Jensen.

Debido a la proposicion 8.3, no necesitaremos hallar ningun li-
mite superior de la funcién objetivo de (8.1) puesto que para un
valor concreto de ¥, 7 =7 * que obtendremos facilmente, se

tiene el valor exacto de dicha funcidon objetivo en 7*.

8.4.- Método por aproximaciones mediante acotaciones,

El algoritmo para resolver nuestro problema (8.1)

min. E;|Q(%,)]

sa xe kX

consiste en los siguientes pasos:

1.- Se determina el limite inferior de Jensen, O, £[F)=0(7, £[] .

para la funcién objetivo de (8.1).

2.- Se minimiza el limite anterior, obteniendo un valor concretc

¥ = 7 *, solucién del problema
min Q(z,&)

(Por lo tanto, dado que y = f(¥), también se obtiene un valor de
X, ¥=X* que, evidentemente, coincide con la solucién “inge-
nua’).

3.- Con el valor obtenido, 7*, se determina el valor exacto de

o(r*.

4.- Obviamente, ol valor de la soluciéon y** que se busca

0 (7**)=min 0(7)

188



Capftulo 8 .- Algoritmos de sofucién.

debe cumplir que

A7+ E[E]) <Az **E[E]) < AT <7

Por lo tanto 7 * puede interpretarse como una solucién “aproxi-
mada”, siendo e! error cometido al considerar dicha solucion
menor o igual que la diferencia

A7 -A7*.E[E])

5.- Se decide si dicho error es ¢ no s aceptable.
En caso de que |0 sea, se termina e! problema, y se acepta co-
mo solucién del problema (8.1) ¥=x*
En caso de que no [o sea, se hace una particién de los interva-

los [a,,B]), i=1,-,p, soportes de las variables aleatorias

,i=1,2,---, p, en subintervaios:

I =138, ,6,,1] v=1,..,N_,

con

a; :510<5n <rer< 5w1 =g,
y se obtiene el limite inferior de Jensen en cada subintervaio.
Sumando estos limites y ponderando ios sumandos con la pro-

babilidad condicionada a estar en el correspondiente intervalo,
se tiene un limite giobal inferior de Jensen.

6.- A continuacién se repite el algoritmo desde el paso 2, es decir,
se minimiza el limite obtenido en el paso 5 para obtener un va-
for concreto de 7.

Esto es, si

piu:P{éEIm ’ E[giu]:E[éifgiE]iu]
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sa resuelve

min i%f’w g (Zi: E[éx])

i=l v=0

sa xeX
J®-Z=0

obteniendo una solucién que, de nuevo, denotaremos por

r=r*

(Y también se obtiene x=x*, ya que 7*=f(x").

Nota: la restriccion f(¥)~7 =0 del programa anterior tiene como

anica finalidad expresar la relacién entre las variables ¥ y 7.

Y se repite el proceso-hasta obtener una solucién satisfactoria pa-
ra el decisor.

Observaciones:

e Una vez determinado et valor ¥* por el cuartc paso del algo-
ritmo sabemos que el error cometido al aceptar y* como soiu-
cién del problema (8.1} es menor o igual que

_ P Fd
Q(f*)—Q(f*,Ek])'-" ZQ:-(Z,-)“ ZQ1(Z”E[§:])
=1 =1

e Por otro lado, en la proposicién 8.3 hemos visto que si  y,*<aq,
o x.*>p,, setiene (8.19):

oz 9=0(z"£Ele]) (8.19)

y por lo tanto, en estos casos, en la componente i— ésima no
existe error al aceptar como solucién del problema (8.1) r*.
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e Luego sdlo se da error en aquelias componentes y, de 7 * tales
que a, < z,*<f,. ya que en ellas se determina el valor de Q,(y,*)

mediante la expresion (8.19):
Q:'(Z.-’ *):P:Q: (l.r'*ﬂEI[gi ])+p1‘2Qi (Z:'*aEzl‘.Ei ])
que no tiene por que coincidir con @,(x,*.E[¢].

» Por lo tanto, las particiones de ios intervalos [,,8,], soportes de
las variables aleatorias &, propuestas en el paso 5 del algorit-

mo con el fin de mejorar la solucién aproximada del problema

(8.1), s6lo se efectuaran en aquetias componentes & de & para
las que se tenga que a, <y *<pg, puesio que sblo en ellas

existe error al aceptar y* como soiubién del problema (8.1).

Con el fin de clarificar los modeios de solucién propuestos, en el
apartado siguiente resolvemos un ejemplo numérico.

8.5.- Ejemplo Numérico.

Consideremos el probiema de programacién estocéastica por metas
(7.4)

min' So(wly: +wiy;)

i=1

sa. xe X
S®+y -y =&
Y.y =0 L izl p

v oy
w,w 20
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Capftulo 8 .- Algoritmos de sojucidn,

en el que

. f(f):(ﬂ(f):fz(f)): con fi(X)= fi(x,x;)=x,, f,(X)=f,(x, %) =x,

Por [o tanto, como ¥ = f(¥), tendremos que y,=f{(X)=x, ¥ x,=

=f,(X)=x,.
(Utilizaremas indistintamente {a variable ¥ o la variable y, segun

nos convenga).

o E=(&,E5,), con distribuciones de probabilidad uniformes e inde-
pendientes & : U[0,101 , &, . U[8,20].

s w o =w =w, =w, =1

o X={x=(x,,x,)/x 20,x, 20}

Luego el problema a resolver es

"min." ¥ +y°

sa. Xty =y =4
X, vy, —y, =& (8.21)
VisViaVisY, 20
X,,%, 20

Vamos a resolver el problema aplicando aigunos de los procedi-
mientos de soiucidon que hemos visto.

1.- Si lo resclvemos mediante [a denominada “solfuciéon ingenua”,
tenemos que sustituir en (8.21) & vy &,, por sus correspondientes

valores esperados, E[£]=5, E[£]=14 y resolver, mediante el Sim-

plex, el problema determinista de programacioén lineal
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Capitulo 8 .- Algoritmos de solucién.

"

min" y +y°

sa. Xty -y =5

x,+y, -y, =14 (8.22)
Yia¥ysYsay: 20
X,Xx, 20

cuya solucidén es

x*=5,x* =14,y =y, =y;=y; =0

2.- Si lo resolvemos utilizando el Equivalente Determinista (8.1)

min. E/[0(%,8)]
sa. xelX

donde

0, &)= @ifg{f(w:y; +w ), sa f®+y -y =&, ¥, 5 26}

Yor L=t
ia solucién se puede obtener de dos modos:

2.1.- Mediante el modeio (8.10)

min g{“’:z{n W X W X +wij;‘£zn+a‘(x:‘2 ta; "é‘) dF:(‘gf)}
s.d. E['ff]'Zn+l’n+1;3“‘f,(f):ﬁl

l’n?—E[é]—ar’

X2 B —q, i=1,-p

X 20 !

X320 ]
xe X

que, al tener las variabies aleatorias una distribucién uniforme, es
equivalente al modelo (8.13)
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Capitulo 8 .- Algoriftmos de solucion,

min i{“’fﬂ::l +W KW X +2(

s.da.

=1

E[fa]*l’n+Z12+J(;3'-f,(f):0\

X EE[‘;]"“:‘ = ﬁ.;_a;
0 x,<h ¢

X320

xelX

W, 2}
8 "ai) X2

que, en nuestro caso, se trataria de resolver el problema convexo

de programacién cuadratica

min (Zn+113“le+lz|+Zza"-1’22+_1'122 +o7

1 1

20 24

54 S—¥utXetXa—1 =0
M-y +XntXn—%,=0

Xuzd
Xy 26
0< x,=<10
0< y,, <12

X3, Xn20

Zzzzj

(8.23)

2.2.- Utilizando el algoritmo por aproximaciones mediante acota-

ciones propuesto en el apartado 8.4.

Vamos a efectuar los pasos descritos en dicho apartado:

1. Hallamos el limite inferior de Jensen de la funcion objetivo de

(8.1)

que es

oz,

2g)
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Capitulo 8 .- Aigoritmos de solucion.

En la propiedad 8.1.5 del problema (8.1) vimos que

0(x.5)-0(7.5)= 2 (x.¢)

Yy que
wilé-z) si&zy,
olr.¢)= .
'w;(é—li) Si é’fSZ,-
Por lo tanto, en nuestro caso, por ser

w

[ =W =W =w, =1
E:UII0) = E[&]=5 ; £, UIB20]= E[,]=14
L@y = fi(x,x) =%, = x4 () = f,(x,%,) =%, = 1,

tenemos que, el Ifmi-te inferior de Jensen es
o(%,EL£) = 0(7.EIE) = i]Q(x,-,E[é‘" )=

wilEe)-7)  si Elg]= 2, )

& [“ wiEe)-2) s Ee]< )

2
i=1
{S-qc1 , St 52x {14—}:2 , S1 14>,

—S+x,, SI 5<x, l|-14+x,, si l4<x
1 1 2 2

2. Minimizamos el limite inferior de Jensen, esto es, rescivemos ei
programa

m;'n iQ,-(Zs s E[f: ])

i=1

sa. xeX
f®-7=0
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Que, en el ejemplo, supone resolver

min.

Xp,¥3

{5~x! , sl 52x {14—x2 , si ld4zx,

-5+x,, St 5<x, [(-14+x,, S1 14<x,

Tenemos, por lo tanto, que rescolver cuatro posibles programas

rzrg {5—x,}+{14—x2} r:’n:: {5—x1}+{—14+ xz}
sa. 5Szx, sa. 5zx,
14 >x, 2.1 14 <x, 2.2)
x,— %, =0 ‘ x,~x, =0
- ¥, =0 X,— %, =0
xnz0 x 20
x, 20 x,z20
gfi? {-—5+x,}+{14—x2} 21121 {—5+x,}+{—14+x2}
sa. 5%x, sa. 5<x,
142x, 2.3) 14 <x, (2.4)
x,—-x =0 x,~-x; =0
X,— ¥, =0 X,~¥,=0
x, 20 x, 20
x, 20 x, 20

La solucion de estos cuatro programas es

£ =(x,*,x, *) = (5,14)
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Capltulo 8 .- Algoritmos de solucion.

(Resultado que ya conociamos porque la solucidn obtenida ai
minimizar el limite inferior de Jensen es, precisamente, {a solu-
cién “ingenua’).
Luego

X =[N =x=5y *=LH(E)=x,=14
y, por lo tanto

=% 2, %) =(514)

. Con este valor obtenido de 7 *, caiculamos el valor exacto de
(7).
Para ello utilizaremos la expresién (8.18)
Q:-(Zf *) = Q:‘(xi*sE[é])1 i=12
si se verifica que
¥<a, 0 y*>p0,i=12
y, si se verifica que
xi * e[af E ﬂl]
es decir, si
a, SZi*sﬂi, i=1,2
utilizaremos la expresién (8.20)
Olx*) =00 x. )+ P02, %) =
‘_”p:'lQ:‘ (x:'*’Eli.gi ]) +p1‘2Qi (Zf*:Ez[gi ]). i=12

En nuestro ejemplo, como y,*=5 y,*=14, y ios soportes de las

variables aleatorias son

[al,ﬂl]=[0,10] y [az,ﬁzlz[8,20]
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Caplitulo 8 .- Aigoritmos de solucién.

tenemos que
z,*:Se[al,ﬁ1]=[O,lO] y x,*=14 E{az,ﬂ2]=[8,20]

Por 1o tanto, tenemos que utilizar {a expresidén (8.20), y, para
ello, previamente tenemos que calcular

EI[‘fJ =E& /¢ € [0,5]] = -52—

E2 [51] = EZ[él /51 € [5,10” :-1;
E,[é’z] = Et[éz /¢, € I8,14]] =11
E[&]= E[& 18 «[14.20]] =17
pl = P{&, e[05]} = l_loj:d, - %

1

1 [
pi=Pig € (5101 = 3o [ "de =

L

pi=Pi& e B14]} = =] e =

1 {2 1
z_ - -
Pl = P&, < 1420} = [T =~

can lo que

0(79=23p/0 (1,7 =

i=f j=1

= P:Q1 {1’1 *3E1[§| ])"‘P:zQx (Za*’Ezlél ])+
+P;Q2(Zz *:El[cfz ])"‘leQz(rz *’Ezlé:z ])

:pljwr(E,[f:,]—xl) s Elg)an
ll—w[(ﬂ[é‘,]—zl) , i E1[§1152'1
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z{w;(E2[‘fl]_Zl) * SiEz[’fllzl’l
+ +

_w;(EZ[gll—ZL) , si E2[§1]—<-2'1

+p,jw;(E,[§,]—z;) s Elalex
zt"wz_(EI[é:z]”Zz) , s EI[§2]$Z2

. zjw;(Ez[‘fz]*l’z) ., st Ez[fz]?lz
wlelal-z) s Ele)s

[s5 5 (15 .15
_ll-—s st 5?_5 +ll—i——5 . ) —2—25 )
2105 5 21 15 .15

{—m+5 , 81 —<5 [——2~+5 , S1 ?S_S

1{11—14 , sl 11214
. +
2(-11+14 , s1 11<14

1{17-14, si 17214
+ : =
21-17+14 , s1 17<14

22

3
4= = = = 5
2 4 >

R

+

|

Es decir, Q(7* =55.

4.- Sabemos que hemos cometido error en [as dos componentes &
y &, porque

1. =5¢<{a, B,]={010]

X,*=14 € [az,ﬁzl = [8,20]
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es decir

a, <x*sh y a,sx,*<bh

Con el fin de conocer el error cometido al tomar como solucion

la solucién “aproximada” 7*=(5,14), determinamos el valor de

o 7*.E[£))

ya que el error cometido es menor o igual que
o(z%-ol 7 £[8)
Procedemos al calculo:

o7+ £lE) = 30 (s D=

) {5~x,* , Sl 52y, *
j— . +
~S5+x,%, Sl 55y, *

M—y,* , sl 142 g, *
~14+y,*, sl 14< g, *

{5—5 Cosi 525 {14-14 , si 14210
X + ) =0
—5+5, si 5<5 |—-14+14, si 14<10

Es decir, o(7*,E[£])=0
Por lo tanto, el error cometido al aceptar como solucion
X*= f*=(5,14)

es menor 0 igual que

A7) -7+ E[E])=55-0=55

5.- Supongamos que este error no esta en el limite de tolerancia
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Capitulo 8 .- Algoritmos de Solucibn.

aceptado por el decisor y que se rechaza la solucién propuesta.
Si se decide hacer una particién en el soporte de £,

[a,.8]=]0,10]
precisamente en el punto
Efg]=5
teniendo los subintervalos
[0,5] v {s,10]
y se obtiene el limite inferior de Jensen en cada subintervalo.

Sumando estos limites y ponderando los sumandos con la pro-
babilidad condicionada a estar en el correspondiente intervalo,

tenemos un limite globa!l inferior de Jensen.

Y se reinicia el proceso desde el paso 1:

1°. Ahora el limite inferior de Jensen es

iiiv‘i‘jQi (Zi):

i=i j=1

= P:LQ:{Zin[‘fi ]) +pr1(;(;,Ez[§. D +Q2[ZZ7E [52]) =

5 5 15 . 15
1J3""‘ 4 1[“2_“"" - S gEL
2 1> 2'— 1 2 T 2—11
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Capitulo 8 .- Algoritmos de solucién.

. Minimizamos el limite anterior en ¥ ( y por lo tanto también en

7), es decir, hallamos

r 2

min 3300k £ )
sa xelX
f®)-7=0

Siendo, en nuestro caso,

- pio(xuEle )+ riol e Ele ) + 0l E[2) =

+—= +
15 . 15

2
S0 {—-“4—1,, Sl —<y,

5 . 5 15 . 15
J_"Zl , St 5211 ==X o, Sl _2—221
5
2 2

(5 » 5 (15 x, 15
- -2 —_—— —z
—{4 2 » SI 2—Zl +t4 2 3 S1 2 “Zl

s g, 5 15 x, 15
—— = —< _— —<
+2 * Sl 2_'Z1 4 2 ) Sl 2—Zl
{14-;;2 , sl lazyg,
~14+y, , si l4<y,

Tenemos, por lo tanto, que resolver ocho posibles programas
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Capitulo 8 .- Algoritmos de solucién.

min
XX

s.d.

.1y

(2.3

203

min
1%y

s.d.

2.2y

x,20

24y



Capituio 8 .- Aigoritmos de solucion.

5 5

ngi s.a '2—£x]

15 15

?le "{2)‘71

l4<x, (2.5Y l4<x, Q2.6Y
X, X = x— 2, =0

X, - ¥, =0 X, = X, =0

x, 20 x, =20

x, 20 x,z0Q

5 x 15 x , 5 x 5 x
gt s e (5 e )

§-<x s.d. 'S—Sx

2 27

L LSS

271 27!

14 >x, 2.7y 14 <x, (2.8
Xy Z]“"O xlux‘~0

X,— ¥, =0 X,- %, =0

x, =20 x, =0

x, =20 x, =20

De estos ocho programas, el (2.3)"y el (2.5)" no son factibles.
Las soiuciones de {0s seis restantes son

o de los problemas (2.1)", (2.2)", (2.4)" y (2.6)°
x* -—.(xl*,xz *):(%,14)
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Capitulo 8 .- Algoritmos de solucion.

luego

_ 5 _
Zl*=f1(x*)=x|_—‘"5r 11*2 z(x*):x1:14

y, por lo tanto
et
s de los programas (2.7)" y (2.8)°
f“':(xl‘“,x2 *) =(‘1-22,14)
luego

_ 15 _
2= fi(EY) =x 2'2—- n*=fE=x=14

y, por lo tanto
15
Z*:(x!*,xz *):(—2—,14)

5 15
3°. Tanto para la solucién ,‘(*2(—2-,14), como para 1*3[7,14) el va-

lor exacto de (7 *) es

49

Az =~

4°. También para ambas soluciones, el valor de Q(7* E[£]) es

olzel) =2

Por lo tanto, el error cometido al aceptar cualquiera de estas

soluciones es menor o igual que
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5 29
A7 -7 E[E]) = —459-*5:2?= 3,63.

5. Con to que, efectivamente, al efectuar una particién en el so-
porte de la variable aleatoria &, cualquiera de las dos solucio-
nes obtenidas por este procedimiento, es mejor que la obtenida
sin hacer |la particién ya que el error en el valor de la funcién
objetivo del problema si se acepta la solucién aproximada ob-
tenida sin realizar la particién, es menor o igual que 55 y reali-

zando dicha particidn, el error es menor o igual que 3,63.

Si se hubiese hechao la particidn en el soporte de &,
[a,, 8,] =[8,20]

precisamente en el punto

E[&)=14

obteniendo los subintervalos

[8,14] y (14,20]

y procediendo de modo analogoc a como se ha hecho éen la situa-
cién anterior, los resultados que se obtienen son los siguientes

1°". El timite inferior de Jensen seria
r

Z lpi.fQi (1:‘) =

=0(znE[e )+ PolznEfe )+ 0 20 E ) =

_{5—;;1 , Si 52, 1{11—;52 , si lizg,

. - . +
“S+x,, 81 5<yx, 2(-N+yg,, st Il<y,
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Capitulo 8 .- Algoritmos de solucion.

1{17-2’2 , 81 172 g,
+= :
2(-17+y,, 81 17<y,

2°7. Minimizando el limite anterior en ¥ ( y por lo tanto también en
7)), es decir, hallando
. P 2 )
min 35 p!0.(x . El2])
L

F
sa xelX

Siendo, en este caso,

Zz:ipi.ij (Z:) =

i=i j=1

=0l xnEl& )+ Pl rn Bl ) + o 200 E [E]) =

{S—z, , SI 52y, 1{11—12 , S 11z g,

- +5 . +
~5+x,, St S5<y, 2{-1l+yx,, sl 1l<y,

1{17-z2 , 81 172y,

+ .
21-17+px,, 81 V7<y,
(11 g,
{S—xl ,si S2y, |27 0 S 2D
= . +
-5+ si 5< 11
ak 3 +ﬁ, si 1l< g,
27 2
(17
-2 s 172y,
RIRY,
—7+~'3"2—’-, si 175z,

Tenemos, por lo tanto, que resolver ocho posibles programas
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, 1 xz} {17 xz} | {E xz} { 17 xz}
el {S—x'}+{2-z 1272 min {5-x}e|5 -7t

_ 2 2
sa. 52x, sa. Szx,

1i>x, 11zx,

17 2x, 2.1y 17 <x, 2.2y

N T X =% =0

X, =% =0 X=X =0

X, =0 x, 20

x, 20 x, 20

2" l27 2

sa. 5zx, sa. S5=x,

11<x, 11zx,

17 2x, (2.3)" 172x, (2.4)"

X~y =0 X=X =0

H-x:=0 X,~ X, =0

x, 20 x, 20

x, 20 x, 20

, 11 x, 17 xz} _ {11 x,} { 17 x,}-
e {S—x'}+{*2+z}+{"2+z min =Sex}| 7= 15

2 2

sa. Szx, sa. 5%x,

1<x, 112>x,

17 <x, (2.5)" 17 <x, 2.6)"

X = =0 X =X =0

X, =%, =0 X, - ¥, =0

x, 20 X, 20

x,20 x, 20
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sa. 5<x, sa. 5=5x,
11<x, 1<x,
172x, 2.7)" 17 <x, 2.8y
X~ X% =0 X~ %, =0
X, =¥ =0 X, = X%, =0
x 20 x,20
x, 20 x, 20

De estos ocho programas, el (2.2)"" y el (2.6)"" no son factibles.
Las soluciones de los seis restantes son,
e de los programas (2.3)"", (2.4)" "y (2.7)

#*={x*x, % =(511)
luego
= =x=5 x,*=f,G=x,=11
y, por lo tanto
2 =(n* 1) =(51)
o de los problemas (2.1)"", (2.5)"", y (2.8)"",
f*=(x1*,x2 *):(5,17)
luego,
1= LE=x=5 1,*=f,(F")=x,=17
y, por lo tanto

2*=(x% 1,7 =(517)
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3°°. Tanto para la solucién y*=(511), como para y*=(517), el valor
exacto de Q{7 *) es

Q(f*):%gzé,zs.

4°". También para ambas soluciones, el valor de O 7* E[£]) es

o7+ E[E])=3
Por lo tanto, el error caometida al aceptar con cualquiera de

estas soluciones es menor 0 igual que

A7 —Q(Z"*,E[ﬂ)=§~3=3,25

5°7. Con fo que, de nuevo, si se efectia una particion en el soporte
de la variable aleatoria &,, cualquiera de las dos soluciones
obtenidas por este procedimiento es mejor que la obtenida sin
hacer la partiéién, ya que el error en el valor de la funcién ob-
jetivo del problema sin hacer ia particion es menor o igual que
5,5 y con la particidn en menar o igual que 3,25, muy parecido al
obtenido efectuando la particion en el soporte de la variable
aleatoria £, que era 3,63.

Por altimo, veamos como mejora ia solucidn si se efectda una par-
ticion tanto en el soporte de la variabie aleatoria £ como en el de
la variable aleatoria &,. Es razonable realizar particiones en ambos
soportes puesto que sabemos que en las dos componentes de la
primera solucién aproximada obtenida 7*=(x,* r,*)=(5,14) se ha

cometido arror.
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En este caso

1°7". El limite inferior de Jensen sera

33 5.0.(2) = A0 1 ElE) + 50 2. E:le) +

i=i =1

+Pin(Zz=E1[§2 ]) +P§Qz(2'2,E2[‘§z ]) =

5 . 5 15 . 15
E—x‘” St .:Z-Z:x‘ 1 'E—xl U | *Z—le
El

_1 +L
21 5 . 21 15 . 15
_E+x" Sl zsxl -——2—+x1, sl 7£x1
{{1l-x,, st llzx, {[17~-x,, 81 172x,
+= : + .
2-11+x,,8 11<x, 2{-17+x,,8 17<x,

2777 Minimizando el [imite anterior en ¥ (y por lo tanto también en
7), es decir, hallando

2

min 3> p/0(x. E &)

b

z oty
sa ¥XelX
Jx)y-x=

Siendo, en este caso,

i:‘:PUQ: (Zi) = P:Q:(Zl’El[é]) +P12Q1(11=E2[‘51])+

i=i j=1

+P;Q2(1’2’E1[§2 ]) +P§Q2(12’E2[§2 ]) =

5 . 5 15 . 15
IJE"‘“’ sgEn g pme s g
2{—2+x si 3¢ 2[—1-5-+x si EE<x

1» 2_' 2 12 2 i |
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5 . 5 15 . 15
wal .y Sl —i}:xl z‘ X, Sl E’Zx‘
1 s s T s
l—-~+x,, sl —<x, [—-—+x,, SI —<x,
4 2 4 2

+ +
11

11 . 17 :

5 %z, st 11zx, 5 %2, st 17zx,
. 17 .

—-‘2—+x2,Sl 11€x, t-—?+x2, S1 17<x,

Con lo que tenemos que resolver 16 posibles programas li-
neales de {os que sdlo 9 son factibles.

Las soluciones de estos nueve programas son:

« de 4 de ellos

5
x"':(xl*,xz *) 2(5»11)=Z*=(2'1*>32 *)

luego
* x* > * T*
n*=r )=x =2, Lt =LE)=x, =11

y, por lo tanto
5
Z*z(xl*’ZZ *)3[5,11)
s de 2 de elios
5

x*:(xi*’xz *) :[-2_517]: Z*=(Z;*,Zz *)

luego
*= f(¥* 5 * T*
V£ _fl(x ):xl-‘:_z—: Y =f2(x )='):z =1

y, por lo tanto
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e de otros 2 de ellos

15
e=(xn ) =(E)= ro=(nn 20
luego

15

0 =G =x :?1 );2*=f2(f*)=x2 =11

y, por lo tanto
15
Z'*=(Z1*,Zz *)z[?)IIJ

e y del noveno

15
x* =(;u:,"‘,x2 "') =(*2—,17]= Z*-‘—(I;*al’z *)

luego
* ¥y — 15 * — Y — —_
x.*=5x )"’xlz_z_l ¥=LE)=x,=17
y, por lo tanto -
15
IALIVAN S =(7,17]

377", Para cuaiquiera de estas cuatro soluciones, el valor exacto
de (7" es
55
Az ¥ =" =668

4", También para cualquiera de dichas soiuciones, el valor de

o 7*.E[]) es
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oz Bl) =T =55

Por lo tanto, el error cometido al aceptar con cualquiera de

estas soluciones es menor o igual que

", Con lo que queda comprobado que la solucién mejora nota-

blemente si se efectua una particion tanto en el soporte de
la variable aleatoria & como en el de la variable aleatoria &,
ya que, ahora, el error cometido en el valor de la funcién
objetivo al tomar cualquiera de estas cuatro ultimas solucio-
nes “aproximadas” como solucién dei proeblema, seria sélo
menor o igual que 138, mientras que sin efectuar ninguna
particion era menor o igual que 55, y realizando la particion
en unoc solo de los soportes, menor o igual que 3,63 en el ca-
so de la variable aleatoriaé,, y menor o igual que 3,25 en el

caso de la variable aleatoria &,.
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Capitulo 9.- Aplicaciones.

En la literatura sobre Programacion por Metas son muy numerosas
las aplicaciones de Programacion por Metas Determinista. (Véase,
por ejempilo, Ignizio [I.2], Romero [R.4], Lin [L.8], Lin y O’Leary
[L.10], Spronk [S.11]...).

Algunos de los problemas analizados en estas aplicaciones se re-
suelven mediante Programacion por Metas Lexicogréficas, otros a
través de Programacién por Metas Ponderadas y otros mediante
algunas de las extensiones de la Programacién por Metas (Pro-
gramacion por Metas Entera, Programacion por Metas no lineal,
Programacién por Metas Fraccional, Dualidad en Programacién por
Metas, Programacién por Metas Interactiva, Programacién por
Metas Borrosa...)

En principio muchos de tos problemas estudiados en estas aplica-
ciones se podrian plantear como problemas de Programacién Es-
tocastica por Metas con los niveles de aspiracion aleatorios (sien- -
do, incluso, en muchos casos mas realista este planteamiento), y
resolverios mediante los modelos y los algoritmos propuestos en
los capitulos 7 y 8.

En este capitulo vamos a estudiar tres de las muchas apiicaciones
posibles de nuestro modelo de solucién del problema de Progra-
macién Estocastica por Metas con aleatoriedad, anicamente, en los
niveles de aspiracion, propuesto en el capitulo 7.

¢ Aplicacién Estimacién de Parametros Bayesiana.
¢ Aplicacién a un problema de ptanificacion de la produccién.

* Aplicacidén a un problema de financiacién de una empresa multi-
nacionatl.
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9.1. Aplicacion a la Estimacién de Parametros.

Al final del capitulo 3 estudiamos |la Estimaciéon de Parametros Ba-
yesiana.

Analizamos el caso en que el parametro a estimar, @, es unidi-
mensional, utilizando las dos funciones de pérdida mas usuales:

e la funcién de pérdida error cuadratico, que tiene la forma

L@, x)=a(@-x)?
para la que una estimacién de Bayes, x', dada una distribucién

de probabilidad de O, es el valor medio de dicha distribucion si
éste existe, es decir

x* = E[@]

e la funcién de pérdida proporcional al valor absoluto del error,
que tiene la forma

L@, x)=alf -

para la que una estimacién de Bayes, x', dada una distribucién
de probabilidad de O, es cualquier mediana de dicha distribu-
cion.
También consideramos el caso en que el parametro a estimar, 0,
es un vector, es decir, @=(9,,.--,®,) para k>2, utilizando como

funcién de pérdida la tipica para tales problemas, que viene dada
por ia forma cuadratica

L(©,7) =(0-%)'4(6-%)

dénde 4 es una matriz simétrica definida no negativa de orden
kxk.

Esta funcion de pérdida se puede considerar como una generaliza-
cion de la funcién de pérdida error cuadrético.
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Comprobamos que una estimacién de Bayes para cualquier distri-

bucidon de ® es el vector valor medio de © si este existe, es decir,
E[®]=7
siendo ésta la unica estimacion de Bayes, en el caso de que la

matriz 4 sea definida positiva.

Asi mismo sugerimos que la funcién de pérdida proporcional al
valor absoluto del error también se podria generalizar al caso en

que el parametro ® es un vector mediante la norma L, de Hélder,

teniendo entonces la funcidon de pérdida la forma

L(F,5)=2a,l6 -,

i=1

Pero nos encontramos con la dificultad de no poder generalizar la
solucidn obtenida en el caso unidimensional ya que no se tiene un
concepto de mediana para distribuciones de probabilidad multidi-
mensionales.

Sin embargo, teniendo en cuenta que una estimacién de Bayes pa-
ra cualquier distribucién de ® es un punto ¥=x%*eR* que minimiza

el riesgo, esto es, que hace minima la esperanza

es decir, tal que
min Eg[L(é-,f)] = E;[ 1 5.%%)| = E‘;[ga, 6. tl}

se puede observar que la expresion

min Ef{ia, 6, —x,,|:| (9.1)
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se puede interpretar como un caso particular de nuestro problema
de Programacién Estocastica por Metas (7.6)

min. E [Q(%.)]
sa XelX

ya que Q(E,E) mide la desviacion global entre los objetivos

F@® =@, . f,®)

y los niveles de aspiracién

é_z(gls."!gp)l

es decir, el problema (9,1) se puede interpretar como un caso par-
ticular del problema (7.6) en el que:
[ ] k:p

*» los p objetivos son

F@® =@, f,@) =leenx,)
e los niveles de aspiracién son

£-7=(0,0,)

* y los coeficientes que ponderan las desviaciones por exceso y
por defecto del cumplimiento de los objetivos respecto a los ni-
veles de aspiracion son

Con lo que queda resuelto el problema de la Estimacién de Para-
metros en ambiente de riesgo cuando el parametro es un vector y
la funcidén de peérdida es proporcional al valor absoluto del error,
utilizando la norma L, de Hélder.
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Esta solucidn tiene, ademas, la ventaja de que el vector que pon-
dera las desviaciones de la estimacién de Bayes respecta al ver-
daderc valor del parametro, @, no necesariamente tiene que tener
el mismo valor para las desviaciones por exceso que para las des-
viaciones por defecto.

Es curioso observar que el trabajo que da origen a la Programa-
cion por Metas en 13855, debido a Charnes, Cooper y Ferguson, se
plantea justamente como un modelo de estimacion de parametros
alternativo a la estimacién minimo cuadratica (el modelo habitual-
mente utilizado hasta ese momento), con el fin de resolver dichos
problemas de estimacién mediante Programacién Lineal, lo que fa-
citita, e inclusc en ccasiones posibilita, los célculos.

Posteriormente hay otras publicaciones con este mismo plantea-
miento (véase, por ejemplo, Charnes, Cooper y Sueyoshi [C.8] y
[C.9], Lewis y Taha [L.8], ...).

9.2.- Aplicacién a la Planificacién de la Produccién.

Como ya comentamos al iniciar el estudio de la Programacién por
Metas (apartado 2.3.2.3 de! capitulo2), existe un cierto consenso
en que la toma de decisiones en la empresa se orienta a la conse-
cucidén de unos objetivos fijados previamente, en lugar de preten-
der maximizar utilidades.

Por lo tanto, es realista considerar una empresa que se mueve
conforme a un paradigma satisfaciente, es decir, que pretende
conseguir unos objetivos fijados previamente.

Consideremos una empresa que produce p bienes a partir de »

factores.
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Los objetivos de la empresa son:
1. Satisfacer la demanda.

2. No sobrepasar unos determinados costes.

Bajo estas circunstancias, el centro decisor de la empresa tratara

de encontrar un vector de factores (“inputs’), ¥=(x,, -, x,), que sea

solucién del programa:

LHE) = ayx +---+a,x, =m,

f,®) =a,x,+--+a,x, =m, (9.2)
Soa®) =y + - +c,x, <C

X, %, 20

donde

f@=m (siendo f(&) ={f(X),....f,®) y m=lm, m,)) es o
cbjetivo o ia meta consistente en satisfacer las demandas.

Esto es:

m es el vector de los niveles de aspiracion que, en este
caso, son las demandas.

a, son las unidades del bien / producidas por unidad del

factor j. (Suponemos rendimientos constantes a es-
cala)
fm(¥)<C es el objetivo consistente en no sobrepasar unos
determinados costes. Luego:

¢, es el coste unitario del factor ;.

C es el coste maximo admisible.

Planteado asi el problema, es mucho méas realista suponer que el
vector de demandas, m, es aleatorio, ya que, de hecho, nadie co-

noce de antemano con certidumbre la demanda de un determinado
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bien. Si representamos estas demandas aleatorias mediante et

vector Ez(gi,---,gp) , la empresa tratara de encontrar un vector de

factores, ¥=(x,,---,x,), qQue sea solucién del problema:
LY = ayx, +-ra,x, =4

f, (%) =ax+-+a,x, =¢£, (9.3)

m™n
fpﬂ(x): ox +--+cx, <C
X, x,20

que, claramente, es un problema de Programacion Estocdstica por
Metas, en el que la aleatoriedad esta unicamente en los niveles de
aspiracion y el conjunto factible, X, es:

X :{Sc':(x,,---,xn)lzn:c,. x, <C,x, X, 20}
i=1

Por lo tanto, se puede resolver mediante el Programa Lineal Esto-
castico (7.4):

P
iYWl yr+wiyy)
i=l
sa. xeX (9.4)
FE+y; -y =¢ } .
i=1,- p
yi, ¥ 20

siendo w; >0_e| coste del exceso de produccién del i-ésimo bien
(fundamentalmente un coste de inventario) y w; >0 el coste de no

satisfaccidon de la i—-ésima demanda (un coste de oportunidad).

La solucion se puede obtener aplicando los procedimientos de so-
lucidon propuestos en los capitulos 7 y 8:
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9.2.1.- Si se resuelve mediante la soluciéon “ingenua” se tiene
que sustituir en (9.4) las variables aleatorias &, i=1,---,p por sus
correspondientes valores esperados valores esperados, Ef£], y
resolver el problema de Programacidén por Metas determinista re-

sultante:

7
min 3w y; +w;y;)
i=1
sa xekX
f,(f)+y,-'—yf=E[§f]} -
N B [_l,.-.,P
Yi- ¥ 20
9.2.2.- También se puede resclver mediante el Equivalente Deter-
minista propuesto en el modelo (8.1), es decir, a través del pro-
grama:

min, Eg-[Q(f,é_)]
sa ¥xelX

donde

0, &)= _'z"f'{f(w yrwy ) sa f®+y -y =&, 7,

i=1

IV
<l
L__V__-J

Vamos a resolver el problema (9.4) poniendo un ejemplo numérico
muy senciilo, con el fin de simplificar los calculos.

Supongamos que:
» La empresa dispone de dos factores de produccion, x,,x,.
¢ Produce dos bienes, es decir p=2

* Los valores g, de las unidades del bien i producidas por unidad

del factor ; son:
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e Por lo tanto las metas correspondientes a la satisfaccién de la
demanda de los dos bienes son

LGy =x -3+ =¢
S8y =x,—y; +y;, =&,
» Los costes unitarios del factor j son:
¢ =c,=1
» EIl coste maximo admisible es C=2
e lLuego la restriccion de no sobrepasar los costes es
X +x,<2

e Las distribuciones de probabilidad de las demandas aleatorias
son Uniformes en los intervalos

&:Up. 1] y & U, 2]

o Satisfacer las demandas de ambos productos es igualmente im-
portante para la empresa, y, a la vez, el coste de una produc-
cion insuficiente es igual al coste de la sobreproduccién de
cualquiera de los dos productos. Por |la tanto:

En estas circunstancias, el problema (9.4), en nuestro ejemplo es:

min yl+y; +y Y,
sa. X -y +y, =,
X, =y, +¥: =4, (9.5)
X, +x,<2
x 20,i=1,2
v, ¥y 20,i=12
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Problema que vamos a resolver aplicando los procedimientos de
solucidon considerados en los apartadeos 9.2.1y 9.2.2.

1.~ Si lo resolvemos mediante la “solucién ingenua”, tenemos que

sustituir en (9.5) & y &,, por sus correspondientes valores espera-
dos, E[;,]=%, Elg,]=1 y resolver, mediante el Simplex, e} problema
determinista de programacién lineal

min. Y +y, +y +y;

. -1
Sa. L=) th =7

2
X, =Y +¥; =1 (9.6)
X +x, <2
X,x, 20

vy, ¥y =20,i=12

cuya solucién es
1 ot e
xrz‘z‘: x, =1, y, =y, =y, =y, =0

Es decir, resolviendo el probiema por este procedimiento, el deci-
sor tendria que utifizar media unidad del factor x, y una unidad del

factor dos x,. Con lo que fas demandas de los dos productos se

satisfacen y los costes no superan la cantidad fijada C=2.

2.- Si lo resolvemos utilizando el Equivalente Determinista (8.1)
min. EE [Q(f, f)]
sa xelX

donde, para cada ¥cX y para cada £ == fijos, O%,Z), en este

ejemplo, es la solucidn del programa:
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, T+ - _ _
min -y, +y, + 0 t),
¥ ¥

sa. x, -y +y =¢
X, =y, +y;, =&,
Yo,y 20,i=12

Vamos a resolver este Equivalente Determinista a través del algo-

ritmo por aproximaciones mediante acotaciones propuesto en el
apartado 8.4 del capitulo 8.

Efectuemos los pasos descritos en dicho algoritmo:
1. Hallamos el limite inferior de Jensen de
E.0=,8)]
que es
o(x,E¢ )

Hemos visto , en la propiedad 8.1.5 del problema (8.1) que
Q(f,f) = Q(fsé?) = ng (Z{!é)

y que
Wf(f,-*l’;-) si ngZi
Q:'(Zia‘::) = .
"wi_(é‘"li) 51 5;’523'
Por lo tanto, en nuestro caso, por ser

+ +

— — +—— T -
w o =w =w; =w, =1

5 Ub, = El=3 ¢ Ul 2= Hg )=

H 2
f;(f)zzauxi =X = Xy fz(f)zzazixi =%5=0
i=1 i=1
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(Utilizaremos indistintamente la variable ¥ o la variable 7, segun
nos convenga).
Se tiene asi que el limite inferior de Jensen es

0% ELE) = (7. E1&) = S0l x, Bi£) =

"Ll (El-z) s EEleg,

i=l

2 {w:(E[é-]“—Z,) si E[éi]?'zi _

1 .
E—JC1, S1 —2-2X1 +{1_x2’ si 1> x,

1 . - 1 1<
xS ~<x, 1+x,, 81 1<x,
2
2. Minimizamos el limite inferior de Jensen, esto es, resolvemos el
programa

min Y0,(z,, ELE)
sa. XelX
f®)-7=0

Que, en el ejemplo, es equivalente a resolver

min.

1 .1
7 %, S o225 {l—xz, si 1zx,
+
o ]

1 .1 - 1 1<
lix s _Z_le I+x,, 81 1sx,

sa. x tx,<2
0<x,

0<x,
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Tenemaos, por lo tanto, que resolver cuatro posibies programas

. 1
min —xl—x1+i mmn -x, +x, ——
XX Xy, %s 2
sa. x,+x,<2 sa. x +x,<2
v (2.1) b (2.2)
1 1
0<x, <— 0<x, s —
2 2
O<x, <1 1=<x,
min x, -x +1 min x, +x .._..?.
pler 1 2 5 plsh 1 2 2
sa. x+x,52 sa  x +x,<2
1‘ : (2.3} 1’ : (2.4)
- <X, Pt
2
0<x, <1 1<x,

La solucién de estos cuatro programas es
_ |
X*=(x* x,*)= (—2- 1)

(que, como es obvio, coincide con la sclucién ingenua)

Luego
- | _
xl*=f‘(x*)=x1=5 Y 2,*=f,(x")=x, =1
y, por lo tanto

1
x*= (Z:*»Zz *):(5, 1]

. Con este valor obtenido de 7 * calculamos ei valor exacto de
(7.
Para ello utilizaremos la expresién (8.19)

Q;(Zt *):Qi(li *aE[‘fr])t i=12

si se verifica que

Y.¥<a, 0 p*>p,,i=12
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Y, si se verifica que
x,*e[a,,ﬂj]
es decir, si
a, <ypr*<pBi=12

utilizaremos ia expresion (8.21)
0fx. 9 =p0! 1. Y+ P20 2. % =

=p;Q, (Z:‘*’El[‘:; ]) +p/0, (Zi*ﬁEl[gi ])» i=12

En nuestro ejemplo, como, p,*

—;-, r,*=1, y los soportes de las
variables aleatorias son:

[al > ﬁl]= [0’ 1] Y [az, ﬁz]: [0’2]

tenemos que

Zr*:';‘e[anﬂl,l:[oal] y ;(2"‘=1e[a2,ﬂ2]:[0,2]

Por lo tanto, tenemos que utilizar la expresion (8.21), y, para
ello, previamente tenemos que calcular

Elg )= El[c; 1€ < [o, { -

1 7]
E2[§1]= E2|:§1 /&, EI:E’I =

-

Bw

E1[§2]:E1[§2 /52 E[O, 1]]:_%

Elal=Ele e, e[l,znz_;.

1 2 g
(=P e[o,- =| dc=—=
Py {él 2:]} A 2
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con lo que

= P:Qt (Zl*’EI['fl ])+P12Q1 (ZI*)Ez[gl ])+
w30, (2.% B8 )+ ozt EE))

_ ‘WT(E:[S”:]-Z,) , st El&)>x,
8 [”WI—(EI[‘JEI}_ZI) , St E,[.fl]sx]

+
z{w;(Ez[é]'“Zl) , s E2[§1]22’1+
1 “Wf(Ezl'f]]*Z1)’ si Ez[‘§1]52.’1

lw;(El[‘:z]"lz) , Sl E1[§2]21’2

+p2 . +
[_w;(Ellgl]—/‘(Z) , Sl El[é]sz

2 —
t0; =

jw;(Ez[é]_Zz) , sl Ez[’fz]zlz
L—WE(E2[§2]_Z2) , s Ez[éz]slz

I 1 .1 1 3 1 . 31
1ja 20 2 3%2 _1]a 2 Y a2
= + — +
2 I 1 .1 1 21 3 1 .3 1
-—+4—, 8t —<— ——+-—, 81 —<—
4 2 42 4 2 42
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. l—1, s1 —>1 . 3—1, si ~>1
L1 21 2 N E 23 _
2 -—+1, 81 —<1 -=+1, s1 =<1

2 2 2
11 1 1 13 s
24 4 2 2) 4

Es decir, Q(x*)=075.
4. - Con el fin de conocer el error cometido al tomar como solucion

" . g — 1 .
la solucidén "aproximada x*:(-z-,l), determinamos el valor de

o(z*E[&])

ya que sabemos que el error cometido es menor o igual que

o(79-0(7*.E[Z])

Procedemos al calculo

o(7HE)~ 200 el )-

. —_ * i *
1.1 41,1
BV 279 {1-1 si 121
__+l, s 1<l -1+1, st 1<1
2 2 2

Es decir, Q(;?*,E[;i]) =0

Por lo tanto, el error cometido al aceptar como solucién

1
== =1
o (2 )
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es menor o igual que

A7 ¥ -ol* Elg)=075-0=075

5.- Supongamos que este error no esta en el limite de tolerancia
aceptado por el centro decisor de {a empresa y que se rechaza
la solucidn propuesta. |

Si se decide hacer una particién en los soportes de ias dos va-
riables aleatorias £, y &,, precisamente en los puntos

E[‘fl]:‘;: y E[§2]=1

se obtienen los siguientes subintervalos:

e para la variable aleatoria &: [0,%] y (j’l%- 1]

e para la variable aleatoria &,: [0,1]y (2]

A continuacién se haiia el limite inferior de Jensen en cada subin-
tervaio, se suman dichos limites ponderando los sumandos can |a
probabitidad condicionada a estar en el correspondiente intervailo,
teniéndose, asi, un limite giobal inferior de Jensen, con lo que es-
tariamos reiniciando el proceso desde el paso 1.

1 ‘.- Ahora el limite inferior de Jensen seria

2 2

ZZP;,,-Q.‘ (7(:‘) = pllQl(Zl’El[gl])+P12QI(ZI’E1[‘§I])+

i=i j=1

030 2 B8 ) + P20 0. B8 ) =

! X, Si 1>Z 3 Xi» Sl 3>,1!
oA T A oA = = A
:_L 4 4 +l 4 4 +

21 1 .1 2] 3 .3
'“Z"‘Zp 51 stl "Z“'Xh 51 stl
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1 . .3
—— X Sl -27, ==X SI -2,
+ __1_ 2 + }_ 2 2
2L si Ls 23, s 2e
2 X2s 2—~Zz 3 A2 2—7(2

2 ‘.- Minimizando el limite anterior en x (y por lo tanto también en

7)., es decir, hallando

Siendo, en este caso,
ZZP:,;Q: (Zi) = pl]QI(Zl’EI[gI]) +P12Q:(Z1,Ez[§1]) +

+P;Qz(2’2:E1[§2 ]) +P22Q2(12’E2[€z ])=

L si > 3_ si 2>
:_1_ p) Y 4R 4—1’1 _1_ 4 s 4—Zl+
21 ki e 213 0 s 2
p) y 4T 4—2’1 3 VAR 4—7(:
1, s ls 3 sl
N _1_ 5 X2 —l’z+ l 2 X2» Z X,
2 1 2 3
‘“5"'2'2: 51 =, 'E"‘Z:s 81 -7,
1 x 1 2 .
Sy R S A g T
372 PR L A
1 x -1 3 .
——+2L g —< T4l g T
8 200 3% T3, 4
1 z, .1 3 3
&2 g —> —of£2 g T
L a2 7 =4 2 7 =4
O | 3 %, . 3
——+A g —< A =P
4 2 7% 4 2 Tk
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Con lo que tenemos que resolver 16 posibles programas li-

neales de los que sbdlo son factibles los ocho programas si-
guientes:

min -x]_xz.;_i min —x,+1
. 2 %%
sd. x +x,<2 sa.  x,+x,<2
2.1)" ! 2.2) ¢
Osx <t (2.1) 0<x <— (2.2)
4 4
i 1.3
0£ xz SE 2 sz = >
. 5 3
min  —x,+= min =
XX 4 P 4
Sa. X tx, £2 sa. X +x,<2
—<x <> lex <3
4 4 4
0<x, <~ dop <3
2 2 2
: [ .3
mm -x, +x2 _—— min =
x5y 5,5 4
sa. X +x,<2 sa  x,+x,S2
2.9)" 2.6)"
O<x <+ (2.5) 1oy <3 (2.6)
4 4 4
3 3
SSX —-<x
2 2 2 2
min x,—x, -¢~l min  x,
X1, %y 2 X%
sa. x +x,<2 sa. x +x,<2
2.7)° 3 28)"
- <X ( ) ZS b ( )
-1—< < 3
O0<x,<— 5 <x, _E
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Las soluciones de estos ocho programas son:

e de los cuatro primeros, (2.1) ‘, (2.2) *, (2.3) "y (2.4) ":

= (% x, *)z[l 1)

472
luego
$_ fieeyo e 1 * _ oy L
y 4 —fl(x )_xl“'z- n*=5LE )*’xz—E

y, por lo tanto

11
x*= 1*5Z2 *):[ )

i
o de los programas (2.5) ‘' y (2.6) , la solucién es:

;c*=(x,*,x2 *):(l 3)

4’2
luego

= - 3
1= LE)=x=—, ,*=f,()=x, ZE

1
4
y, por lo tanto
1 3
Z*:(Zl*axz *)z[z’ E]
o y de los programas (2.7) 'y (2.8) , la solucion es:

x* = (x,* x, *):[i lj

4’2
luego
®x — Y - _3 * Ty — —.1
X1 = H(X )—x:"Z: n*=hHE )—xz_'z_

y, por lo tanto
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72

31
=(n* 2, *)=( ]
3 ‘.- Para estas tres sofuciones, el valor exacto de Q{7 * es
- 9
07 *)=?

4 ‘.- El valor de Q(;?*,E[E]) para las tres soluciones, también coin-

cide, y es:
o £ED- 3

Por o tanto, el error cometido al aceptar cualquiera de las tres
soluciones

11
oy ® y ¥}l L 2
X (xl axz) (4>2)
1 3
¥y * v *)=| - 2
x (x‘l !xz) (432)

31
x*:(xl*wxz *)=(Z, ‘2‘)
es menor o igual que
o7 -0 HE)=2-2 =2 <0375

5 ‘.~ Con fa que queda comprobado que ia soliucién mejora nota-
biemente si se efectia una particion tanto en el soporte de fa
variable aleatoria & como en el de la variable aleatoria £, ya
gque, ahora, el error cometido en el valor de la funcidén cbjetivo
al tomar cualquiera de estas tres ultimas soluciones “aproxi-
madas” como solucion del problema, seria séio menor o igual
que 0.375, mientras que sin efectuar ninguna particiéon era
menor o igual que 0.75.
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9.3.- Aplicacién a la Financiacién de una Empresa Multinacio-
nal.

Consideremos una empresa muitinacionaf que tiene sucursales en
N paises y planifica con antelacién la financiacién de dichas su-
cursales.

Logicamente, la empresa puede aprovechar tas distintas peculiari-
dades financieras de los paises donde esta implantada.

Supongamos que los objetivos de la empresa son:
1. Minimizar el coste total de ta financiacidn de cada sucursal.

2. Que la suma de los fondos generados internamente por cada
sucursal y cedidos a las restantes no supere los beneficios de
dicha sucursal.

3. Que la razén entre el total de acciones emitida por cada sucur-
sal y sus correspondientes beneficios, no supere una cota ma-
xima fijada previamente, R.

4. Que la razdn entre el total de deuda contraida por cada sucursal
y sus correspondientes beneficios, no supere una cota maxima
fijada previamente, R'.

Ademas, evidentemente, las necesidades financieras de cada su-
cursal deben ser cubjertas.

Por lo tanto, si:
fs son los fondos internamente generados por la sucursal j,

utilizados para financiar a la sucursal .

a, son las acciones emitidas por la sucursal j, utilizadas

para financiar a ta sucursal 7.

d, es la deuda contraida por la sucursal j, utilizadas para

financiar a la sucursat ;.
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r, es el interés de los préstamos suscritos por la sucursai j.

r,' es la rentabilidad de {as acciones emitidas por la sucur-
sal j.

t. es el impuesto sobre los activos que se sacan del pais j.

b, son Jos beneficios de la sucursal ;.

c, es el tipo de cambio entra las divisas j e ;.

c,; s el tipo de cambio entra la divisa ;j y el dolar.

M, son las necesidades financieras de la sucursal ;.

Con esta notacion, los cuatro objetivos propuestos por la empresa
multinacional, en el mismo orden en que los hemos formuiado, son:

N
min Z(rjdﬁ +rj'aﬁ)-cjs, i=1. N (9.7)
j=1

N
Zfﬂ Sb_j ’ j:1:'°'3N (98)
i=1

G (R, jelpeN (9.9)

oo N (9.10)
Y las restricciones que se deben verificar son:

.fir' +afi +d,-,- +i(fﬁ +aﬂ +dﬁ)(l—-tj)cﬁ :Ml_ , j:l,...,N
-1

Ji
fardy,a,20, i=1 N, j=1,-,N

que representaremos, respectivamente, por (3.11) y (9.12).

238



Capitulo 9.- Aplicaciones.

Dado que la empresa planifica de antemano, los beneficios b, de

cada sucursal j=1,---,N no se conocen, por |lo tanto es mas rea-

lista suponer que dichos beneficios son aleatorios y los represen-

taremos por &, j=1,-- N

2

Supongamos que todos los demas elementos que intervienen en el
problema son conocidos. (En caso de que alguno de ellos fuese
una variable aleatoria, supondremos que su distribucién de proba-
bilidad es conocida y que se toma su valor medio).

Los objetivos (9.9) y (9.10) son equivalentes, respectivamente, a

N

Hm<g, j=1enN

Bajo estas hipdtesis el problema se puede plantear como un pro-
blema de Programacién Estocéstica por Metas del siguiente modo:

N

Z(rj d, +rj'aﬁ)~—y; +y; =0, i=1,-,N

7=l

N

2=yt yy =6, j=L-N

i=1

N

a
’_zlk'——y;j +y2—j :é_;‘ » J=1L-N
N
S,
et 1oy

[, +a,+d, +i(fﬂ +a, +dﬁ)(l—tj)cﬁ. =M,
j=1

JEt

i=1

o N
3 ’

o N
fﬂ’dﬁ9aﬂ207 i=l,~ N, j=
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Que se puede resolver mediante el programa:

N N
: + + + +
min Zcfs.y“ + 2 :(w]j Cishij TWaCisloy TWy Cij3j)
i=1 Jj=1 .

N
sa. Z(rjdﬁ+r}.‘aﬁ)-cjs—y;.+y;_:0, i=1, N
=1 :

N
2LV vy =g, J=LeN

i=1

N
£e |
MR -y;j +y2__,‘ :511 ]=1"">N

N

[, +ta, +d, +i(fﬁ +a, +dﬁ)(l——tj)cﬁ =M,
j=1

J#i

ford,,a,20, i=1. N, j=l-N

g g

Yis Vi Vs Vi Yiis Yay Ve, ¥, 20
.: 1’...,N’ j = 15-'.:N

que representaremos por (9.13), y que, obviamente, es un proble-

ma del tipo (7.4)

mint 3 (wr ! +w; )

i=t

sa ¥xe X
ﬂ(f)+y,-‘~y3=cf.-]
yi,y 20 L i

.o
w ,w 20
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en el que:

e l|as variables de decision ¥, son
¥=(f.a,d)

donde, {égicamente,

+ el conjunto factible, X, esta formado por todos los fz(f,a,éi‘),

tales que

ford,,a,20, i=1 N, j=l N

» .
S ta, +d1’i +Z(fﬁ +a, +dﬁ)(1—tj)cﬂ =M., i=1,- N

=1

o
« w, es la penalizacién por haberse comprometido a proporcionar

fondos que superan [os beneficios que realmente ha tenido la

sucursal j, y w,, y w, son las penalizaciones por la violacion

de las restricciones de tipo legal (9.9) y (9.10), respectivamen-
te, por la sucursa!l ;.

* (gl:"'sgN):E

Por lo tanto, el problema (9.13), se puede resolver mediante el
modelo (8.1):

min .EEIQ(G,E,E),E)]

(9.14)
sa. (f,a‘,ii)ex

donde, para cada fz(f,&,c?) y cada (&,,---,&,)=¢£ fijos, Q((f,a‘, Ef),g?)
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es la solucién del problema:

N N
. - + + +
min Zc:s}’:i +Z(w1;' CopVy TWy CpgVyy t Wy, cj.i‘y]j)
i=1 J=t

N

sa. Z(rjdﬁ “"rj'aﬁ)'cjs“y;"'yﬂ'—'ﬁa i=1,--,N
J= -

N
2 Sty =6, =L N
=1
N

29,

ile Hy;j+y;jzgj » .j:ls'”:N

N

>4,

i=1

RP

_y;j+y3-j=6j9 Ji:]'s”'sN

yl-:'ayl-i>y1+j,yl-j,y;jay;jay;j’y;jzo
i=1, N, j=1 N

Y el probiema (9.14) se puede resolver aplicando cualquiera de [os
algoritmos vistos en el capituloc 8. Obviamenie en la determinacién
del ta funcidn objetivo de dicho probiema,

Elo((7.a,4d).8)|

no infiluyen los N objetivos deterministas:

AN
Z(rj dﬁ -r-rj'a}.,.)-cjs —yyty, =0, i=1. N
=1
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Conclusiones.

Entre las técnicas utilizadas para resolver problemas de Progra-
macién Lineal Multiobjetivo, la Programacién por Metas determi-
nista es una de las que cuenta con una literatura mas extensa,
tanto a nivel tedrico como en el ambito de las aplicaciones.

A la hora de resolver problemas reales en algunos de los campos
del amplio espectro de |as aplicacicnes, se ha visto la convenien-
cia de realizar distintas extensiones de {a Programacién por Metas:
Programacion por Metas entera, Programacion por Metas no lineai,
Programacidn por Metas fraccional....

Uno de los aspecios menos estudiados es la Programacién Esto-
castica por Metas. Sin embargo, es esta una extensiéon sumamente
natural de la Programacion por Metas determinista ya que, fre-
cuentemente, es mas realista la hip6tesis de que son aleatorios
todos o algunos de los coeficientes que intervienen en cualquier
problema que se pueda resolver mediante Programacion por Me-
tas. La hipétesis de que dichos coeficientes son ndmeros fijos co-
nocidos es, con frecuencia, poco realista.

En esta tesis se ha desarroilado una metodologia para resolver el
problema de Programacién Estocastica por Metas.

Nos hemos centrado en el caso en que la aieatoriedad esta unica-
mente en los niveles de aspiracidén porque, dentro de la poca lite-
ratura que hay sobre Programacién Estocdstica por Metas, éste es
uno de los aspectos menos estudiado, siendo, sin embargo, de
gran interés tedrico y practico.

Como dijimos en la Introduccion, la verdadera contribucién al tema
esta en los tres dltimos capitulos de la tesis (7, 8 y 9) en los que,
respectivamente, proponemos un modelo de solucién, estudiamos
las propiedades de dicho modelo con |a finalidad de proponer algo-
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ritmos de solucidén para el mismo y comentamos algunas de las po-
sibles aplicaciones del problema estudiado.

El modelo de solucién gque propcnemos para el problema de Pro-
gramacién Estocéstica por Metas con aleatoriedad, unicamente, en
los niveles de aspiracién, es un Programa Estocastico en dos eta-
pas.

Uno de estos dos programas, el denominado de segunda etapa, es
un programa lineal determinista y, por lo tanto, de muy facil solu-
cién.

Sin embargo, el programa de primera etapa es mas dificil de resol-
ver porque la funcién objetivo requiere la determinacién de un va-
lor esperado, que depende, ldégicamente, de la distribucion de pro-
babilidad del vector aleatorioc de los niveles de aspiracion. No
siempre es facil poder determinar la forma explicita de tal valor
esperado. Incluso cuando esto es posible, frecuentemente resulta
sumamente dificil determinar su valor exacto porque se reguieren
métodos de integracion multiple.

Por eso se dedica el capitulo ocho al estudio detallado de este
programa de primera etapa, con el fin de obtener o bien programas
equivalentes al original y de mas facil solucién, o bien algoritmos
gue nos permitan resolverio.

Se obtienen los siguientes resuitados:

- Se demuestra que el programa de primera etapa, es un progra-
ma convexo.

- Se demuestra, también, que dicho programa es convexo-
separable.
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En la funcion objetivo se pueden separar los términos lineal y
no lineal, lo gue facilita su resolucién para aigunos tipos de
distribucion de probabilidad (uniforme, exponencial ...)

En el caso en que la distribucién de probabilidad del vector de
niveles de aspiracion sea discreta finita, se demuestra que el
problema es equivalente a un problema de programacién lineal
determinista y, por lo tanto, se puede resolver aplicando el mé-
todo del Simpiex.

Sin embargo, para otros tipos de distribuciones de probabilidad
se siguen presentando serias dificultades de calcuio. Por ello,
se propone un algoritmo por aproximaciones mediante acotacio-
nes. El algoritmo gue se propone para resolver nuestro proble-
ma queda notablemente simplificado en relacién al algoritmo
mas general, denominado “refinamiehto de la solucién 'espera y
ve'”, propuesto por Kail y Wallace para probiemas estocasticos _
con recursos, al que nos hemos referido en el apartado 4.3 del
capitulo 4. Ademas, obvia algunas de la dificultades que pre-
senta dicho algoritmo ya que:

1. Como nuestro problema es convexo, se puede hallar como
limite inferior de la funcién objetivo el limite inferior de Jen-
sen, que es muy facil de determinar sin més que apiicar la
conocida desigualdad de Jensen.

2. No es necesario determinar ningun limite superior porque se
demuestra que, dado un punto concreto (que en nuestro pro-
blema se obtiene facilmente sin mas que minimizar el limite
inferior de Jensen), se puede determinar el valor exacto de la
funcidén objetivo en dicho punto.

3. Ese punto concreto en el que se determina el vaior exacto de
la funcién objetivo coincide, obviamente, con la que hemos
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denominado solucidn “ingenua”’. Por lo tanto, la primera vez
que se aplica el algoritmo, se puede partir de la solucién in-
genua y continuar con el paso numero tres.

Se sabe en qué componentes de la solucion aproximada, y*,

hay error: en aquellas que verifiquen que a, < y,*<f,. Por lo

tanto, ias particiones para mejorar la solucidén se realizan en
los soportes de las variables aleatorias correspondientes a
dichas componentes. Y el punto en que se efectua ta parti-
cién es, precisamente, y,.

- El modelo de solucidn propuesto presenta, ademas, notables

ventajas frente a otros posibles métodos de solucion:

1.

Es un modelo formalmente analogo al de Programacion por
Metas Determinista.

. Es un modelo compatible con la Teoria de la Decision Baye-

siana. Esto nos ha permitido aplicarle conceptos tales como
el Valor Esperado de la Informacion Perfecta y el Valor Espe-
rado de la Informacién Muestral.

. La funcién objetivo del modeio se puede expresar mediante

ias distribuciones de probabiilidad marginales de las variables
ajeatorias que constituyen el vector de los niveles de aspira-
cién. Consecuentemente, en la resolucidén del probiema, no
influye la dependencia o independencia de dichas variables.

. Et modelo de solucién que proponemos es compatible con la

Programacién Lexicografica por Metas.
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- Otros modelos de solucidn alternativos para resolver el proble-
ma de Programacion Estocdstica por Metas, cuando el vector de
niveles de aspiraciéon es aleatorio, son criticables ya que ningu-
no de ellos tiene las ventajas de nuestro modelo:

- Sélo dos de estos modelos alternativos, la solucidén “ingenua’
y el modelo del tipo “espera y ve® (apartados 7.3.1 y 7.3.4),
son compatibles con la Teoria de la Decision Bayesiana, pero
ambos presentan serios inconvenientes:

- La solucién “ingenua” infravalora el verdadero coste de ca-
da decision.

- Con el modeto del tipo “espera y ve”, ademas de despreciar
informacién, se corre el riesgo de que la solucién sea la al-
ternativa mas costosa.

- Los otros modelos propuestos, es decir, ia resolucién me-
diante Programas con Restricciones Probabilisticas y otros
modelos probabilisticos que recuerdan al modelo de Contini,
no son compatibles con la Teoria de |la Decisién Bayesiana, lo
gue implica la violacién de algunas de las condiciones de ra-
cionalidad subyacentes a dicha teoria.

La metodologia desarrollada se puede aplicar a la inmensa mayo-
ria de los campos a los que se ha apilicado la Programacién por
Metas determinista. La unica condicién para hacerlo es que el
vector de los niveles de aspiracién sea aleatorio en lugar de fijo, lo
que suele suceder en gran numero de aplicaciones.

A modo de ejempio, hemos aplicado nuestro problema a la Estima-
cion de Parametros Bayesiana, resolviendo el caso en que el pa-
rametro a estimar es un vector y se considera como funcién de
pérdida una generalizacién de la funcién de pérdida proporcional al
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valor absoluto, que es una de las funciones de pérdida mas fre-
cuentemente utilizadas para estimar parametros unidimensionales.

También, hemos estudiado una aplicacién en el ambito de empre-
sas de produccidn en el supuesto de que una empresa disponga de
n factores para producir p productos y sus objetivos sean satisfa-

cer las demandas y no sobrepasar unos costes prefijados de ante-
mano. El vector de los niveles de aspiracién io constituyen las de-
mandas que, evidentemente, son aleatorias. El coste maximo que
no debe sobrepasarse es un valor fijo, determinado por el centro
decisor de la empresa. Este objetivo se considera como una res-
triccion del conjunto factible de nuestro problema.

Por uitimo hemos estudiado una aplicacién a la financiacién de una
empresa multinacional, de modo que se saque partido de Ias dife-
rentes caracteristicas de {as sucursales de dicha empresa radica-
das en distintos paises.
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