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Matematica (Gcometria algebrica). — Sulle superficis g
quarto ordine contenenti una conica. Nota di Tomig ROD; cl
GUEZ BACHILLER, presentata (') dall’Accademico ¢ n

RAN CESG
SEVERI. : c -

In questa Nota oi ocecuperemo, per suggerimento di T, Snovr
d’csaminare se una snperﬂcie F del 4° ordine contenente ung ¢
irriducibile, ammette trasformazioni birazionali in 88, I1 metoda Keguito
pogginto sulln tooria della baso di SEvoer, 8 il medesimo di quello gea(.
da questo Autore in una Memoria del 1910 (%), nella. quale trovasi yy
teorema generale che associa ad ogni gruppo discontinuo di trastormazion i
birazionali di una superficie in 83, un gruppo isomorfo di automorfismi
della forma quadratica fondamentale della superficic. SEVERI ossurva
perd che, viceverss, non ogni automorfismo di questa forma proviena
necessariamonto da una trasformazione birazionale della superficio.Comun-
que negli esempi conosciuti (addotti da SEVERT ¢ poi da altri) le supor-
ficie considerate, posseggono sempre gruppi discontinui di trasformazioni
birazionall. Intercssa percid un esempio, come quello dato in questa Nots,
di una superficie la oni forma fondamentale ammetta un gruppo infinito
discontinuo di automorfismi, senza cho la superficie ammelta trasforma-
zioni birazionali in 88.

RL (3).
Oliogy

1. Osserviamo preliminarmente che nna superficie F' del guartn
ordine dello spazio ordinario, priva di punti multipli, non possiede curve
occcezionali. Una tal curva dovrebbe infatti appartenore al sistema cano-
nico impuro di F; e ¢id non & possibile, perehd su F il sistema canonioo
(impuro e puro nello stesso tempo) & costituito dalle sozioni collo BUPCr
ficie” d’ordine zero dello spazio.

(*) Noll’Adunanza del 21 marzo 1042-XX. L.

(*) 11 qualo ha indicato il problema nelle sue lozioni di Sominm'l?
Roalo Istituto Nazionale di Alta Matematica. Vod. Problemi, risullati ¢ ¢!
sioni. « Rond. di Mat. della R. Universith di Roma o dol R.Ist. Noz. di
Mat. » (1942)," vol. 3, fase. 1, pag. 65, n. 116.

() Ved. T. Suvenrr, Qomplementi alla teoria della bass per
curve di una superficie algchrica. « Rond. del Cire. Mat. di Palermo »
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portanto st F ogni ourva razionale (priva di punti multipli) ha il
rvl':l(lO‘\'jrﬁﬂﬂJO —2,in qum.Jto il grado n o il genero virtnale » di una curva
:mcoiﬂ-m sn I" son legati dalln relazione n = 2p —2.

9. Si prevede @ priori cho la pitt generalo superficie ! del 4° ordine
contc"@."m una _comca irriducibile @, abbia il numero base p = 2, perché

o ' dol 40 ordine non soggetta ad alcuna condizione ha il numero
lch p=1 I3cco come si dimostra con precisione, secondo una via sug-
Z::-if,ﬂ, da SEviRT, che effeftivamente & cosl. .
¥ Anzitutto contiamo da quanti parametri dipendono le superficie del
4o ordine che contengono qualche conica. Sopra una conica le superficie
del 40 ordine segano una g completa e quindi ve ne sono co?® por una
data conica. D’altronde una superficie del 4° ordine co_ntenoutse ‘una
conica non ha necessariamente punti multipli, ecomeo 8i riconosce faoil-
mente supponendo che In conies 8tia sul piano z = 0 o serivendo 'equa-
sione della superficie. Ne deriva che la pilt gerlerale superficic 7 del 4© or-
dine contenente una conica, non ne contione infinite, giacche, in caso
contrario, ne dovrebbe contencre un’infinitd 90ntin1m ¢ sarecbbe razionale
o riferibile ad una rigata: cosa assurda perché I, esscndo priva di punti
multipli, ha il genere geometrico (= aritmetico) p, = 1.

Dunque la superficic I' pid goneralo contencnte una conica non con-
tiene ehe un numero finito di coniche, opperd P dipende da 25 4- 8 = 33
parametri.

Considerata in questa famiglia co® una vavietd irriducibile di super-
ficic I*, tra loro birazionalmente cquivalenti, con un noto ragionamonto (*)
si prova che due I' di tale varietd sono omografiche; sicehé le I? birazio-
nalmente distinte tra loro dipendono da 33 — 15 = 18 moduli. Si con-
clude intanto che: ’

Una superficic del 4° ordine contenente une conica dipende da 18 moduli.

Si tenga infine presente la determinazione effettiva dei moduli d’una
superficie regolare I con curva canonica d’ordine zero, como periodi
(cll'unico integrale doppio .di 1& specie di I, fatta da SEVERL in una
Yoconte Blomorin (2). Da questa determinazione risulta che la somma
del nunero dei modull di una tal superficia o dol nwnero base & costan-
tomonte ugunale a 20, perchd ogni nuova curva che entra nella base adduce
g relazione lineare a coeflicienti interi fra i periodi; cosicehd di tanto

S

(') Ved. F. 8uvEri, Le superficie algebriche con curva canonica d'ordine
o, ¢ Atti del R. Istitulo Venetos, 1908-09, vol. 68, pag. 263.

(*) Rolazioni fra & poriodi degli integrali multipli d'wna veriole algebrica.
*Mom. dolla, Classe di So. Fis., Mat. e Nat. Realo Aceademin d'Italin », vol. TX,
*tratto n, 3, 1038, png. 146. g ¢



568 Marzo 1942-XX

diminuisce il numero dei moduli in una famiglia di queste suporﬂcu\
di quanto auments il numero base (e viceversa). Ne deriva che 17 "W"Mro
base delle pite gencrale superficic del 4° ordine contenente una conica ¢ p=2

3. 1 facile ormai dimostrare che come base delle curve 80pTra ung
genersle confenente una conica irriducibile €, e quindi anche un’ajgy,
coniea irriducibile C, (!) ulteriore intersczione di J* col piano di 0,y pup
assumersi la coppia (C,, C,). Invero, il discriminante di tale coppia &
diverso da zero:

—2 4

4 —2

D= =—12;

epperd le due curve C,, C; sono algebricamente indipendenti.

Dimostrinmo che la base (C, , C,) & intermediaria e quindi necessari.
mente minima, perché sopra una superficie con curva canonica d’ordine
zero ogni base intermedidria & appunto minima (3).

Se 1a base (0, , C;) non fosse minima, il determinante A d’una hage
minima (I, T,) sarebbe un divisore necessariamente negativo di D,
ciod uno dei valori —2,—3,—4,—6. Ora —4 si esclude, perchd
altrimenti anche D dovrebbe essere un quadrato perletto (3); i valori
— 2, — 06, attesa la paritd dei gradi vy, vee di I'y, Ty portano che sip
pari il numero v,, dei punti comuni a I';, I'; ed allora A sarebbe multiplo
di 4. Rimane il valore —3; ma A = — 3 = y,; Vay —v};, essendo vy, , v,
pari, darebbo

V== i+3 f

il che & assurdo, perchd un quadrato perfetto non & congruo a 3 (mod. 4).

Lia base (C,, C,) & dunque minima, e siccomo il suo determinante
non & un quadrato perfetto, si pud dire che la superficie del 4° ordine
generica contencnie una conica, non contienc curve cllittiche (prive di punti
maultipli) (4).

(*) Choln conioa O, sia irriducibile segue dal fatto che 8i pud sempro costruire
in infiniti modi una suporficio ' pnesante por due dute coniche irriducibili conm-
planari, lo quali anzi pud supporsi che si Roghina in quattro punti distintl,
Cosicshid per la pid genervalo F queste condizioni gon da ritenersi soddisfatto.
E pud altresl supporsi ohe lo quattro intersczioni di 0, , O, non postitniscano
per osemnpio su O, un gruppo armonico o equianarmonico.

(*) F. Suveri, Lo base minima pour la lotalité des courbes tracics sur 1:""
surface algdbrique. « Annalos Sc. de I'Ec. Norm. Sup.s Paris (3), to. xxv,
1908, n. 4.

(*) Ved. ¥. SEvkri, Memoria citata dei s Rend. Circ. Mat. di Palormo »
1910; n. 7, b).

(¢) SeveERI, Memoria di Palermo, pag. 270.
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4. Passiamo a vedere se esistono su F curve razionali effettive oltre
le Cyy Os. Curve siffatte 8i otterranno-(se ci 8ono) in corrispondenza allo
soluzioni intere. dell’equazione quadratica

— 2N B A — 2N =—2

ciod .
N— 4 AN =1.

La risoluzione di questa equazione diofantica si pud ridurre, mediante
il cambiamento di variabili

MN=t+2u,\=u,
a quella dell’equazione di PrrL
woo #—3u=1.

La minima soluzione positiva é ¢, = 2, #, = 1, onde ogni altra soluzione
positiva &, , %, & data dalla formola di LAGRANGIA

@+ V3 =ty 4,13 .

Si debbono aggiungere le soluzioni negative, che si oftengono cambiando
il segno ad uno o ad ambedue i numeri ¢, , u,, ed inoltre la soluzione ¢t = 1,
© = 0. Ma, condizione neccssaria per ’esistonza cffettiva di una curva
A €y 4 As €y O che il suo ordine sia > 0, ciod che sia 2A; +- 27, > 0,
ovvero A, + A; > 0, od anche. nelle nuove variabili

(21 t4+3u>0.

Se (¢, %) & una soluzione positiva intera questa relazione & senz’altro
verifieata. Se (£, %) & una soluzione intera negativa, t = —t',u =—
—, (', % < 0) la condizione [2] si muta nellat' -- 3%’ < 0, che & assurda.
Se t>0 0 u=—u' (o > 0), la [2] 8i muta nella t—3«’' > 0 incompatibile
con [1; ¢ infine se ¢ =—1¢ (¢ > 0),w >0, la [2] divienc —¢'--3u > 0,
In quale & genz’altro conseguenza della [1].

Per cid le soluzioni intere di

N—AA A+ A =1

3 ottengono in corrispondenza alle soluzioni (¢, «) di [1], per le quali-
“>0et 8 positivo o negativo. Cosi i gistemi corrispondenti sono
[ A Cp + A O | = | (& & + 210) 01 + %, Os |

o 4, positivo.
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Ora la curva A, 0; + A, C, sega O, in 47, —2) =2 (2)\4“)\)
punti e C; in 47, — 22, = 2 (2A,— },) punti; dunque se A, ¢, 4 ;‘.(:,
& eflettiva deve verificarsi simultancamente =)

2A—XN >0 , 23 —2 >0,
ossin ' ’
+2¢,+3%4,>0 , Ft,—2u,>0

corrispondendosi i segni di ¢, (+ con — ¢ — con +). Poiché quesgq
due disuguaglianze sono incompatibili, 8i conclude che non ci sono curve
razionali ciettive in F, all’infuori di quelle corrispondenti alla soluzione
t=1,u=0,¢ci08 A\, =1,5,=00%=1, 7\,_0 che dd le ¢, ¢ C,
siesse.

5. Dalla non esistenza di curve razionali, diverse da C,, G,, trac.
ciate su , segue la non esistenza di trasformazioni birazionali non iqen.
tiche di JF* in 8¢ (*). Invero, sia T' una trasformazione birazionale di g
in s8&. In primo luogo la 7' ¢ senza eccezioni, perché " non conticne curve
eccezionali. Inoltre T muta le C,, C, ciascuna in 88 o 'una necll’altra,
Epperd 7' lascia immutato il sistema lincare completo |C, 4 C.],
cho & poi il sistema delle sezioni piane di . Dunque 7' & un’omografia.
S’cssa non muta ciascuna delle O, , C, in 8¢, il sno quadrato 7 muta
in 86 ognuna delle 0, , 0, ¢ quindi o 7% = 1, oppure 7* subordina sopra
le conicho C, , C; due proicttivitd, che mutano in 8& la quaderna comune,
Se una di queste proiettivitd, e quindi anche P’altra, & I'ideutitd, 27 subor-
dina Bu tutto il piano a delle due coniche 'identitd e quindi & un’omo-
logia. Se omografia subordinata su €, da T? non ¢ identica, poiché
il gruppo (C,, C.) non & su C, né armonico né equinnarmonico [vedere
nota (!) a pid della pag. 3], Pomografia & su C, involutoria, sicche 4
subordina su 0, (e quindi su ¢,) l'identitd. Portanto o & 74 =1 oppure 74
& un’omologia col piano d’omologia a.

Si perviene cosi alla conclusione che, se I7 possiede una trasformazione
birazionale non identica in 88, csirte un’omografia involutoria o un’omo-
logia di piano «, che muta in sé F.

La prima possibilith si scarta, perchd SEVERT (%) ha dimostrato che
una superficie del 4¢ ordine trasformata in 8¢ da un ‘omografla involu-
toria dipende (al pift) da 11 moduli, montre ln nostra F dipende du
18 moduli. Resta da esaminare il caso in cui ¥ & mutatn in 80 da un’omo:
Togia v. Le rette passanti pel centro di omologia segano I in qnadm‘m
di punti mutati in 83 dall’omologia; epperd, se il centro dcl’omologiz ¢

(*) L'analisi cho segue d dovuta a SevERL
(*) Mowmoria di Palermo citata, n. 12, b).
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fuori di ¥, la proiettivita subordinata dall’omologia sopra una di quello
yotte & ciclica di-secondo o di quarto ordine, onde 8 ©* =1 o * = 1.
In ogni caso, 8i ricade sopra un omologm armonica mutante in s¢ JF.
E questo & assurdo,

Dunquo il centro dell’omologia gm,cc su F e le rotte pel centro
gegano I socondo gruppi equiannarmonici e v & ciclica di terzo ordine;
gicoh¢ l’omalogm. ha necossarismento il contro O fuori del piano «. Man-
dato il piano a« all’infinito con un ‘omografla e posta l'origine dolle coor-
dinate nol cenivo O, Pcquazione di J' si presenta sotto la forma:

B ®E,9.94%@,9,0+%@,9,9)+eE,y,2)=0,

ove @y y Pe » 3y Py Bon forme in 2, ¥, 2 dei gradi indicati dai loro indici.
per ipotesi oquazione precedente & mutata in s¢ dall’owototin eqnui-
(n)'l.l]ll()lll(‘ﬂ

’

4] . z=¢d , y=¢y , z=¢2

ove € & una radice cubica complessa dell’nnitd. Dalla [3], tenuto conto
della [4], sogue, dopo soppresso il fattore € o ricordato che €3 = 1:

o @,y , %) 'I“‘P:(“'lr!l'.x-'"’) ““’%(3"”1/’92')4"Pc(-""vy';z’)=o-‘

Sottracndo da questa la [3], ove si ponga &’ ,y’, 2 al post.o di z,
Y123 © soppresso di nuovo il fattore e, si ottmne v

@ (¥ Y %)+ eps (@, ,2) = 0.

)3 siccomo il polinomio di 3° grado @, (¢, ¥y ,2) + €p, (¥, y,2) si annulla
ovunque sulla superficie irriducibile di 4° ordine P, csso & identicamento
nullo. Manecano pertanto 16 coofficienti noll’equazione di F. Lo super-
ficie del 40 ordine invarianti per una data omologin equisnarmonica
dipendono cosl da 34 — 15 = 19 parametri e quelle invarianti per qualcho
omologia equianarmonioa da 19 + 6 = 256 parametri, poiché le omo-
logie equianarmoniche sono oof. Le F' invarianti per omologie cquinnar-
moniche - dipendono insomma da 25 — 15 = 10 moduli (al pii). B sie-
tome In nostra F' dipende da 18 moduli, essa non pud esser invariante
di fronte ad un’omologia equianarmonica. Si conclude che:

La piak generale superficic del 40 ordine contonente una conica irriducibile
non possiede trasformazioni birazionali in 8é.

6. Ui restn ora da mostrare che, nonostante ciod, la forma quadratica
londninentale di 2 poasicde un gruppo infinito discontinuo di isomorfismi.
Ma prima completiamo lo studio delle curvo cfiettive di 7, mostrando
thlesgo corrispondono soltanto 8 valori ambedue non negativi di A, A..
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Invero, 8¢ la curva A, C, + A, C, devoe esscre cleftiva, interseca,ndoh
con C,, C, ¢ con una sczione piana, avremo le disuguaglianze: ’

2>, 2>, MR >0,
le quali, colle relazioni che esprimono A, , A, per mezzo di t, u, pPorgong
t<0 |, 2t+3u>0., t4+3%>0,
Se ne ricava:
1
N=u>0 , )\,=t+2u>§~u>0;
epperd le sole curve effettivo di £ son le A, C, + A, C,, corrispondent; a
valori non negativi di A, A,. =
Si poseon poi cercaro le curve di un determinato grado virtuale 29 — 2
(p genere). Cid equivale a cercare gl'interi p — 1 che posson rappresey.

tarsi sotto la forma:
: — AN F AN —N=p—1.

Trasformando quest’equazione da risolversi in numeri interi, mediante
In sostituzione A, =1t +4- 2u, A, = u, ncll’equazione di Priu:
r—3ut=1—p,
si trova facilmente che i possibili valori del genere virtuale delle eurve

effettive traccinte su I gono della forma 3 o 3 L 1. Per esempio, i primi
valori del genere sono p =3,4,9,12,13,24,27,28, ...

g

7. Lie trasformazioni lineari intere (; 8) della forma

Py A) = AN—aX, -+ N
in 88, sono date, sccondo classiche proprietd @i teorin dei nwmeri, da:
e=t+2 , B=—u , Y=u , &§=t—2u,

ove(t, 1) & una soluzione dell’equazione di PrLL [1], tratta dalla formula
di LAGRANGIA (n. 4). Bsse formano un gruppo discontinuo infinito; o
la sostituzioni di modulo 3= 1 formano in questo un sottogruppo discon-
tinuo infinito, che i riconosee agevolmente esser gonuerato dalle dne
_ trasformazioni fondamentali:

1 —4 (4 —1
'3:(0 —1) ’ T=(1 n)’

Ia prima delle quali & involutoria.
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