NUMEROS EN NUM3%ROS

Capi Corrales (*)

1. INTRODUCCION

En el capitulo 5 de la serie de television Numb3rs, la hija de un matematico es raptada por
unos secuestradores que creen que su padre ha demostrado la Hipétesis de Riemann (uno de
los Ilamados problemas del milenio, siete problemas mateméticos por cada uno de los cuales
el Clay Institute of Mathematics ofrece un millén de délares a quien logre demostrarlo). Segin
explica Charlie, hermano matematico del agente del FBI encargado de resolver el caso, los
secuestradores quieren utilizar la demostracién del padre para romper los cédigos de cifrado
que se utilizan en las transacciones bancarias e Internet, y acceder asi a cuentas bancarias.
La seguridad de los cifradores en cuestion, explica, se basan en lo dificil que es factorizar
nuimeros grandes en producto de nimeros primos, y la Hipotesis de Riemann puede propor-
cionar una manera rapida de llevar a cabo esa factorizacién. Concretamente, nos dice que
”la Hipétesis de Riemann es una herramienta para encontrar nimeros primos grandes. Con su
trabajo se pueden encontrar nimeros primos grandes usando la criba de Erat6stenes”.

Mas adelante, el mismo Charlie es capaz de detectar a golpe de vista un error en los calculos
del matematico padre de la nifia raptada y, tras hacerle admitir que se habia equivocado y que
no tenia una demostracién valida de la Hipétesis en cuestion, le convence para inventar juntos
un algoritmo falso con el que montan una trampa para capturar a los secuestradores.

Es cierto que la seguridad de los criptosistemas utilizados en Internet y bancos, lo mismo que
muchos de los algoritmos mas comunes para la construccién de cifradores se basa en la teoria
de los nimeros primos (especificamente, en la dificultad de factorizar nimeros grandes en
producto de primos). También es verdad que la Hipdtesis de Riemann es un problema abierto
en matemdticas que estd relacionado con la teoria de los nimeros primos (concretamente con
la probabilidad de un nimero dado de ser primo), y por cuya resolucién el Instituto Clay ofrece
un millén de délares. Sin embargo, la conexion entre ambos hechos esta mucho menos clara
de lo que los guionistas de la pelicula nos quieren hacer creer.

2. CODIGOS: EL ALGORITMO RSA

Empecemos por lo mas facil de explicar, la parte de los cédigos de cifrado. La caracteristica del
nuevo tipo de cifradores, llamados técnicamente algoritmos criptograficos de clave pdblica, al que
pertenece el algoritmo RSA mencionado en Numb3rs, es que podemos dar publicamente toda la
informacion necesaria para que quien quiera nos escriba mensajes codificados, sin por ello desvelar
la informacion de como leerlos. Antes de seguir adelante, reflexionemos brevemente sobre esto.

Con un tipo de algoritmo mds antiglio, si yo le diese a alguien la informacién necesaria para que
me escribiese un mensaje, le estaria dando también la posibilidad de leer todos los mensajes que
yo reciba codificados con él, pues la informacion necesaria para codificar es suficiente para desco-
dificar. Esto no ocurre con los algoritmos de clave publica, y de ahi su enorme utilidad. Una com-
pafiia como Amazon.com, por ejemplo, que vende libros a través de la red a compradores de todo
el planeta, quiere poder recibir mensajes codificados de mucha gente con sus nimeros de tarjetas
de crédito, y, a la vez, asegurarse de que nadie fuera de la compania pueda leer esos mensajes.

(*) Profesora del Dpto. de Algebra de la Universidad Complutense de Madrid.
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En el algoritmo RSA cualquier persona que conozca un cierto ndmero r (se tratard de un ndimero
realmente grande, un entero con miles de digitos) puede codificar un mensaje m sin mas que
escribir m como un nimero que elevard a cierta potencia, obteniendo a continuacién su resto
al dividir por r. Ese resto sera su mensaje codificado. Sin embargo,quien quiera descodificar el
mensaje y hallar el m original, necesitara conocer los factores primos del nimero ry, si r es sufi-
cientemente grande, encontrarlos podria requerir décadas e incluso siglos. Ahi es donde la difi-
cultad para factorizar nimeros grandes en producto de sus factores primos entra en el juego.

Veamos con un ejemplo sencillo cémo funciona el algoritmo RSA.

Paso 1: Si quiero poder recibir un mensaje, necesito elegir tres nimeros: dos primos p y q
y un tercer nimero r que no tenga factores comunes con (p — 1) (g — 1). Puedo elegir, por
ejemplo, p=11,g=3yr=3,yaque3y20=(11-1) (3 - 1) no tienen factores comunes.
Estos ndmeros son, claramente, demasiado pequefios como para que el algoritmo sea seguro
(cualquiera puede factorizar sin problemas nimeros pequefios) pero nos sirven como ilustra-
cién de como funciona el RSA.

Paso 2: A continuacion debo encontrar un nimero d < (p — 1) (g — 1) con la propiedad de
que al dividir rd por (p — 1)(g — 1) se obtiene 1 como resto. En nuestro ejemplo es d = 7, pues
3 x 7 =21 produce un resto 1 al ser dividido por 20.

Paso 3: Esta es la parte mas interesante del algoritmo. Anuncio publicamente dos ndmeros:
el producto p x g = n y r. Sin embargo, mantengo secretos los factores primos py g de n, y
el ndmero d. Asi pues, anuncio publicamente que p x g =33 y r = 3 y oculto que p = 11,
g=3yd=7.

Paso 4: Aqui interviene quien me envia un mensaje. Supongamos que eres tl quien me quiere
enviar un mensaje. Para empezar, tu mensaje tiene que ser también un ndmero (todo en los
ordenadores se escribe mediante nimeros). La Gnica restriccion es que tu mensaje ha de ser
un ndmero m menor que n = p x g. En las situaciones reales esta restriccion no plantea ningin
problema pues p y g se eligen enormes. Supongamos, en nuestro ejemplo, que el mensaje
que deseas enviarme es el nimero m = 18. Para codificar tu mensaje primero lo elevas a la
potencia r = 3 y luego divides el resultado por n = 33.

El resto que te queda al dividir 18° = 5.832 por 33, esto es, 24, es el nimero que tG me mandas ().
Quieres que yo reciba el nimero 18, pero me lo envias codificado, disfrazado, como el 24. De esta
manera, cualquier otra persona que conozca los dos ndimeros que he desvelado publicamente (el
n =33y el 3), aunque sepa que tu mensaje codificado es el 24 no podra descodificarlo si no conoce
también los nimeros que yo he mantenido en secreto (los factores de 33 y el nimero d; recordemos
que aunque en este ejemplo 33 se puede factorizar sin problemas, y el nimero d calcular por la
cuenta de la vieja, en situaciones reales este no sera el caso.

Paso 5: Finalmente, para descodificar el mensaje y devolverlo a su forma original, necesito
elevar el nimero que me has enviado a la potencia d y obtener el resto cuando el resultado se
divide por p x g. En nuestro ejemplo esto implica dividir 24” por 33 y quedarnos con el resto
que es, precisamente 18.

Aunque nuestro ejemplo es un poco absurdo, pues si anuncio publicamente el nimero 33, no
es ninguin secreto que sus factores son 11y 3, en los casos reales los nimero involucrados son
tan enormes que se necesitarian cientos de anos para romper el cédigo y extraer la informa-
cién codificada, y para entonces ésta ya no serviria de nada.

7. CONTANDO PRIMOS

En su libro Elementos (300 a.n.e.), Euclides demostré que hay una infinidad de ndmeros pri-
mos. Concretamente (recordemos que en la matematica griega se evitaba el infinito actual),

138 SIGMA N° 30 e SIGMA 30 zk.



Numeros en Num3ros

demostr6 que ninguna lista finita de primos {2, 3, 5, 7, . . ., p} los contiene todos. Basta con-
siderar el nimero

N=2x3x5x7x11x...xp+1
que, o bien sera él mismo primo, o bien tendrd un factor primo g distinto de 2, 3,5, 7, .. ., p.

En principio, el argumento de Euclides nos dice como encontrar nimeros primos nuevos: mul-
tipliquemos los que conocemos, sumemos uno al producto y factoricemos el nimero resul-
tante. Por ejemplo, N =2 x 3 + 1 produce el nuevo primo 7,y N =2 x 3 x 5 + 1 produce el
nuevo primo 31. Desafortunadamente, pasados mas o menos los doscientos primeros primos,
el nimero N es tan grande que factorizarlo es imposible. (Curiosidad: el primo mas grande
que se conoce es P = 229649 _ 1 con 7.816.230 digitos, que se demostré primo en febrero
2005. Metiendo este niimero en google se puede leer su historia).

Saber que hay una infinidad de primos es s6lo el primer paso. El siguiente es cuantificar esta
infinidad, intentando saber, por ejemplo, el nimero de primos que hay menores que cualquier
nimero N dado. Definimos, pues,

w(x) = ndmero de primos < x

La herramienta mds util que se conoce para contar primos es la Criba de Eratostenes, des-
cubierta por Eratéstenes de Cirene (276-194 a.n.e.). La Criba de Eratéstenes es un algoritmo
para eliminar los nimeros compuestos entre 1y x, y se basa en la observacién de que si N
es menor o igual a x y no es divisible por ningtin primo menor o igual que Y x, entonces
N es primo, Comenzamos por hacer un listado de todos los enteros entre 1y x, y eliminar
de la lista todos los multiplos de 2. A continuacién borramos los multiplos de 3, después
los multiplos de 5, etc., hasta que todos los multiplos de los primos menores o iguales que
V' x hayan desparecido de la lista. Los niimeros que hayan sobrevivido a la criba seran todos
primos.

Si pasamos por la Criba de Eratéstenes los nimeros entre 1y 1.000.000.000.000.000 y anali-
zamos la tabla de primos resultante, contamos 1.177.209.242.304 parejas de primos gemelos
(i.e., la distancia entre ellos es 2) menores que 1.000.000.000.000.000. ;Hay una infinidad de
parejas de primos gemelos? Respuesta: No se sabe.

Muchas otras preguntas surgen de analizar esta tabla. ;Hay una infinidad de parejas de
primos cuya diferencia es 4? Respuesta: No se sabe. Todo nimero par menor o igual que
1.000.000.000.000.000 es suma de dos primos. ;Es todo nimero par mayor que 2 la suma de
dos primos? Respuesta: No se sabe. ;Hay una infinidad de primos de la forma un cuadrado
perfecto mas 1? Respuesta: No se sabe. Dado un ndmero N, ;existe una férmula que produzca
el menor primo mayor que N? Respuesta: No se sabe.

La Criba de Eratostenes nos permite evaluar la funciéon w(x) para valores pequenos de x: se
trata de una funcion escalonada que da un salto 1 cada vez que aparece un primo nuevo. Sin
embargo, para valores grandes de x, es imposible calcular el valor de m(x) con exactitud, pero
podemos intentar hacer una estimacién de su valor basandonos en el patrén de su comporta-
miento para valores conocidos.

Aunque en principio no sabemos cudando un ndmero va a ser primo, y la distribucion de los
nimeros primos en la recta real es bastante erratica, lo cierto es que la funciéon m(x), pese a
tener pequefas oscilaciones, crece con bastante regularidad, y esta regularidad es mucho
mas extrema cuanto mayores son los valores de la variable x. Veamos una tabla de valores de
w(x).
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X (x) X/ (X)

10 4 2,5

100 25 4,0

1.000 168 6,0

10.000 1.229 8,1

100.000 9.592 10.4

1.000.000 78.498 12,7
10.000.000 664.579 15

100.000.000 5.761.455 17,4

1.000.000.000 50.847.534 19,7
10.000.000.000 455.052.512 22,0

Observando la tabla vemos que la razén de x a w(x) aumenta aproximadamente en 2,3 cuando
pasamos de una potencia de 10 a la siguiente: esto es, el el logaritmo de 10 en base e. Esto
nos lleva a conjeturar que

X

(x) =

log x (1)
X

donde = significa que m(x) y como funciones sobre R estdn cerca la una a la otra, en
el sentido de que log x

lim 0 1

% x/log x

4. LA CONTRIBUCION DE GAUSS Y UN PRIMER ENUNCIADO
DE LA HIPOTESIS DE RIEMANN

El primer estudio serio de la funcién m(x) lo llevé a cabo Gauss (1777-1855) entre 1792 y 93,
y lo describié en una carta a Encke escrita en 1849. Gauss estudié la densidad de los primos
entre 1y 3.000.000, y su distribucién en intervalos de longitud 1.000, y conjetur6 la férmula
(1), conocida como el teorema de los ndmeros primos y demostrada independientemente por
Hadamard y de la Vallée Poussin en 1896.

X
Gauss calculé w(x) y

para x = 3.000.000 y obtuvo
log x

3.000.000
 (3.000.000) = 216.745 —— =216, 971

log 3.000.000

X
por lo que concluyé que

aproxima w(x) para x = 3.000.000 con un error de sélo
log x
226 primos. De hecho el error es 161, aiin menor, pues Gauss se equivocé en las cuentas y
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X
(3.000.000) = 216.816. En cualquier caso, Gauss supo ver que las funciones m(x) y

estan muy cerca la una de la otra. log x

Sin embargo, aunque las gréficas de m(x) y de . son bastante parecidas, no se acercan lo
log x

suficiente como para explicar la regularidad de m(x), por lo que resulta l6gico buscar mejores

aproximaciones. El propio Gauss encontr6 una estudiando en las tablas los valores de (x)2.

Gauss observé que la frecuencia de primos cerca de un nimero x grande es casi exactamente

X
, 'y por lo tanto la probabilidad de que un nimero grande x elegido al azar sea primo
log x
parece ser proporcional a

1 1

’
log;o x numero de digitos de x

observacién que de hecho es la idea basica de la teoria de los ndmeros primos. Por ejemplo,
la probabilidad de que un nimero de 100 digitos sea primo es 1/230, mientras que la pro-
babilidad de que un ndmero de 1.000 digitos sea primo es 1/2.302, etc. Asi pues, concluyé
Gauss, si estimamos (x) por

mx)= 2, Prob (n primo) + término de error

2<n<x
tendremos la suma logaritmica
1

(x) = ) Prob (n primo) + E; (x)
2<n<x Iog n

o, lo que es esencialmente lo mismo,

w(x) = Li (x) + £, (x),

*oodt

con Li (x) =/ Tlont es la funcion llamada logaritmo integral. E; (x) y E, (x) son errores muy
2 ogt

parecidos, de hecho,

por lo que m(x) puede ser aproximado por una suma o por una integral.

Gauss conjeturé que la funciones Li (x) y mw(x) estdn muy cerca la una de la otra, y que la

probabilidad de que un nimero grande y arbitrario x sea primo esta cerca de
log x
El paso siguiente es saber exactamente como de cerca estdn estas funciones. Intentar respon-
der a esta pregunta requiere, para empezar, entender la pregunta. ; Cémo de cerca es cerca?
é
sQué significa cerca en matematicas? ;Qué se considera una buena aproximacion en teoria
de niimeros?

En teoria de nimeros se considera una buena aproximacion a una aproximacion de orden
raiz cuadrada. Si a = £10.000 y lo aproximamos por un ndmero b tal que |a — b| < 100,
decimos que tenemos un error de orden raiz cuadrada. Si a = £1.000.000 y lo aproximamos
por un nimero b tal que |a — b| < 1.000, decimos que tenemos un error de orden raiz cua-
drada. Si a tiene D digitos y lo aproximamos por un nimero b con D/2 digitos, decimos que
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tenemos un error de orden raiz cuadrada. Si para n suficientemente grande, |f(n)| < n05> = \n,
decimos que f(n) tiene un tamano de orden raiz cuadrada. Si para n suficientemente grande,
|fin) — g(n)| < nos> = \n, decimos que f(n) y g(n) estan a una distancia de orden raiz cuadrada.
Siendo algo menos estrictos, podemos definir una nocién de estar a distancia raiz cuadrada
con la enorme ventaja de ser una relacién de equivalencia, y seguir siendo una aproximacion
fina ®:

”Si para cualquier exponente d algo mayor que 0,5 (por ejemplo, 0,501 o 0,5000001, etc.),
esto es, 0, 5 + €, se verifica que

|m(n) — ar'(n)| < nos+e,

para n suficientemente grande, decimos que w(n) y m'(n) estdn a distancia de orden raiz
cuadrada.”

Ciertamente, cuando Gauss aproximé (3.000.000) por 216.745, con un error de 226 (segin
pensaba él), se mantuvo muy por debajo del margen raiz cuadrada de error.

Ya podemos formular nuestra pregunta con precision: ;Estd Li(x) a distancia raiz cuadrada de
7(x)? La respuesta nos la da una de las varias (y equivalentes) maneras de enunciar la Hipdtesis
de Riemann:

HR-1: La funcion Li(x) de Gauss estd a distancia raiz cuadrada de (x).

5. LA CONTRIBUCION DE RIEMANN Y UN SEGUNDO ENUNCIADO
DE LA HIPOTESIS DE RIEMANN

Para poder entender la contribuciéon que Riemann (1826-1866) hizo en 1859 al estudio de
m(x), necesitamos volver sobre la sugerencia de Gauss

w(x) = Li(x),
esto es,

w(x) = Li(x) + E(x).

oo 4 Oraphs of L(x) - w(x) and Li(x) - w(x) for 0 < x < 10 million

1 L) = ()
Above about S5 000 000 Gauss’s estimate Li(x)
400 is better than Legendre’s
For some (very big) numbers Li(x) - m({x)
becomes negative N\ﬂ

200

200 s );'rh “\(N % [M \N

Lix) = W)

100

1

J\ lll rm L) = 7 ()
1 WL

ik R | 2M M &M By 10M

o
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Riemann, alumno de Gauss, consideré la posibilidad de describir con precisién el término de
error E(x). El estudio que para ello llevé a cabo de la distribuciéon de los ndmeros primos, le
llevé a sugerir una nueva funcién para aproximar m(x), al observar que la probabilidad de que
un nimero grande x elegido al azar sea primo es aiin mas cercana a 1/log x si consideramos no
s6lo los primos, sino también las potencias de los primos, contando el cuadrado de un primo
como medio primo, la potencia ctbica como un tercio de primo, etc., esto es,

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
wx) + — Lilx2) + — Lilx3)+ — Lilx5) - — Lixe)— — Li(x7) ... = Lix)
2 3 5 6 7

o, equivalentemente,

m(x) = R(x),
con
" 1
R(X) = PO e
n=1 n

donde p(n) es la funciéon de Mdbius, que toma el valor O si n es divisible por el cuadrado de
algdn primo, 1 si n es el producto de un ndmero par de primos distintos y —1 si n es un pro-
ducto de una cantidad impar de primos.

La funcién R(x), denotada asi en honor a Riemann, representa una aproximacion sorprenden-
temente buena a mw(x),

X w(x) R(x)
100.000.000 5.761.455 5.761.552
200.000.000 11.078.937 11.079.090
300.000.000 16.252.325 16.252.355
400.000.000 21.336.326 21.336.185
500.000.000 26.355.867 26.355.517
600.000.000 31.324.703 31.324.622
700.000.000 36.252.931 36.252.719
800.000.000 41.146.179 41.146.248
900.000.000 46.009.215 46.009.949

1.000.000.000 50.847.534 50.847.455

Dado que las funciones Li(x) de Gauss y R(x) de Riemann estdn a distancia de orden raiz
cuadrada una de la otra, y que, como ya se ha mencionado, estar a distancia de orden raiz
cuadrada es una relacién de equivalencia, podemos reformular nuestro primer enunciado de
la Hipétesis de Riemann:

HR-2: Las funciones Li(x) de Gauss y R(x) de Riemann estan a una distancia de orden raiz
cuadrada de (x).
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6. ANALIZANDO EL TERMINO DE ERROR m(x) - R(X):
LAS FUNCIONES ¢ DE EULER Y RIEMANN

Aunque no logré demostrar el teorema de los nlimeros primos (ya se ha comentado que lo
consiguieron en 1896 Hadamard y de la Vallée Poussin), en su articulo de 1859 ([Riemann,
1859]) Riemann hizo mucho mds que dar una aproximaciéon R(x) a m(x) mas precisa que la
Li(x) de Gauss: consiguié dar una férmula exacta para m(x). Concretamente, Riemann estudié
con precision el error

R(x) — m(x)

y logré construir una serie infinita de términos correctores C;(x), C,(x), . . . a R(x) de tal manera
que las consiguientes correcciones

R(X) = RX) + C;(x) + Co(x) + ... + Culx)
verifican
limkaw Rk(X) = "lT(X)

Riemann utiliz6 la funcion zeta de Euler, definida por
o0 i
1
n
n=1
para construir los términos correctores C(x). En general, las funciones zeta aparecen en teoria
de ndmeros como series y/o productos infinitos que nos permiten organizar colecciones de
datos numéricos de una manera Unica y compacta. Las propiedades analiticas de la funcién
ayudan a entender la distribucion de los datos como un todo, vy, a veces, favorecen la emer-
gencia de orden en un comportamiento aparentemente caético. Un excelente estudio intro-
ductorio de estas funciones puede encontrarse en [Goldstein, 19991,

Euler fue el primero que introdujo este tipo de funciones, y lo hizo para estudiar los nimeros
primos y, entre otras cosas, dar una demostracién distinta de la de Euclides a la existencia de
una infinidad de primos. Vedmosla.

Sabemos que la serie arménica

1 1
1T+ —+ —+
2 3
diverge, pues si
1 1 1
Sp=1T+ —+ — 4+ ...+ —
2 3 n
es
m
Som>T1 + —
Seap=2,3,5,7,...cualquier primo,
1 1 1 1
0< —<1= =1+ —+ —+ ..
p 1-1/p p P’

si p, denota el primo n-ésimo, como consecuencia del teorema fundamental de la aritmética
obtenemos
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P P2 Pn

y, por lo tanto, hay una infinidad de primos.

Consideremos la situacién mas general en que p =2, 3, 5, 7, ... es cualquier primo, y s > 1:

1 1 1 1
O0< —<1T=D ——=1+ —+ — + ...
ps 1 - 1/p5 ps pzs
multiplicando, si p, denota el primo n-ésimo, obtenemos
1 1 1
lim Ce
X0 1 1 1
T— - 1-- 1- =
P3 p? Pn
1 1 1
=T+ —+ —+ ..+ —+...=L06).
25 35 nS

Euler estudié la funcién {(s) como funcidn real de variable real,
{:R— RU {x}
s — L(9),

que verifica que si s > 1, {(s) < o, e intent6 utilizar esta funcion para estudiar los nimeros
primos. Se trata de una funcién continua (de hecho, converge uniformemente, pero Euler no
conocia el concepto de convergencia uniforme), y esto permitié a Euler utilizar los métodos
del célculo para estudiarla. Sin embargo, considerada como una funcién real de variable real
se trata de un objeto unidimensional, por lo que no tiene suficiente estructura geométrica
como para poder desvelar (o codificar) el patrén de distribucién de los nimeros primos.

El gran salto lo dié Riemann, al extender {(s) a valores complejos de la variable s # 1, s = a + bi
coni=~-1y a, b € R. Riemann consider6
{:C\{1} »C

s = L(s) =

n

1
— )
n .

s

1

slogn _ e? log n+ib log n alogn

Puesto que n° = e , el valor absoluto de n* es igual a e , por lo que la
serie converge absolutamente para a = Re(s) > 1 y uniformemente en todo conjunto compacto
de este semiplano, por ejemplo para todo a > a, > 1. En particular, la funcién definida por (2)
es holomorfa para Re(s) > 1, y para estos valores de s, se tiene el llamado producto de Euler:

1\
{s)= 1 (1 - )
P p5

donde el producto recorre todos los primos p.

La funcion { admite una continuacién analitica a todo el plano complejo como una funcién
meromorfa que tiene un Gnico polo, situado en s = 1, simple y con residuo 1.

Mayo 2007 e 2007ko Maiatza 145



Capi Corrales

Bernhard Riemann (1826-1866)

7.L0S CEROS DE LA FUNCION ¢ DE RIEMANN, Y UN TERCER
ENUNCIADO DE LA HIPOTESIS DE RIEMANN

Con respecto a los ceros de la funcién {, la situacion es mucho mds complicada. De la
relaciéon entre la funcién { y los ndmeros de Bernouilli que ofrecemos en el apéndice 3,
se deduce la existencia de una infinidad de ceros simples, llamados los ceros triviales de la
funcién {: si n € N, {(-2n) = 0.

Si {(s) > 1, la existencia del producto de Euler garantiza que {(s) # 0, pues el producto con-
verge y toma valores no nulos. No vamos a entrar aqui en detalles, que pueden encontrarse,

por ejemplo, en [Tennenbaum, 1990], pero de hecho { no tiene ceros en el semiplano cerrado
Re(s) > 1, y tan solo ceros triviales en el semiplano cerrado Re(s) < 0. Asi pues, la Gnica zona

del plano donde la funcién { puede tener ceros no triviales es la franja vertical definida por
{s=a+bi:0<a<1}
Riemann sabia que en esta franja vertical, llamada franja critica, hay una infinidad de ceros

de la funcién {(s). De hecho, en 1889 Riemann habia conseguido calcular la primera docena
de los ceros de la funcién zeta en la franja critica, y habia descubierto que todos ellos tenian
como parte real precisamente 1/2.

Ya tenemos todos los ingredientes para entender la extraordinaria receta de Riemann para
construir sus términos correctores Ci(x), receta que nos permitira formular un tercer enunciado

de la Hipodtesis de Riemann que involucra los ceros de la funcién .

Cada uno de los términos C,(x) se corresponde con un cero Py = a; + by i de la funcién {(s) en
la franja critica. Concretamente,
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G = —R(xPo) — R(xPi)

y el tamano de E(x) viene dado por la parte real a;, de p,, en el sentido de que para valores
grandes de x, |C(x)| < xRe®W. Por lo tanto, si un cero de la funcion zeta en la franja critica tiene
la forma p, = 1/2 + byi, el correspondiente C,(x) tiene un tamafno de orden raiz cuadrada.

Esto es extraordinariamente importante desde el punto de vista de la estimacién del error
E(x) = w(x) — R(x)

pues si los Ci(x) tienen un tamano de orden raiz cuadrada, esto implica que las resultantes
correciones

RK=RN+ Y GH=Rx) - X RxP+ RxPY

son aproximaciones de R(x) de orden raiz cuadrada, y, a su vez, R(x) (y, consecuentemente,
también Li(x)) es una aproximacion de orden raiz cuadrada a m(x).

Ya podemos reformular nuestro segundo enunciado de /a Hipdtesis de Riemann, que, recordamos,
era:

HR-2: Las funciones Li(x) de Gauss y R(x) de Riemann estan a una distancia de orden raiz
cuadrada de w(x).

La nueva formulacién, equivalente a la anterior, es:

HR-3: Todos los ceros no triviales de la funcion zeta estan sobre la recta vertical formada
por los nimeros complejos con parte real 1/2, esto es, en mitad de la franja critica.

8. CONCLUSION

Hay dos problemas distintos, ambos muy importantes para la construccion de codigos, y
ambos involucran ndimeros primos: factorizar un entero en producto de sus factores primos,
y encontrar primos grandes.

La seguridad de los algoritmos criptograficos utilizados en Internet se basa en el primero de
ellos, esto es, en la dificultad de factorizar nimeros grandes en producto de primos.

La Hipdtesis de Riemann, al conjeturar cudl es la probabilidad de que un nimero grande
arbitrario sea primo, y decirnos hasta qué grado esta probabilidad acierta, esta relacionada
con el segundo de los problemas que hemos mencionado. Muchos algoritmos para construir
primos grandes que funcionan de manera muy eficiente estan construidos sobre la base de
que la conjetura de Riemann es cierta, algo que se da por hecho en practicamente toda la
comunidad matematica.

Concluimos, pues, que el que la Hipétesis de Riemann sea verdadera o falsa no afecta la
seguridad de los codigos utilizados en internet. Cabe la posibilidad de que un dia se encuen-
tre una demostracion de dicha hipétesis que incluya un algoritmo para factorizar nimeros
grandes. Pero dado que, insistimos, factorizar nimeros grandes y encontrar primos grandes
son problemas bien distintos, esta posibilidad resulta poco creible, incluso si viene avalada
por los guionistas de Hollywood.
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APENDICES

Apéndice 1

Utilizando un poco de teoria de funciones, se obtiene que la funcién de Riemann,

R(x) = Li(x) — 1/2 Li(x'?) = Li(x'3) — Li(x"®) + Li(x®) + ...

-y M i

n=1 n

es una funcion entera de log x, dada por una serie de potencias que converge rapidamente:
(In x)k

R =1+ %y — |
21 kk!C (k + 1)

k

Apéndice 2

Cortesia de Catherine Goldstein, [Goldstein, 1999], p. 60:

"Es sencillo dar una continuacion analitica a la funciéon { en el semiplano Re(s) > 0 (ver
[Lang, 19701, p. 157): introducimos la funcién { alternada

-1

1 ns

L= 3

n

que, como la funcién {, converge absolutamente para Re(s) > 1. Ademads, por el teorema de

las series alternadas, {, converge también (aunque no absolutamente) en el semiplano abierto
Re(s) > 0, en el que define una funcién holomorfa, y se tiene la relacién

Lols) = 2" = 1) L(s),

que inmediatamente permite deducir la continuacién analitica de la funcién { a Re(s) > O,

2in

con posibles polos si 2'~*=1, esto es, paras =1 + Claramente, s = 1 es un polo, pues
log 2 .

{,(1) = —log 2 # 0. Para eliminar los otros polos potenciales, Lang sugiere el truco de consi-

derar la funcion
Ly(s) = -1 = 1/25 + 2/35 — 1/4s — 1/55 + 2/65 — ..

2in

para la que existe una relacién del mismo tipo con la funcién {, pero que ofrece s = 1+
como posibles polos. La Gnica posibilidad comdn es s = 1”. log 3

Apéndice 3

Los nimeros de Bernouilli son nimeros racionales definidos por la serie

z
B,
0 m!

Ms

e’ —1 m

con By =0, B, =-1/2, By =1/6, B, =0, B, =-1/30, Bs = 0, B, = 1/42 , etc.

Parar=1, 2, 3, ..., se tiene:
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BZr+1 0
B
g(_r) _ r+1
r+1
ar2r
2r-1
{20 = (g B2
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NOTAS

(1) Con numeros grandes es imposible llevar a cabo de una vez la exponenciacién m'y a continuacion tomar el resto de dividir
el nimero obtenido por n, pues salen cantidades enormes e imposibles de manejar. El célculo se hace por etapas, elevando al
cuadrado sucesivamente y calculando el resto médulo n cada vez.

(2) En 1808 Legendre encontré otra aproximacion a m(x) especialmerte buena,
wx) = —————————
logx — 1,08366

(3) Un margen de error de magnitud exactamente raiz cuadrada es, de hecho muy fino, y no es frecuente encontrarlo en las ciencias
empiricas ni en las estadisticas de grandes poblaciones. Por ejemplo, en el censo de EEUU que aparece en noviembre de 2006 en
google (que es del ano 2000), se lee que en noviembre del 2000 hubo 2.957.000 desempleados entre la fuerza laboral civil de
los EEUU con un error estandar de 91.000. Un margen de error de orden raiz cuadrada supondria un error de 2.000 personas
como mucho.

(3) En el apéndice 1 a este texto puede encontrarse una primera relaciéon entre las funciones £ y R(x).

(4) La existencia de esta continuacién analitica, asi como su construccion, puede encontrarse en bibliografia especializada, por ejem-
plo [Ellison y Mend'es France, 1975], 6 [Tenenbaum, 1990]. Conocer la funcién { para nimeros s con Re(s) > 0 es esencialmente
suficiente, pues existe una ecuacion funcional que relaciona los valores (s) y {(1 - s). En el apéndice 2 ofrecemos, para lector
interesado, una continuacién analitica sencilla de la funcién ¢ al semiplano Re(s) > 0.
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