6. Variables aleatorias

6.1. Variables aleatorias

Cuando en el tema anterior se definié la nocién de probabilidad, el
espacio muestral podia ser cualquier conjunto. Asi, el espacio muestral
del lanzamiento de un dado es €y = {1,2,3,4,5,6}, mientras que el
espacio muestral del lanzamiento de una moneda es Qs = {cara, cruz}.

En principio, no hay ninguna diferencia a la hora de definir y calcular
probabilidades, de la misma forma que se pueden calcular frecuencias
para cualquier tipo de variable estadistica, sea cualitativa o cuantitati-
va. Sin embargo, si queremos extender los conceptos de media, varianza,
etc. que se habian definido en la parte de estadistica descriptiva para
variables cuantitativas, es necesario que los posibles resultados del expe-
rimento sean nimeros. Las variables aleatorias son el equivalente para
la probabilidad de las variables cuantitativas para la estadistica descrip-
tiva.

Que el espacio muestral sea un conjunto de niimeros es muy habitual,
pues muchos experimentos aleatorios dan lugar a resultados numéricos.
Asi, podemos medir la altura, el nimero de hermanos, ... que son ex-
perimentos que dan lugar a resultados numéricos. Por otra parte, en
muchos experimentos aleatorios nos interesa, més que el resultado del
experimento, una funciéon real de los resultados.

Ejemplo 97.

Supongamos que tenemos el experimento en el que se lanza una mo-
neda y un dado. Entonces tenemos 12 resultados posibles, y el espacio
muestral es

Q = {(cara, i), (cruz,i) : i =1,...,6}.
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Ahora bien, supongamos que recibiremos un pago de 5 euros si sa-
le cara mds el resultado del dado. En este caso, lo que realmente nos
interesa es el premio (que es un valor numérico) y no el resultado del
experimento. Asi, ganamos 6 euros si sale el resultado (cruz,6) o si sale
el resultado (cara, 1), pero en la practica no nos preocupa cudl de los dos
ha ocurrido, sino que hemos ganado 6 euros.

La definicién de variable aleatoria intenta unir estas dos formas de
obtener resultados numéricos en un experimento aleatorio. Una varia-
ble aleatoria X es una aplicacién que a cualquier elemento del espacio
muestral le asigna un valor numérico. Matematicamente, esto se escribe

X:Q—=R.

Ejemplo 98.
Consideremos el experimento que consiste en lanzar dos monedas.
Nuestro espacio muestral es

Q = {(cara, cruz), (cruz, cara), (cara, cara), (cruz, cruz)}.

Una posible variable aleatoria para este experimento seria X = nii-
mero de caras, que viene definida por

X((cara,cruz)) =1, X((cruz,cara)) =1,
X((cruz,cruz)) =0, X((cara,cara)) = 2.

Notese que podriamos definir muchas otras variables aleatorias a
partir de este experimento aleatorio; por ejemplo, otra posible variable
aleatoria Y seria la definida por

Y ((cara,cruz)) =10, Y ((cruz,cara)) =1,
Y ((cruz,cruz)) =0, Y((cara,cara)) = 11.

La vartable aleatoria que nos interesa en cada caso viene determi-
nada por lo que queremos hallar.

En realidad, una variable aleatoria nos permite pasar de unos valo-
res cualesquiera a unos nuevos valores que ahora son numéricos. Sobre
el nuevo espacio muestral que nos proporciona la variable aleatoria,
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que ahora es el conjunto de los nimeros reales R, podemos plantearnos
calcular probabilidades de sucesos, que seran subconjuntos de R. Esta
probabilidad, que denotaremos por P, se construira a partir de la proba-
bilidad P* que teniamos sobre 2 y que nos proporciona el experimento
inicial, que no era necesariamente numérico. Dado A C R un suceso del
nuevo espacio muestral, su probabilidad sera:

P(A) = P*({w € Q2 tal que X (w) € A}).

Esto nos da un nuevo sistema de probabilidades sobre los niimeros
reales y nos permite olvidar el experimento inicial del que derivan. Esta
nueva probabilidad P se llama probabilidad inducida por la variable
aleatoria X.

Ejemplo 99. (Continuacion del ejemplo 98)

La probabilidad asociada al experimento que consiste en lanzar dos
monedas se puede obtener a partir de la regla de Laplace. Por lo tanto,
se tiene

P*(cruz,cruz) = %, P*(cruz, cara) =
P*(cara,cruz) = 3, P*(cara,cara) =

Para la variable X definida anteriormente, se tiene:

Y

1
4
1
4

P(X =0) = P*((cruz,cruz)) = i, P(X =2) = P*((cara,cara)) = i

Sin embargo,

P(X =1) = P*({(cara, cruz), (cruz,cara)}) = %

Y también,

P(X < 1) = P*({(cruz, cruz), (cara, cruz), (cruz, cara)}) = Z

Para la variable Y se tiene por ejemplo:

P(Y =10) = P*((cara,cruz)) = i, P(Y =1) = P*((cruz,cara)) =

)

N N

P(Y =0) = P*((cruz, cruz)) = i, P(Y =11) = P*((cara,cara)) =
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6.2. Funcion de distribucion

Notese que para determinar una probabilidad es necesario conocer
la probabilidad de cada suceso. Esto nos obligaba a definir los valores
P*(A),VA C Q. Al definir una variable aleatoria, el nuevo espacio mues-
tral es R; por tanto, para definir la probabilidad deberiamos definir la
probabilidad P(B), VB C R!. El nimero de subconjuntos de R es in-
finito. Esto hace imposible escribir la probabilidad de cualquier suceso
por enumeracion, es decir, haciendo una lista. Sin embargo, es posible
dar una definiciéon equivalente de la probabilidad a partir de una funcién
real y que nos permitird calcular la probabilidad de cualquier suceso.
Esta funcion real se llama la funcién de distribucién y es un equivalente
de la frecuencia relativa acumulada en estadistica descriptiva.

Dada una variable aleatoria X, la funciéon F': R — R definida por

F(z) = P*({w € Q tal que X(w) < x}),

se denomina funcién de distribucioén.
En general, denotaremos la expresion anterior de manera abreviada
por

F(z)=P(X < xz).

Ejemplo 100. (Continuacion del ejemplo 98)

Consideremos el ejemplo del lanzamiento de dos monedas y la va-
riable aleatoria X = numero de caras obtenido. Ya habiamos hallado
anteriormente la probabilidad de cada uno de los posibles valores (0, 1,
2) de la variable X . En este caso, la funcion de distribucion viene dada
por

0  six<0
;T si0<x<l1
— 4 —
F@l=9 4 1<
1 si2<x

L Aunque no es el objetivo de este curso y no nos dara ningtin problema en la practica, desde un
punto de vista matemaético, cuando el referencial es R, no podemos considerar como conjunto de
sucesos €l conjunto de todos los subconjuntos de R. En ese caso debemos considerar como conjunto
de sucesos lo que se conoce como o-algebra de Borel, que se denota por Bgr. Dentro de este conjunto
estan todos los intervalos, abiertos, cerrados y semiabiertos, los puntos y practicamente cualquier
conjunto de los ntimeros reales que nos podamos imaginar.



Variables aleatorias 167

La grdfica de esta funcion de distribucion viene dada en la figura
6.1.

1
3/4]  —)
1/4 -
Fan | |
A% i é

Figura 6.1. Representacion grafica de la funcion de distribucién correspon-
diente a la variable aleatoria del ejemplo 98.

Por ejemplo,

F(14) = P (fw € 91X () < 14}) = P*({(C, X), (X,0), (X, X)}) = 5.

Es interesante notar la posicion de < y < en cada una de las par-
tes. Esta posicion no es un azar, sino que siempre es asi. Notese que
en los puntos de discontinuidad el valor de la funcion se toma en el
trozo de arriba. Esto es lo que representan los circulos en los segmentos
inferiores.

A partir del grafico anterior puede verse que la funcion de distribu-
cion de una variable aleatoria tiene las siguientes propiedades:
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1. F es no decreciente.

2. lim F(z) = 1.

T—00

3. lim F(z)=0.

T——00

4. F es continua por la derecha.

Sin embargo, aunque en este ejemplo la funcién de distribucion es
escalonada, esto no es necesario en todos los casos, como veremos mas
adelante.

Estas cuatro propiedades caracterizan la funciéon de distribucion, es
decir, dada cualquier funcién F' que verifique estas propiedades, podre-
mos encontrar una variable aleatoria cuya funcién de distribucion sea
F; y viceversa, cualquier variable aleatoria tiene una funciéon de distri-
bucién que cumple las condiciones anteriores.

A partir de F' podemos calcular la probabilidad de cualquier subcon-
junto real, de la misma forma que con la frecuecia relativa acumulada
se podian calcular las frecuencias relativas. Por ejemplo,

P(X € (a,b]) = P(X <b) — P(X < a) = F(b) — F(a).

Ejemplo 101. (Continuacion del ejemplo 98)
En este caso,

mXea@&m:F@@—Fu@:1_Z:3

Finalmente, nétese que

P(X <a)= lim F(x),
T—a—
valor que se denota por F'(a™). Con esto ya podemos hallar la probabi-
lidad de cualquier intervalo a partir de la funcion de distribucion.
Parece que la funcion de distribucién nos complica la teoria, pues en
el ejemplo de las monedas nos basta con dar tres valores para conocer
la probabilidad de cualquier intervalo. Asi, teniendo en cuenta que

,P(X=1)= g,P(XzQ):

1
4 4’
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podemos calcular por ejemplo que

P(X€(0535)=PX=1)+P(X=2)="

ya que X solo estd dentro de ese intervalo si toma los valores 1 o 2.
Todos los demés valores del intervalo son imposibles por la definicién
de la variable X y entonces no los tenemos en cuenta. Y ahora podemos

aplicar las propiedades de la probabilidad para calcular el resultado
final.

Sin embargo, como ya hemos indicado, en general deberiamos dar la
probabilidad de cualquier suceso, y con experimentos que dan lugar a
infinitos resultados podemos tener problemas al aplicar el procedimiento
anterior.

En definitiva, la probabilidad es una funcién de conjunto y, por tan-
to, dificil de manejar. La funcién de distribucion es, sin embargo, una
funcion real, que es susceptible de ser representada?. En otras palabras,
la funciéon de distribucion simplifica la expresion de la probabilidad. A
pesar de ello, como nosotros trataremos solo con tipos especiales de va-
riables aleatorias, no haremos mucho uso de la funciéon de distribucion.

6.3. Variables discretas y continuas

Las variables aleatorias se dividen en dos grupos: discretas y conti-
nuas (notese la similitud con la clasificacion de las variables estadisticas
cuantitativas). Sin embargo, aunque no trataremos ese caso, esta clasi-
ficacién no es exhaustiva, es decir, pueden construirse variables que no
sean ni discretas ni continuas.

2Sin entrar en mucho detalle pues no es el objetivo del curso, el cardinal o nimero de elementos
que tiene un conjunto puede ser finito o infinito. En el caso finito tenemos un ntmero natural que
nos da el namero de elementos del conjunto. En el caso infinito, hay varias clasificaciones en funcion
de lo «grande» que es el infinito. Desde un punto de vista matematico, se puede ver que el cardinal
de los subconjuntos de R es méas grande que el cardinal de R, aunque ambos son infinitos.
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6.3.1. Variables aleatorias discretas

Una variable se dice discreta cuando solo toma un ntmero finito o
infinito numerable® de valores.

El conjunto de valores que toma la variable se llama soporte de la
variable aleatoria y se denota por 2. El soporte jugara el mismo papel
que el conjunto de modalidades en estadistica descriptiva.

Ejemplo 102. (Continuacion del ejemplo 98)
El ejemplo del lanzamiento de las dos monedas contando el nimero
de caras que aparecen es una variable discreta cuyo soporte es ) =

{0,1,2}.

Ejemplo 103.

El nimero de veces que es necesario lanzar una moneda hasta ob-
tener por primera vez cara es una variable discreta que toma infinitos
valores. En concreto, su soporte es

0={1,23,.}.

Veremos mas adelante otros ejemplos de variables discretas que to-
man infinitos valores.

Entonces, tal y como se vio con la funcién de distribucion, esta es una
funcién escalonada con saltos en los valores del soporte de la variable
y con valor de salto el valor de probabilidad del punto correspondiente.
Por lo tanto, para conocer (es decir, para poder dibujar) la funcién de
distribucion solo se necesita conocer los puntos del soporte (donde F
es discontinua) y los valores de probabilidad en esos puntos (que son la
altura del salto en ese valor).

Entendemos por funcién masa de probabilidad la funcién

P:Q—10,1],

que a cada punto del soporte le asigna el valor de su probabilidad

P{w € Q| X(w) = z}).

3En el caso de cardinales infinitos, hay varias clasificaciones en funcién de lo «grande» que
es el infinito, aunque la méas habitual es dividir los cardinales en numerables y no numerables o
continuos. Los infinitos numerables son los cardinales de los ntimeros naturales, enteros o racionales
entre otros. Los cardinales no numerables son por ejemplo el de los ntimeros reales.
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Denotaremos esta probabilidad de forma abreviada por P(X = x).
La funcién masa de proababilidad es el equivalente de la frecuencia
relativa en estadistica descriptiva.

Notese que cualquier funciéon masa de probabilidad verifica las si-
guientes propiedades:

= P(z) >0, Vz e Q.

" ZP(:E) =

€

Estas dos propiedades caracterizan las funciones masa de probabili-
dad. Notese que son las mismas propiedades que tenfamos en estadistica
descriptiva para frecuencias relativas. Y en la practica, la funciéon masa
de probabilidad se aplica igual que se harfa con las frecuencias relativas.

Como habifamos dicho antes, conocida la funcién masa de probabili-
dad se puede conocer la probabilidad de cualquier suceso A sin mas que
aplicar la férmula

P(X € A) = ZP

z€A

que proviene de la propiedad de aditividad de la probabilidad. En par-
ticular, la funcion de distribuciéon se puede calcular a partir de P de la
siguiente manera:

F(z)=P(X <z)=) P(X

x; <x

Ejemplo 104. (Continuacion del ejemplo 98)

Consideremos nuevamente el ejemplo del lanzamiento de dos mone-
das y la variable X = numero de caras. Ya habiamos visto anteriormente
que X es una variable discreta pues solo toma los valores {0,1,2}. La
funcion masa de probabilidad viene dada por:

P(X =0)=

De esta forma se tiene, por ejemplo,
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P(X€{0,1})=P(X =0)+ P(X =1) = Z,

P(X>1)=P(X=1)+P(X=2)=

e~ w

6.3.2. Variables aleatorias continuas

Basicamente, una variable aleatoria continua es la que toma una
cantidad no numerable de valores*. Dicho de otra manera, es una va-
riable que no toma valores aislados, o centrandonos mas en nuestro
caso, aquellas variables que pueden tomar cualquier valor dentro de un
intervalo. Por ejemplo, la altura de los humanos adultos puede tomar
cualquier valor en [1.5, 2.5] y es, por tanto, una variable continua; el
hecho de que aproximemos las alturas a dos cifras decimales no quiere
decir que tome un nimero finito de valores, sino que se esta aproximan-
do; en realidad, todos los valores serian posibles si la precision fuese
suficientemente grande.

Desde un punto de vista matematico, la definicién es bastante mas
abstracta: se dice que una variable aleatoria X con funcién de distribu-
cion F' es absolutamente continua (o simplemente continua) si existe
una funcién no negativa f : R — R tal que para todo nimero real z, se

cumple que
_ / F(t)dt

A la funcién f se la denomina funciéon de densidad de la variable
X.

Conocida F', es posible calcular f mediante el teorema fundamental
del calculo integral, que establece que

Fi(x) = f().

Notese que por las propiedades de la funciéon de distribucion, se tiene

1= lim F(z) = lim / f(t)dt = / f(t)
T—00 T—r00

4Esta definicién de variable continua no es exacta, pero intuitivamente es mas sencilla de com-
prender. Mas adelante en esta seccién daremos la definicion matematica.
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Esta propiedad, junto a la no negatividad de f, seran las propieda-
des que nos serviran para comprobar que una funcién f es funciéon de
densidad de una variable aleatoria. Es decir, para comprobar que una
funcion f es funcion de densidad tiene que cumplirse

= f(z) >0, Vz €R.

+ [ s

Una diferencia con la funcién masa de probabilidad es que la funcion
de densidad puede superar el valor 1 en algunos valores reales, lo que
no es posible para la probabilidad.

La funcion de densidad intenta reproducir las propiedades de la fun-
cion masa de probabilidad para cardinales no numerables. Tiene préc-
ticamente las mismas propiedades, pero ahora sustituimos la suma por
la integral. La funciéon de densidad nos indica lo légico que es que la
variable tome un valor (noétese que no hablamos de la probabilidad que
toma ese valor); asi, si un valor es mas logico que otro, la funcion de
densidad sobre el primero serda mayor que sobre el segundo.

Ejemplo 105.

Sea X la variable aleatoria que consiste en escoger un numero al azar
en el intervalo (0,1). En este caso, X puede tomar cualquier valor en
el intervalo (0,1) y es una variable continua. Veamos cudl es la funcion
de densidad de esta variable. Puesto que escogemos un punto al azar,
no tenemos ninguna informacion que haga mds probable un punto sobre
otro. Esto se debe traducir en que f(t) = k, donde k es una constante
k sobre todo el intervalo (0,1). Por otra parte, los valores fuera de este
intervalo son imposibles, por lo que f(t) = 0 fuera de (0,1). Como

ademds fo tdt =1y
1
/ kdt = k,
0

se tiene k =1, y la funcion de densidad es

f(t):{(l] te(0,1)

en otro caso

La grifica de esta funcion de densidad viene dada en la figura 6.2.
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Figura 6.2. Representacion grafica de la funcién de densidad correspondiente
al ejemplo 105.

Si ahora consideramos un intervalo (a, b], se tiene que

P(X € (a,b) = P(X<b)—P(X<a)= F(a)

- [ o a1

Esto puede extenderse a cualquier suceso A :

P(X € A) = / oL
A

Por tanto, aplicando las propiedades de la integral, la probabilidad
de un suceso es el area bajo la curva f y limitada por el eje de abscisas.

Como consecuencia de este resultado, si conocemos la funciéon de
densidad de una variable continua estaremos en condiciones de hallar la
probabilidad de cualquier suceso.

Ejemplo 106. (Continuacion del ejemplo 105)
Ahora, se tiene por ejemplo:

3
13 3 1 1
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Notese que para una variable continua, la probabilidad

P(X =x) = / F(t)dt = 0.

Por tanto, la probabilidad de que se tome un valor aislado es 0, a
pesar de que este valor es posible. Esto significa que aunque P(()) = 0,
pueden existir otros sucesos con probabilidad 0 pero posibles. Este re-
sultado parece que va en contra de toda légica y que tergiversa comple-
tamente el sentido de la probabilidad. En realidad, puede justificarse de
la siguiente manera: aunque x sea una valor posible de la variable, si la
variable es continua, hay infinitos valores posibles, y como la probabili-
dad de todos ellos juntos es 1, al repartir punto a punto, esto hace que
toquen a probabilidad 0 cada uno de ellos. En realidad, F' es como una
rampa y el salto entre dos «puntos consecutivos» de la rampa es 0.

Ejemplo 107. (Continuacion del ejemplo 105)
Para este ejemplo, la figura 6.3 muestra la funcion de distribucion
de la variable aleatoria.

Figura 6.3. Representacion grafica de la funcion de distribucién correspon-
diente a la variable aleatoria del ejemplo 105.
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Como consecuencia del resultado anterior, se tiene que para variables
continuas

P((a,b]) = P(la,b]) = P((a,b)) = P([a,b)).

Notese que esto no es cierto para las variables discretas.

A modo de conclusion, incluimos en la tabla 6.1 una comparativa
de las propiedades de la funciéon masa de probabilidad y de la funcion
de densidad. Como se ha dicho anteriormente y puede verse en esa ta-
bla, la funcién masa de probabilidad y la funcién de densidad funcionan
de forma muy similar, y la diferencia entre ellas radica en que en las
expresiones para la funcion masa de probabilidad aparecen sumas mien-
tras que para las correspondientes expresiones de la funciéon de densidad
aparecen integrales.

Discretas Continuas
P(x;) >0 f(z) >0
Condiciones Z P(z)=1 / Fa)de = 1
€N R

T

F(z) F(z) =Y P(X =) F(z) = / f(t)dt

P(A) P(Xe€A) =) P(X=z)| P(XecA)= / f(t)dt

Tabla 6.1. Comparativa de las propiedades de la funciéon masa de probabi-
lidad y de la funcién de densidad: propiedades de caracterizacion, calculo de
la funcion de distribucion y calculo de probabilidades.

6.4. Esperanza y varianza de una variable
aleatoria
Como se dijo en la introduccién de este tema, el uso de variables

aleatorias nos permite pasar de espacios muestrales generales a espacios
muestrales reales, y esto permite definir muchos de los conceptos de
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estadistica descriptiva. Recuérdese que en la parte dedicada a la esta-
distica descriptiva habiamos estudiado distintas medidas que nos daban
informacion del comportamiento de la variable; sin embargo, para casi
todas ellas era necesario que la variable fuese cuantitativa. Entre todas
las medidas estudiadas, habiamos visto que las mas importantes eran la
media como medida de centralizacion y la varianza (y desviacion tipica)
como medida de dispersion. Pasemos ahora a ver las expresiones de la
media y la varianza de una variable aleatoria, aunque este proceso se
puede repetir para extender cualquiera de las medidas que se definie-
ron en el capitulo 3. Haremos el estudio por separado para variables
discretas y continuas.

6.4.1. Esperanza matematica

Dada una variable aleatoria discreta X con funcién masa de proba-
bilidad P se define su media o esperanza matematica como el valor
(si existe),

k
inP(X =x;) si Soporte(X) = {xy, ..., Xy}

p= B =4

inP(X =x;) si Soporte(X) = {x1, ..., Xp, ...}

i=1

En realidad, esta expresién recuerda mucho a la expresion de la
media en variables estadisticas, especialmente si la variable solo toma
un numero finito de valores. La diferencia radica en cambiar la frecuencia
relativa por la probabilidad. Y esto es l6gico, puesto que la probabilidad
puede verse como el limite de las frecuencias relativas cuando el tamano
de la muestra tiende a infinito. Es por ello que se llama esperanza,
pues es lo que se espera que pase si pudiésemos realizar el experimento
infinitas veces. El caso no finito no es méas que la extension natural del
caso finito cuando el soporte tiene cardinal infinito.

La media de una variable aleatoria continua X con funciéon de den-
sidad f viene dada por
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p=FEX)= /OO xf(z)d.

— 00

Esta expresion es la misma que para el caso discreto, sin més que
sustituir la suma por la integral y la funciéon masa de probabilidad por
la funcién de densidad.

Ejemplo 108. (Continuacion del ejemplo 98)
Sea la variable aleatoria del lanzamiento de las dos monedas. En este
caso,

1 1 1
EX)=0-+1-+2-=1.
(X) 4 * 2 * 4
Ejemplo 109. (Continuacion del ejemplo 105)

Sea la variable aleatoria continua considerada en la seccién anterior.

En este caso,
1 271
1
E(X) :/ xrdr = {x—} =-.
0 21, 2

La esperanza tiene la misma interpretacion que la media aritmética
en estadistica descriptiva, esto es, un valor en mitad de los valores posi-
bles que compensa diferencias por encima y por debajo. Asi, en el caso
de la variable continua, la esperanza es %, pues en caso de que todos los
valores sean igualmente 16gicos, el valor medio deberia estar en la mitad
del intervalo.

Cabe mencionar, finalmente, que la esperanza de una variable alea-
toria tiene las mismas propiedades que habiamos visto para la media
aritmética.

6.4.2. Varianza

La varianza de una variable aleatoria discreta X con funciéon masa
de probabilidad P viene dada por

V(X)=c*=E(X -p)*) = Y  (a-pPX=u)

z;€Soporte(X)
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La varianza de una variable aleatoria continua viene dada por

[e.e]

V) =0t = B((X =) = [ (o= pP (e

— 00

En ambos casos y al igual que para variables estadisticas, la varianza
puede ser calculada por

0? = E(X?) - B(X)?

donde

Z 2?P(X =x) si X discreta
E(X2) _ :cESoportggX)
/ 22 f(x)dx si X continua

oo

Ejemplo 110. (Continuacion del ejemplo 98)
Para nuestra variable discreta,

1 1 1
E(X?) = 2P(X =2;,) =0-+1= +4- =15,

Luego,

V(X)=0?=E(X?) — E(X)*=0,5.

Ejemplo 111. (Continuacion del ejemplo 105)
Para nuestra variable continua,

1
1
E(X?) :/ vidr = .
0 3
Luego,
1 1

V(X)=0*=E(X?) - BE(X)*= 1= 13

1
3

Finalmente, dada una variable aleatoria X, se define la desviacion
tipica (denotada por ¢ o D(X)) como la raiz cuadrada positiva de la
varianza. Esta medida aparece para tener una medida de la dispersion
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que tenga las mismas unidades que X. Las propiedades que habiamos
visto para la varianza y la desviacion tipica para variables estadisticas
se cumplen también en el caso de tratar con variables aleatorias.

En la tabla 6.2, se ve una comparativa de las distintas férmulas pa-
ra cada situacion. Notese nuevamente el comportamiento similar de la
frecuencia relativa en estadistica descriptiva, la funcién masa de proba-
bilidad para variables discretas y la funciéon de densidad para variables
continuas.

X o B(X) X2 0 E(X?)
k k
Descriptiva Z xz; fi Z a:l2 fi
i=1 i=1
Discretas Z xP(x) Z 2P (z)
z€Sop(X) z€Sop(X)
Continuas / xf(x)dz / 22 f (x)dx
Var(X) Var(X)
k
Descriptiva Z(ajz — X)%f; xX2-X’
i=1
Discretas Y (z—- E(X))*P(z) | B(X?) — E(X)?
z€Sop(X)
Continuas / (x — B(X))*f(x)dx | BE(X?) — E(X)?

Tabla 6.2. Comparativa de media y varianza para estadistica descriptiva,
variables discretas y variables continuas. Véanse las similitudes entre todas
las férmulas.

6.5. Ejemplos de distribuciones discretas

Veremos en este seccion algunos ejemplos de distribuciones discretas
que son sencillos y que aparecen en muchas situaciones en problemas
reales. Estos ejemplos nos serviran para ejercitar los conceptos que se
definieron en las secciones anteriores. Nos serviran también para ver
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como se deducen las funciones masa de probabilidad en varias situacio-
nes practicas. Ademés, el tratar estos casos nos permitird introducir el
concepto de parametro, que sera fundamental en la parte de inferen-
cia estadistica que veremos en los proximos capitulos. Finalmente, nos
serviran para introducir la notacién que se usa para representar esas
distribuciones.

6.5.1. Distribucion de Bernoulli

Esta variable aparece en aquellos experimentos en los que solo nos
interesa saber si ocurri6é una determinada situacién o no, o si un indivi-
duo elegido al azar tiene una determinada caracteristica o no. Si ocurrié
la caracteristica, diremos que ha pasado un ézxito, lo denotaremos por
E'y le asignaremos valor 1, mientras que en caso contrario diremos que
ha pasado un fracaso, lo denotaremos por F' y le asignaremos valor 0.
Los experimentos de este tipo, en el que solo se repite una vez y solo
nos interesa si pasa o no algo se llaman pruebas de Bernoulli.

Ejemplo 112.

Consideremos el experimento consistente en lanzar un dado y supon-
gamos que lo unico que nos interesa es saber si salio 5 o no. Entonces,
solo hay dos resultados posibles para el experimento, SI (al que le aso-
ciamos el valor 1) o NO (al que le asociamos el valor 0).

Desde un punto de vista matematico, se dice que una variable aleato-
ria discreta X tiene distribucién de Bernoulli de pardmetro p, donde
p es un valor en [0,1], si

Soporte(X) ={0,1}, P(X =1)=p, P(X =0) =1—p.

Si X tiene distribuciéon de Bernoulli de parametro p lo denotaremos
por X ~ B(p). Notese que p es la probabilidad de obtener un éxito al
realizar la prueba de Bernoulli.

Como hemos visto, p es el parametro de la distribucién. En general,
un parametro de una distribucién es un valor que necesitamos conocer
para poder determinar los valores del soporte y de probabilidad de la
distribucion. Asi, por ejemplo, para una distribuciéon de Bernoulli, el
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soporte siempre es el mismo, y la tnica diferencia entre distintas dis-
tribuciones de Bernoulli es debido a diferencias entre las probabilidades
de éxito. Por eso, el Gnico parametro de la distribucién es ese valor de

probabilidad.

Ejemplo 113. (Continuacion del ejemplo 112)

En el caso anterior, la variable sigue una distribucion B(%), puesto
que la probabilidad de obtener 5 (el éxito) es %, tal y como se ve al
aplicar la regla de Laplace.

La media y la varianza de esta variable son:
EX)=p-1+(1-p)-0=p.

EX*)=p-P+(1—p)-0®’=p =
=V(X)=EX?) -EX)*=p—p*=p(1—p).

La distribucion de Bernoulli es fundamental en el modelado de pro-
porciones, como veremos mas adelante. En concreto, p representa la
probabilidad de que pase algo o, en otras palabras, la proporcién de
individuos de la poblaciéon que tienen una caracteristica.

Ejemplo 114.

Consideremos por ejemplo la poblacion de los espanoles adultos y
consideremos el experimento que consiste en seleccionar al azar un in-
dividuo y ver st mide mds de 1,70. En este caso, nuestra variable tiene
distribucion de Bernoulli y el parametro p denota la probabilidad de que
un individuo mida mds de 1,70. Y esta probabilidad viene dada por la
proporcion de individuos con altura superior a 1,70 sin mds que apli-
car la definicion cldsica de probabilidad: todos los individuos tienen la
misma posibilidad de ser seleccionados, y viene dada por %, donde n
es el numero total de espanoles adultos; si hay r individuos con altu-
ra superior a 1,70, la probabilidad de seleccionar un individuo en estas
condiciones es . Este es el valor de p.

6.5.2. Distribucion binomial

Supongamos que se repite n veces un mismo experimento de manera
que cada repeticion se realiza independientemente de las otras. En cada
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realizacion experimental se observa si ocurre un determinado suceso, ha-
bitualmente llamado érito (E) o, si por el contrario, no ocurre tal suceso,
usualmente llamado fracaso (F'). Es decir, supongamos que realizamos n
experimentos de Bernoulli de manera independiente. Supondremos que
la probabilidad de éxito p = P(FE) se mantiene constante durante los n
experimentos. Consideremos la variable aleatoria

X = numero de éxitos obtenidos tras las n realizaciones del experi-
mento.

Una variable aleatoria X en estas condiciones se dice entonces que si-

gue una distribucién binomial de parametros n y p, y lo denotaremos
por X ~ B(n,p).

Ejemplo 115. (Continuacion del ejemplo 112)

Consideremos nuevamente el ejemplo del dado. Supongamos que lan-
zamos el dado 20 veces. La variable X = «numero de cincos obtenidosy
sigue una distribucion B(20, 3).

Veamos las caracteristicas de esta variable. En primer lugar, es claro
que el soporte es Soporte(X) = {0, ...,n}.

Veamos ahora cual es su funciéon masa de probabilidad. Es posible
comprobar aplicando lo que ya hemos visto de célculo de probabilidades
que para k € {0, ...,n}, se tiene

donde

(+)

y 0! = 1 por convenio. Veamos como deducir esta formula. En efecto, si
X =k, eso es porque ha habido k éxitos; si, por ejemplo, tenemos que
los éxitos fueron los k primeros experimentos, la probabilidad de este
resultado seria

P(EiN..NE,NFu1N..NE,) = P(Ey)--P(E)P(Fyi1) - P(F,)
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sin mas que aplicar la independencia. Sin embargo, esta es solo una
posibilidad para obtener k éxitos. En realidad, hay otras combinaciones
que llevan a k éxitos y n—k fracasos (por ejemplo, que los n—k primeros
experimentos sean fracasos y los k tltimos sean éxitos). Todas estas
combinaciones tienen la misma probabilidad (p*(1—p)™~*). Por lo tanto,
la probabilidad de que X tome el valor k sera p*(1 —p)"~* multiplicado
por el namero de posibilidades. Y el ntmero de posibilidades son el
namero de formas que hay de elegir los k£ experimentos con éxito. Este
valor es, tal y como se puede ver en el apéndice sobre combinatoria, el
namero combinatorio (Z)

En definitiva, para determinar el soporte y la funciéon masa de pro-
babilidad de una distribucién binomial necesitamos conocer el nimero
de experimentos de Bernoulli para conocer el soporte (es el parametro
n) y ademés el valor de la probabilidad de éxito para determinar los
distintos valores de probabilidad (es el parametro p).

Como caso particular de la distribuciéon binomial, si X sigue distri-
bucién de Bernoulli B(p), entonces X sigue una distribuciéon binomial
B(1,p).

Ademés, por la construccion de la variable binomial, sabemos que si
X ~ B(n,p), entonces X puede escribirse de la forma

X=X +.+X,,

donde X; ~ B(p), Vi = 1, ..., p independientes entre si. En realidad, X
representa el resultado de la i-ésima repeticion del experimento, obser-
vandose si hubo éxito o no. Por eso, la asignacion de los valores 1 y 0
para éxito y fracaso en la distribuciéon de Bernoulli no son arbitrarios y
no pueden cambiarse.

Esta forma de escribir una variable binomial como suma de variables

de Bernoulli nos permite calcular facilmente la media y la varianza de
X:

EX)=EXi+..+X,) =EXq)+ ..+ EX,) =p+..+p=np.

V(X) = V(IXi+..+ X)) =V(X)+ ... + V(X,)
= p(l—p)+..+p(1—p)=np(l—p).
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6.5.3. Distribucion de Poisson

Esta variable aparece cuando se estd midiendo el niimero de veces
que pasa algo por unidad de medida. Por ejemplo, es la variable que se
aplica para medir el nimero de llamadas por hora a una centralita, el
numero de bacterias por centimetro cubico de agua, etc.

Desde un punto de vista matemético, una variable aleatoria X tiene
distribucién de Poisson de parametro A (donde A es un nimero real
positivo) y lo denotaremos X ~ P(A) si su soporte y su funcion masa
de probabilidad vienen dados por

)\kz
Soporte(X) ={0,1,..}, P(X =k) = e_’\ﬁ, k=0,1,...

Veamos como deducir esta expresion. Supongamos que queremos
saber el nimero de llamadas a una centralita en una hora. Esto se puede
aproximar de la siguiente manera: dividimos la hora en dos partes de
media hora cada una y vemos si hay alguna llamada en cada una de
ellas o no. Esto sigue una distribuciéon binomial de parametros B(2, ps).
Pero notese que podria ocurrir que tuviésemos dos llamadas en alguno
de estos dos tramos, y entonces no saldria el valor que nos interesa.
Para conseguir una mejor aproximaciéon, también podemos dividir la
hora en cuatro partes y entonces considerar una distribucién binomial
de parametros B(4, ps). Aqui, ps es més pequeno que ps porque mide la
ocurrencia de algin éxito en menor tiempo. Y asi sucesivamente. Al final
tenemos un ntmero de partes n que es muy grande (tiende a infinito) y
pn, muy pequeno (tiende a 0). Si np,, se aproxima a A, entonces

, , n k n—=k —)\)\k
POk =l | Jen(l=pn)™ " =g
pn—0 pn—0
npn—A nPpp—rA

Como en los otros casos, para diferenciar entre distintas distribucio-
nes de Poisson basta conocer el valor de A. Por eso esta distribucion solo
tiene un parametro.

Notese que en este caso el dominio tiene infinitos valores posibles.
A pesar de ello esta variable es discreta, pues toma valores aislados (en
realidad porque toma una cantidad infinita numerable de valores).
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Puede comprobarse sumando las correspondientes series matemati-
cas que

E(X) =\ V(X) =\

Para recordar estas expresiones, pude ser 1til comparar estos valores
con los correspondientes de la distribuciéon binomial. La esperanza de
la distribucién binomial es np, y sabemos que np tiende a A en el caso
de la distribucion de Poisson. La varianza de la binomial era np(1 — p),
pero np tiende a A\ y (1 — p) tiende a 1.

Ejemplo 116.

Supongamos que un teléfono de reclamaciones recibe una media de 3
llamadas por minuto. Entonces, la variable X = numero de llamadas por
minuto sigue una distribucion P(3), pues el pardmetro de la distribucion
coincide con su media.

6.6. Distribuciones continuas

Veamos ahora algunos ejemplos de distribuciones continuas. Seguire-
mos el mismo proceso que en el caso discreto, estudiando las situaciones
en las que aparecen estas distribuciones y sus caracteristicas (soporte y
funcion de densidad) de cada una de ellas. Veremos también los paré-
metros de cada una de ellas. Pero antes de empezar hay que tener en
cuenta dos cosas:

= Aunque establezcamos que una distribucién aparece en una de-
terminada situacion, en muchas ocasiones otras familias de distri-
buciones son vaidas para representar ese experimento. Es decir,
dado un problema concreto, no podemos asignar directamente la
distribucion.

= En la seccién anterior hemos deducido las distintas funciones ma-
sa de probabilidad. Sin embargo, esto no es tan sencillo para la
funcién de densidad, con lo que nos limitaremos a escribirla y no
haremos su deduccién.
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6.6.1. Distribucion uniforme

Una variable aleatoria X se dice que tiene distribucién uniforme
de pardmetros a y b con a < b si su funciéon de densidad viene dada por:

f(x):{ - si z€(a,b)

0 en otro caso

Denotaremos la distribucion uniforme en (a, b) por U(a, b). La distri-
bucién uniforme representa la ignorancia total sobre el experimento, en
el sentido de que solo se sabe que se ha obtenido un valor en el interva-
lo (a,b), sin que podamos dar ninguna informaciéon adicional sobre qué
valor puede haber salido. Por ello, no podemos asignar una densidad
mayor a un punto del intervalo que a otro y esto conlleva que la funciéon
de densidad sea la misma para todos los puntos del dominio. Noétese
que para conocer el soporte y la funciéon de densidad de una distribu-
cion uniforme basta conocer el intervalo en el que esta palicada. Por eso,
los parametros de la distribucién son precisamente los extremos de ese
intervalo.

La grafica de esta funcion de densidad viene dada en la figura 6.4.

()

‘p

T
IS

Figura 6.4. Representacion grafica de la funcién de densidad de una distri-
bucion U(a, b).

Como era de esperar, se tiene que E(X) = HT“, que coincide con
el punto medio del segmento (a,b). Esto es facil de justificar intuitiva-
mente, pues todos los puntos del intervalo son igualmente 16gicos (como
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puede verse en la representacion grafica de la funcion de densidad) y este
punto es el que compensa diferencias por encima y por debajo. Veamos
el calculo mateméatico de dicha esperanza.

b

b 2
E(X):/mldx:x— !

b—a 2b—a],
v —=a®  (bta)(b—a) b+a
- 2b—a)  20b—a) 2

Pasamos ahora a calcular la varianza de esta distribucion.

b 1 @1 1" B-d

(X%) /axb—adx 3b—a], 3(0b-a)
(b—a)(b®+ba+a*)  b*+ba+ a?
3(b—a) B 3 '

Como V(X) = E(X?) — E(X)?, se tiene

b>+b 2 b 2
ViX) = +ba+a®  (b+a)

3 4
AV +ba+a?) = 3(b* + 2ab + a?)
N 12
B (b—a)?
N 12

6.6.2. Distribuciéon exponencial

La variable exponencial aparece cuando hay un proceso de Poisson
y queremos estudiar el tiempo que transcurre entre dos ocurrencias con-
secutivas de un suceso. Es decir, la distribucién exponencial se puede
definir como el tiempo que transcurre entre dos eventos consecutivos de
una distribuciéon de Poisson. En la practica se utiliza para medir el tiem-
po de vida de una persona, el tiempo antes de que falle una maquina,
etc.
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Ejemplo 117.

Supongamos que el nimero de llamadas por hora a una centralita
de teléfono sigue distribucion de Poisson. Entonces, el tiempo entre dos
llamadas consecutivas sigue distribucion exponencial.

Desde un punto de vista matematico, se dice que X tiene distribucién
exponencial de parametro A (con A > 0) si su funcioén de densidad es:

—Az 1X
f(m):{)\e six >0

0 en otro caso

Denotaremos la distribucion exponencial de parametro A por Exp(A).
La grafica de la funciéon de densidad puede verse en la figura 6.5.

Figura 6.5. Representacion grafica de la funcién de densidad de una distri-
bucion Exp(N).

Notese que para conocer una distribucidén exponencial, el dominio
es siempre el mismo y lo que diferencia a distintas distribuciones expo-
nenciales es el valor A\ que aparece en la funciéon de densidad. Por eso
esta distribucion solo tiene un pardmetro. Veamos ahora cuéles son los
valores de la media y la varianza de esta distribucion:

E(X) = / zhe Mdr = —ze ] +/ e Ndr — 0— | = 21
0 *Jo A 0o A
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Por tanto, cuanto mayor sea A menos tiempo de vida esperado y

mas rapido es de esperar que ocurra el suceso. Pasamos ahora a calcular
E(X?).

fe’e) - 00 9
E(X2) :/ x?)\e )\xdx _1,26—)\50}0 _|_/ 2xe—)\xdx _ ﬁ
0 0
Luego
2 1 1
V(X)= B(Y}) = B(X)) = - 5 = 5

6.6.3. Distribucion normal

Esta distribucion es sin duda la més importante de todas las distri-
buciones. Es una distribucién que aparecera casi siempre en los capitulos
posteriores de inferencia paramétrica. La distribucion normal se utiliza
ademés para aproximar muchos fenémenos aleatorios como por ejemplo
alturas, pesos, etc. No obstante, no hay condiciones en las que poda-
mos asegurar que un fenémeno concreto siga distribucién normal, con
lo que deberemos conocerlo por estudios anteriores o comprobarlo en
cada caso.

Una variable aleatoria se dice que tiene distribucién normal de
parametros gy o, con o > 0 si su funcién de densidad viene dada por

1 1 (@—w?
e 2 2 xrel

fz) =

oV 2T

Entonces, para determinar una distribuciéon normal solo tenemos que
fijarnos en la funcién de densidad, puesto que el dominio es toda la rec-
ta real para cualquier normal. Para determinar la funcién de densidad,
necesitamos conocer los valores de p y o, por lo que estos son los pa-
rametros de la distribuciéon normal. Asi, denotaremos la distribucién
normal por N (u, o).

Su representacion gréafica puede verse en la figura 6.6.

La funciéon de densidad de la distribuciéon normal es simétrica res-
pecto al parametro pu; esto es muy tutil a la hora de calcular valores de
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L

Figura 6.6. Representacion grafica de la funciéon de densidad de una distri-
bucion N (p, o).

probabilidad de esta distribucién. Por otra parte, tiene forma de cam-
pana (de hecho, esta distribucién es también conocida como campana
de Gauss).

Debido a la simetria, es claro que F(X) = p, pues el punto de sime-
tria compensa diferencias por encima y por debajo. Esto también puede
verse calculando directamente la integral. Ademéas, puede comprobarse

integrando por partes que V(X) = o2 :

o0 1 1 (e—p)?
V(X) = / (z — p)? e 2 dy

e’} 2ro
1 @=p? ] o 1 (@=p)?
= —o’(z—p) eIt } +/ o’ e 3 d
2wo oo —oo  V2mo
= 0+0%

En resumen, el valor de p nos dice el punto en que se alcanza el maxi-
mo de la funcién de densidad y ¢ nos indica si este pico es muy apuntado
o no; valores grandes de ¢ implican poco apuntamiento, mientras que
valores pequenos de ¢ implican mucha concentracién de probabilidad
alrededor de v y, por tanto, un pico de la campana de Gauss muy pro-
nunciado en el punto medio de la distribucién.
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La funcién de densidad de la distribuciéon normal no puede ser inte-
grada mediante métodos matematicos elementales y hay que recurrir a
métodos numéricos para aproximar los diferentes valores de probabili-
dad. Sin embargo, existen tablas a partir de las cuales pueden obtenerse
valores aproximados para la distribucion N (0,1). Esta distribucion se
conoce como normal estandar y se denota por la letra Z. La tabla con
los valores de probabilidad de la distribuciéon normal estandar aparecen
en la tabla B.1 del apéndice B. Denotaremos por z, con a € (0, 1) el
valor tal que

P(Z > z,) = a.

Por ejemplo, a partir de la tabla B.1 zy 025 = 1,96. Esta notacion
serd muy importante para comprender las formulas que aparecen en los
capitulos posteriores.

Veamos algunas propiedades de la distribucién normal.

» Si X ~ N(u,o0), entonces aX + b~ N(apu+ b,|alo).

En este resultado, lo tinico novedoso es que si X sigue distribucion
normal, también lo hace a X +b, pues los valores de los parametros
pueden obtenerse aplicando las propiedades vistas anteriormente
para la media y la desviacion tipica.

En particular, si tenemos una distribucion N (u, o), para poder
calcular sus valores de probabilidad tendremos que pasar a una
distribucion A(0,1). Esto se consigue aplicando que

X n N(po) = = a0 )

proceso que se conoce con el nombre de tipificacion. Por ello, a
la distribuciéon normal estandar se le llama también distribucion
normal tipificada.

Ejemplo 118.

Supongamos que X ~ N (4,2) y que queremos hallar la probabili-
dad de que X < 8. En este caso

— P(N(0,1) < 2) = 0,0228.

P(X§8):P(X_4<8_4)

2 = 2
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w Si X ~ N(up,01) e Y ~ N(ug,02), siendo estas variables inde-
pendientes, entonces

o X +Y ~N(p + pi2,\/0} + 03)
o X —Y ~ N(u — pa,\/0i +03).

En estos resultados es necesaria la independencia entre las varia-
bles. Si esta condiciéon no se tiene, el resultado es falso. Hay que
tener cuidado en la férmula de la diferencia, pues las varianzas
se suman; noétese que si se restasen, podriamos obtener valores
negativos para la varianza, lo que seria imposible.

6.7. Distribuciones derivadas de la normal

Asociadas a la distribucién normal tenemos otras tres distribuciones
continuas, que veremos brevemente a continuacion. Estas distribuciones
estan tabuladas y su uso se reducira a la parte de inferencia estadistica,
por lo que no necesitamos conocer muchos detalles de las mismas.

6.7.1. Distribuciéon x> de Pearson

Esta distribucion esté asociada a la distribuciéon normal porque la
distribucién x? es la distribucion de una normal estdndar al cuadra-
do. En general, dadas X7, ..., X, variables aleatorias normales estandar
independientes entre si, diremos que la variable

Y =X{+.+X]

sigue una distribuciéon 2. En consecuencia, la distribucién x? solo toma
valores positivos. Depende de un parametro llamado grados de libertad,
que es el nimero de variables normales consideradas en la definicion, por
lo que usaremos la notacién X ~ 2, donde n son sus grados de libertad.
Los grados de libertad son un ntimero entero positivo®. La grafica de su
funcién de densidad puede verse en la figura 6.7.

5 . . " .
°Los grados de libertad pueden tomar cualquier valor positivo, no necesariamente entero, pero
nosotros siempre aproximaremos al valor entero mas cercano.
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Figura 6.7. Representacion gréfica de la funcién de densidad de una distri-
bucion x2.

Al igual que con la distribuciéon normal, los valores de probabilidad
de la distribucién x2 estan tabulados, por lo que no necesitaremos cono-
cer su funcion de densidad (que es bastante complicada) para calcular
sus valores de probabilidad. La tabla correspondiente a la distribucion
x* se incluye en el apéndice B, tabla B.2. Denotaremos por xa., con

a € (0,1) el valor tal que

P(X2 > xio) = .

Por ejemplo, a partir de la tabla B.2, x% 905 = 16,01.

6.7.2. Distribucion t de Student

Esta distribucion® proviene del cociente entre una normal estandar
y la raiz cuadrada de una x? dividida por sus grados de libertad, siendo
estas variables independientes. Es decir, dada X; ~ N(0,1), Xy ~ x2
independientes entre si, entonces
X1

B \/Xg/n’

6Esta distribucién fue desarrollada por W. Gosset, pero utilizaba este pseudénimo porque su
empresa (una cervecera) no le permitia realizar estos estudios.
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sigue una distribucion t. Esta distribuciéon es muy similar a la distribu-
cién normal tipificada y de hecho es simétrica respecto a 0. Se diferencia
en que las colas de la distribucion ¢ estan ligeramente mas elevadas. La
grafica de su funcién de densidad puede verse en la figura 6.8

Figura 6.8. Representacion grafica de la funcién de densidad de una distri-
bucién t¢.

La distribuciéon ¢ depende de un parametro n llamado grados de [i-
bertad que coincide con los grados de libertad de la distribucién x? que
aparece en su definicion. Asi, usaremos la notacién Y ~ t,. Como ocu-
rria anteriormente, los valores de probabilidad de la distribucion ¢ estan
tabulados, por lo que no es necesario conocer su funciéon de densidad
para calcular sus valores de probabilidad. La tabla correspondiente a la
distribucion ¢ se incluye en el apéndice B, tabla B.3. Denotaremos por
tna con a € (0,1) el valor tal que

Pty > tna) = o
Por ejemplo, a partir de la tabla B.3, t7.0.025 = 2,365.

6.7.3. Distribucion F de Snedecor

Esta distribucion proviene del cociente de dos distribuciones in-
dependientes y? entre sus grados de libertad. En otras palabras, si
X1 ~ X2, Xy ~ x2, independientes entre sf, entonces
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. Xl/n
n Xg/m

sigue una distribucién F. Al igual que la distribucion 2, la distribucion
I solo toma valores positivos. Depende de dos parametros, m,n que
toman valores enteros y que coinciden con los grados de libertad de las
distribuciones x? que aparecen en su definicién. Por lo tanto, usaremos
la notacién Y ~ F,, ,,. La grafica de su funcién de densidad puede verse
en la figura 6.9.

Y

Figura 6.9. Representaciéon gréfica de la funcién de densidad de una distri-
bucién F.

Como ocurria anteriormente, los valores de probabilidad de la distri-
bucién F' estan tabulados, por lo que no es necesario conocer su funciéon
de densidad para calcular sus valores de probabilidad. La tabla corres-
pondiente a la distribucion F' se incluye en el apéndice B, tabla B.4.
Denotaremos por F,, .. con « € (0,1) el valor tal que

P(me;a > me;a) = Q.

Por ejemplo, a partir de la tabla B.4 Fj 7,005 = 4,35.

Finalmente, esta distribucion tiene la propiedad de que si X ~ F,, ,,,
entonces se cumple que % ~ I, n, propiedad que se utiliza para mirar
los valores en las tablas. Por ejemplo, si queremos hallar F7 5. 95 tenemos

que proceder de la siguiente manera:
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1 1
= P > = 0,05.
(F7,3 o F773;o795)

Por lo tanto,

1 1
Fraoon = F37.005 = 4,35 = F73095 = 135 = 0,23.

6.8. Teorema central del limite

En esta seccion veremos el que tal vez es el resultado mas importan-
te de la estadistica. Para comprender el alcance del teorema central del
limite” debemos tener en cuenta que la distribuciéon de una combinacion
de variables es un problema que puede ser complicado; por ejemplo, se
puede ver que la suma de dos distribuciones binomiales independientes
con el mismo valor del parametro p sigue una distribucién binomial; sin
embargo, la diferencia de distribuciones binomiales no sigue una dis-
tribuciéon binomial. De la misma forma, el producto de una binomial
por una constante no sigue distribucién binomial. Esto sucede para la
mayor parte de las distribuciones de probabilidad y se complica si con-
sideramos tres, cuatro distribuciones, etc. El teorema central del limite
nos permitira hallar estas distribuciones de probabilidad de forma apro-
ximada, incluso cuando el numero de variables involucradas sea muy
grande. Este resultado es el que justifica que la distribuciéon normal sea
la que mas aparece en situaciones practicas.

6.8.1. Distribucion de sumas de normales

Ya hemos visto en la seccion de variables aleatorias continuas que la
suma y la diferencia de distribuciones normales sigue una distribucion
normal; también sigue una distribuciéon normal el producto de una cons-
tante por una distribuciéon normal y la suma de una constante y una
distribuciéon normal. Por otra parte, los parametros que determinan una

7Aunque en realidad deberiamos llamarlo teorema del limite central.
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distribucién normal son la media y la desviacion tipica (o la varianza).
Si juntamos entonces todos estos resultados se obtiene:

Teorema 1.
Sean X1, ..., X,, distribuciones normales, X; ~ N (u;,0;) y sean unas

n
constantes ay, ..., a,. Entonces, la variable X = E a; X; sigue una dis-
i=1

tribucion N (u, o) donde

W=aiur + ... + aplin.
o? = Z alo? + Z 2a;a;Cov(X;, X;).

i=1 i<j

El problema que tiene este resultado es que necesitamos conocer
las covarianzas entre las variables. Sin embargo, en muchas situaciones
practicas tenemos variables que son independientes entre si. Esto es por
ejemplo lo que nos va a pasar en la parte de la inferencia estadistica.
En este caso tenemos el siguiente corolario:

Teorema 2.
Sean X1, ..., X,, distribuciones normales independientes entre si, X; ~
n

N (s, 03) y sean ay, ..., a, constantes. Entonces, la variable X = Z a; X;
i=1
sigue una distribucion N'(u, o) donde

n=aip + ... + apiy.
o? = Z alo?.
i=1
Ejemplo 119.

Se construye una pieza a partir de otras tres piezas X1, Xo, X3. Pos-
teriormente se corta una parte de la pieza total Xy de forma que la
pieza final no incluye este trozo. Si las secciones se distribuyen X; ~
N(2,0.02), Xy ~ N (2.4, 0.25), X3 ~ N (2.1, 0.05) y X4 ~ N(1,0.01),
determinar la proporcion de piezas con una longitud superior a los 6
cm.
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Veamos como resolver este problema. Ndotese que necesitamos cono-
cer la distribucion de la pieza final, que denotaremos por X. Como esta-
mos con distribuciones normales, se tiene que X = X1+ Xo+ X3 — X4
sigue distribucion normal por los resultados anteriores. Tenemos que
hallar los pardmetros, que nuevamente por los resultados anteriores y
aplicando que las longitudes de cada pieza son independientes entre si,
son:

p o= 1.6+2/+25—1=2523,
— V0.0 + 0.2+ 0.0 + 0.01> = 0.256.

Por lo tanto,

P(N(5.3, 0.256) > 6) = P(N(0,1) > 2.79) = 0.0032.

6.8.2. El teorema central del limite

En la seccién anterior hemos visto como calcular la distribuciéon de
sumas y restas de distribuciones normales. Sin embargo, en muchas oca-
siones no podemos afirmar que todas las distribuciones consideradas
sean normales y esto hace que no podamos aplicar los resultados an-
teriores. Es aqui donde entra en funcionamiento el teorema central del
limite, que nos da la distribucién aproximada de cualquier combinaciéon
de variables aleatorias independientes entre si. Daremos aqui una versiéon
simplificada de este resultado mas orientada a la préactica y que permite
evitar el estudio de resultados de convergencia de variables aleatorias.

Teorema 3. (Teorema central del limite)

Sean { X1, ..., Xy, ...} una sucesion de variables aleatorias indepen-
dientes con medias ., y varianzas o2 respectivamente. Entonces, se tie-
ne que

Z X — Z M
i=1 i=1

n
2
2o
i=1

— N(0,1).
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Este resultado parece muy abstracto. Veamos las conclusiones que
se pueden extraer.

= Lo primero que nos dice es que si tenemos una sucesion de varia-
bles aleatorias, la distribuciéon de la suma sigue en el limite una
distribuciéon normal, sin importar la distribucién de las variables
consideradas (podrian ser incluso discretas) ni que estas distribu-
ciones no sean iguales. En otras palabras, nos dice que si tenemos
una variable aleatoria que es suma de muchas variables, entonces
sigue aproximadamente una distribuciéon normal. Esto es lo que
hace que la distribuciéon normal sea tan comin, ya que cualquier
variable que dependa de muchos factores sigue aproximadamente
una distribucién normal. Asi, variables como la altura o el peso
de una persona siguen una distribucion normal porque los valores
de esas variables dependen de muchos factores (genética, alimen-
tacion, estilo de vida...).

= Por la propia definicion de limite, esto implica que a partir de
un numero n suficientemente grande, la suma ya estara suficiente-
mente cerca de la distribuciéon normal como para que la podamos
considerar normal sin cometer un grave error; claro esta, este va-
lor n es desconocido, pero simulaciones han permitido tomar el
valor n = 30 como suficientemente grande en muchas situaciones
practicas.

» Por otra parte, notese que la variable considerada en el teorema
central del limite es una normal tipificada; por ello, si tenemos un
numero finito de variables se tiene que podemos considerar

» En muchos problemas estaremos en la situacion de un experimento
que se repite muchas veces y se nos pregunta por la variable media
muestral; supongamos que en cada experimento la media es pu y
la desviacién tipica es o. Por el punto anterior tenemos que
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n

Sao
S )

Volveremos a hablar de este resultado méas adelante.

Veamos un ejemplo de como se aplica este resultado, de forma que se
pueda ver la enorme simplificaciéon que supone para resolver problemas
en los que intervienen muchas variables aleatorias.

Ejemplo 120.

Se ha estimado que la demanda de energia eléctrica en una zona es
una variable aleatoria de media 10 y desviacion tipica 2.5.

» ;Cudl es la probabilidad de que en un periodo de 30 dias se de-
mande menos de 1907

= St para simplificar suponemos que las facturas vienen en bloques de
30 dias (que coinciden mds o menos con los meses), ;qué cantidad
es demandada al menos el 20% de las veces?

» ;Cudl es la probabilidad de que durante 12 periodos la demanda
sea superior a 2807

En este problema, la demanda en cada periodo es la suma de las de-
mandas de cada uno de los dias. Llamaremos X; a la demanda en el dia
1; ademds, todas estas variables son independientes entre si. Aplicando
ahora el teorema central del limite se tiene que la demanda en el pe-
riodo, que denotaremos por Y, sigue aproximadamente una distribucion
normal de pardametros

py = fix, + o+ fxg, = 300,05 = a§<l + .. +a§(30 = 6.25x 30 = 187.5.
Notese que para consequir este resultado no necesitamos conocer la

distribucion de la demanda en cada dia, tan solo su media y su varianza.
Por lo tanto, ahora podemos concluir que
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P(Y < 190) = P(N(300, 15.7) < 190) = P(N(0,1) < -8.03) = 0.

En el segundo apartado nos piden el percentil 20 de la distribucion;
entonces,

Poy —
P(N(300, 13.7) < Py) = 0.2 P (N(o, ) < 017300) y

300 — Py
P N ———| =0.6.
& (/\/(0, )< ) 0.8

Por las tablas de la normal se obtiene
300 — Py

13.7

Finalmente, sea Z = numero de periodos con demanda superior a
280. FEsta variable sigue una distribucion B(12,p), donde p es la pro-

Pl S0 e RIRER ittty W bl g superior o 280.

= 0.8/ < Py = 288.492.

p= P >280) = P(N(300,13.7) > 280)
P(N(0,1) > -1.46)
= 0.9279.

Ahora nos piden la probabilidad de que Z = 12, que es segun la
funcion masa de probabilidad de la binomial

P(B(12,0.9279) = 12) = 0.9279"* = 0.41.

6.8.3. Aproximacion normal de la distribucién
binomial

Vamos ahora a ver otra consecuencia del teorema central del limi-
te. Supongamos que tenemos una distribucion binomial X ~ B(n,p)
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donde n es grande. Entonces, ya conocemos que su funciéon masa de
probabilidad es

P(X =k) = (Z)pk(l )k k=0,..,n.

Si nos piden ahora una probabilidad concreta de esta distribucion
tendriamos que calcular los correspondientes ntimeros combinatorios y
esto puede ser imposible si n es grande (y ya 100 es un valor muy grande
para estos numeros combinatorios). Por otra parte, ya hemos visto que
la distribucién binomial X puede escribirse como

X = zn:XZ,
i=1

donde X; ~ B(p) independientes entre si. En definitiva, se tiene que X
es una suma de variables y podemos entonces aplicar el teorema central
del limite para concluir que la distribucién de X se puede aproximar
por

Ademas, como todas las variables X; tienen la misma distribucion
se tiene que

wi =p, o =p(l —p),

con lo que

X ~N<np, np(1 —p)>,

que son precisamente la media y la varianza de X. Este resultado se
conoce como la aproximacion normal de la binomial.

Ejemplo 121.
Sea una variable X ~ B(100, 0.4). Vamos a calcular P(X € [35,45]).
Por lo dicho anteriormente, podemos aproxzimar la distribucion de X por

una N'(40,/24).
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P(X € [34,45]) = P(N(40,v/24) € [35,45])
P(N(0,1) € [-1.02, 1.02))
= 0.6922.

Notese que estamos aproximando una variable discreta por una con-
tinua. Entonces, si nos piden la probabilidad de un valor concreto, la
aproximacion seria 0 por ser una variable continua; por otra parte, este
valor es necesariamente positivo sin la aproximacion, pues pertenece al
dominio de la variable. Para evitar esta contradiccion, el valor ¢ de X
se identifica con el intervalo [i — 1/2,i + 1/2]. La idea de esto es repar-
tir la probabilidad del intervalo [i,7 + 1], que en la distribucién normal
tiene valor positivo, entre los dos valores que realmente pueden ocurrir
en la binomial, que son 7 e i + 1. Y lo que se hace es entonces asignar
[i,i+0,5] aiy [i+0,5,i+ 1] ai+ 1. Esto se conoce como la correccion
por continuidad y puede verse la idea de esta aproximacion en la figura
6.10.

Figura 6.10. Idea intuitiva de la correccién por continuidad de una variable
binomial por una distribucién normal.

Ejemplo 122. (Continuacion del ejemplo 121)
Aplicando correccion por continuidad
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P(X €[34.5,45.5) = P(N(40,v24) € [34.5,45.5])
= P(N(0,1) € [-1.12, 1.19))
= 0.7372.

Notese que nos ha salido una probabilidad parecida a la del ejemplo
121, a pesar de que tenemos una binomial con un pardmetro n que no
es excesivamente grande.

Esto que se ha hecho para la binomial se puede aplicar también a la
distribucion de Poisson, pues ya hemos visto que se puede poner como
limite de una suma de binomiales. Asi, si X ~ P()\), desarrollando
como se hizo para la binomial, se puede ver que podemos aproximar la
distribucion anterior por X ~ N (X, v/A).





