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RESUMEN

La motivacién de este trabajo ha partido de un hecho experimental, acopla-
miento de la vibracién de una cuerda de guitarra en otra anudada a la anterior.
Se trata de un modelo delicado que involucra la Teoria de Elasticidad y las
Inecuaciones Variacionales. Para este primer acercamiento se han considerado
unicamente las vibraciones de una cuerda que parte del reposo mecanico y es
forzada unicamente en un extremo. No se ha encontrado en la literatura una
presentacion del problema que nos ocupa, por lo que nos hemos detenido en el
estudio de sus soluciones. El trabajo se divide en dos partes en las que respec-
tivamente se abordan los problemas continuos y discretos. No se ha buscado el
marco funcional mas amplio, salvo en contados comentarios, limitando esencial-
mente a la obtencion de soluciones clasicas. En el estudio del modelo continuo
de evolucién se obtiene un Principio de Conservacion de la Energia, del que de-
ducimos, entre otras consecuencias, la unicidad de soluciones con energia finita.
Un marco funcional mas amplio hubiera permitido la resolucién de un problema
abstracto de Cauchy mediante una variante del Teorema de Hille-Yosida. En
su lugar, se maneja el constructivo metodo de separacion de variables. Se ha
comenzado con un estudio detallado del modelo sin forzamiento o de vibraciones
libres, deteniendonos en la obtencién de soluciones clésicas hasta la frontera o en
cualquier subconjunto compacto interior. En el siguiente capitulo se han estudi-
ado las vibraciones producidas por un unico forzamiento en el extremo derecho
de la cuerda, partiendo de un estado inicial nulo. Mediante un cambio de vari-
ables se ha pasado el forzamiento a la ecuacion. Al tratarse de un problema no
ho- mogeneo, se ha usado el Principio de Duhamel para abordarle mediante la
acumulacion de familia de soluciones de problemas homogeneos, vibraciones li-
bres. Se ha ilustrado esta aproximacion con dos tipos de forzamientos: parabol-
icos y armonicos en las que la eventual coincidencia de su frecuencia con las
naturales de vibracion pueden producir el efecto de resonancia en frecuencia. El
tratamiento numérico del modelo de evolucién se ha basado en el estudio detal-
lado del esquema centrado en diferencias finitas en el que intervienen operadores
de segundo orden tanto temporal como espacial, lo que lleva a considerar, en
primer lugar, solo al problema de valor inicial, despreocupandonos, de momento,
de las condiciones de contorno. Para este esquema se ha usado el metodo de
reduccién de etapa sobre el que se presenta la version adecuada del Teorema
de Equivalencia y la nocién ajustada de consistencia y estabilidad. Para esta
ultima, por su profundidad, se ha usado el Anélisis de von Neumann. El marco
funcional empleado es el de las sucesiones de cuadrado sumable 2. Un fino uso
de este tipo de sucesiones permite incluir la clase que comprende la considera-
cion del comportamiento asociado a las condiciones de forzamiento. Sobre dicha
clase se obtiene la representacion vectorial, en dimension finita, del esquema que
tiene en cuenta no solo a la ecuacién en derivadas parciales sino también a las
condiciones de contorno asociadas. Ademads, sirve la restriccion de estabilidad



obtenida para el problema de valor inicial. Realizamos la simulacion numérica
y animacién grafica de vibraciones bajo forzamientos parabdlicos y armoénicos
mediante sencillos scripts de Matlab. Finalmente, se ha incluido un apéndice
en el que se han recogido algunos resultado usados cuya lectura separada no de-
tiene la exposicion del trabajo. También se incorpora una pequena bibliografia
contemplada

Palabras Clave

Ecuaciones diferenciales, Simulacién, arménicos






Parte I

El modelo continuo






Capitulo 1

Vibraciones libres

1.1. Vibraciones libres

El problema que nos ocupa en este capitulo es de contorno y valor inicial

Ut — Uy =0 en |0, 1[x]0, o],
u(0,t) =0, u(l,t) =0, t>0, (1.1)
u(+,0) = up, w(-,0) =uy en [0, 1],

sobre el que suponemos las condiciones de compatibilidad

{ up(0) = u(0,0) =0, ug(l) = u(1,0) =0,

wr(0) = 1g(0,0) = 0, w1 (1) = (1, 0) = 0, 1.2)

al buscar soluciones continuas hasta el borde.

Se trata del modelo matemdtico sin ninguna accién ajena al intrinseco fenémeno de propagacion,
mas allad del estado inicial con el que parte la cuerda vibrante. Tal fendmeno de propagacién suele ser
calificado como vibraciones libres.

Existen varios métodos para estudiar el problema desde el punto de vista teérico. Por la naturaleza
de este trabajo, nos limitaremos al estudio de soluciones cldsicas. Comenzamos obteniendo unicidad en
la clase de soluciones que tienen energia finita. Manteniéndonos en ella, la existencia se puede acometer
de varia formas. Aqui usaremos el conocido método de separacion de variables.

1.2. Conservacion de la energia. Unicidad

Detengdmos, por un momento, en una funcién w € C2(]0, 1[x]0, oo[) UC([0, 1] x]0, oc) satisfacien-
do las condiciones homogéneas de contorno

w(0,t) =0=w(1,t), t>0.

Se verificara también w(0,t) = 0 = w(1,t), t > 0y conello

=0
1 — 1 1d 1 )
/ WepWidT = wxwt’x:()_/ WeWipdT = _2dt/ (wx) dz
0 0 0

deduciéndose

energia cinética  energia potencial
7\

1 d 1 1 9 1 1 9
/0 (W — Wey) wWidx = pn 2/0 (wt) d:r—|—2/0 (ww) dx |.
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Teorema 1.1 (Conservacion de la energia) Para cualquier funcion regular verificando

Wy — Wey =0 en |0, 1[x]0, oo,
w(0,t) =0=w(1,t) =0, t>0,

la energia mecdnica
1 [t 9 1 /1 ;
Et) =5 [ (wx,t))de+ < | (welz,t)) de
2 Jo 2 /o
permanece constante. Por tanto, satisface en cualquier instante t > 0 la igualdad

1 1 . 1
;/0 (un(e,0) do + ;/0 (ws(a )" = ;/0 (wi(,0))*dz + ;/0 (wa(x, 0))da.

Corolario 1.1 En la clase de funciones con energia finita, el problema de contorno y valor inicial

Utt — Ugz = f en]O,l[X]O,oo[,
u(0,t) = a(t), u(l,t) =p(t), t>0,
u(+,0) = ug, u(-,0) = uy (estado inicial).

admite a lo sumo una vnica solucion.

DEMOSTRACION. Sean u; y us dos eventuales soluciones. Entonces por el Teorema 1.1, la funcién
w = w1 — ug verifica, para cadat > 0,

1 1
;/0 (wt(x,t))2d$+;/0 (wm(l‘,t))de:O

de donde las condiciones de contorno y valor inicial llevan a

0=w(z,t) = (ug —u2)(x,t), 0<xz<1,¢t>0.

1.3. Existencia de soluciones. Método de separacion de variables

Fijemos ahora la atencién en la busqueda de soluciones clésicas del problema de las vibraciones
libres (1.1), sujetas a la condicién de compatibilidad (1.2).

La geometria del dominio de evolucion, [0, 1] x [0, oo, permite razonar con el método de separacion
de variables a partir de funciones de la forma u(z,t) = X(x)T(t). En concreto,

constante
P X//
-\ =

EDP Vi

u(z,t) =X(z)T(t) = XT'-X'T=0 = T =

De donde,
X'Nz)+XX(z)=0,0<z<1 (perfil espacial),
T(t) + AXT(t) =0, t >0 (perfil temporal).

Noétese que ambas estan gobernados por la ecuacién del oscilador arménico.
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1

1.3.1. Problema de Sturm-Liouville. Ortogonalidad

Se puede definir el operador
L:DL) — C(0,1)
v = =

limitado a
D(L) = {v € C?0,1)yv(0) =0=1u(1)}.

Para objetivos mds ambiciosos que los que nos ocupan, se puede extender el operado a un comportamien-
to variacional sobre el espacio de Sobolev, H} (0, 1), relativo a L?(0, 1). En ocasiones, manejaremos la
notacioén

1
(f.9) = /0 f@ede y IfIP = 5.

Proposicion 1.1 Para u,v € D(L) se verifican las propiedades
1
(Lu,v) = (u, Lv) = / u'v'dw,
0
(Lv,v) >0 y (Lv,v)y=0siysdlosiv=0.

DEMOSTRACION. Como u, v € D(L), basta integrar por partes

=0
1 zd? 1
(Lu,v) = —/0 u"vdr = — u’v‘xzo —i—/o u'v'dr = (u',0'). :

Observacion 1.1 Por la primera propiedad se dice que £ es un operador autoadjunto y por la segunda
que es monorono. o

Nos ocupamos entonces de estudiar el espectro o (L) del operador £ definido anteriormente. Es decir,
de resolver problema de contorno

X'z)+XX(z) =0, 0 <z <1, (1.3)
X(0)=0=X(1) X #0. '
La igualdad de la energia
AIX|* = (£X,X) >0, X eD(L)\ {0}, (1.4)

y con ella el cociente de Rayleigh

(LX,X)
= , XeDL 0},
X7 X0\

muestran que la constante A sélo puede ser positiva. El polinomio caracteristico de la EDO de (1.3)
admite la factorizacién

P(p) = (1 — V) (1 +ivV\)

luego
B = {eixﬁ’ efixﬁ}

es una base del espacio, complejo, de soluciones. Mediante el automorfismo asociado a la férmula de
Euler, se obtiene la base real del mismo espacio

B = {cos zV/\,sen zv/A}.
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Por tanto, la solucién general real es
X(z) =Cy cos 2V + Cy senzV, 0<z<I1,
para C1, Co € R. Para el comportamiento en los extremos

X(0) = Cy,
X(1) = Cy cos VA + Casen v/,

las condiciones de contorno llevan al sistema lineal homogéneo

(COS\& senﬁ)(g;>_<8> (1.5)

X#0 & (C,C2) #(0,0),

del que nos interesa

lo que requiere

1 o _ 2.2 . _
cos /X Senﬁ‘_senﬁ s Ay =nirn=12,... (1.6)

Para esas raices el rango de matriz del sistema (1.5) es 1, obteniéndose
Xp(z) =Csenzv/ Ay, 0<az<1.

Por calculos directos deducimos

e, I 1 1
/ sen“ nrx = / (1 —cos2nmx) == |1— ——sen2nnz
. 2 Jo 2 onm

de modo que en todo lo que sigue sélo consideraremos las autofunciones, C3°([0, 1]), normalizadas
enL2(0,1)

Xp(z) = V2senzy/ A, 0<z<1. (1.7)
Dichas autofunciones verifican la propiedad
A (X, X)) = (LXp, X)) = (X, LX) = A (X, Xin)
que determina la relacién de ortogonalidad
(A = Am) (Xi, Xim) = 0. (1.8)
Nétese que, por tanto, a autovalores distintos le corresponden autofunciones ortogonales.

Observacion 1.2 Las autofunciones son conocidas en elasticidad como los modos propios de vibracion.
Por otra parte, la masa modal

1
X |* = / X2dzr =m, =1
0
y la rigidez modal
1
(LX, X)) = / (X! )2dx = k,, = n’r?
0

verifican

k
An = —= (cocientes de Rayleigh).
m

n O
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1.3.2. El perfil temporal
Cada autovalor )\,, determina el perfil temporal libre (sin forzamiento)

P(m)=p"+An
T/ +XT,=0 =" T,(t) = Crcost\/ A, + Cosenty/\,.
——— —/

oscilador arménico

Ahora
en(t)

0= (Ts +M\Tn)T), = % % ((T5)% + A T2),

Es decir, la energia mecénica puntual de cada oscilador

—

en(t) = ) ((Tln)2 + )‘HT%)

permanece constante.

Observacion 1.3 Las frecuencias naturales de vibracion de los efectos oscilatorios son

Wn::\/X;::\lg?

Para un problema sobre un intervalo [0, L] las frecuencias naturales de vibracion

wn(L):n%, n=12 ...

que muestan cémo una reduccién de longitud determina un aumento de frecuencia. O

En el estudio tedrico del modelo ninglin modo propio de vibracién debe descartarse, lo que lleva a la
conjetura formal

w(@,t) = un(z,t), (2,6) €[0,1] xRy,  un(x,t) = Tn(t)Xn(x),
n>1

que verifica
u(0,t) =0=wu(1,t), t>0.

Razonemos de momento sobre las igualdades formales

up(z) = Bu(uo)Xn(z) = (u0,Xm) = O Bn(uo)Xn, Xim) = Y Bn(10)dn,m = Bm(uo),

n>1 n>1 n>1
Z B, (u0) Xy () = uo(z) = u(z,0) = Z T (0)Xn (),
n>1 n>1
luego requerimos T, (0) = By, (ug).
Puesto C5°([0, 1]) es denso en L?(0, 1), el Teorema de Stone-Weierstrass permite mostrar que las auto-
funciones de £ constituyen una base hilbertiana. Sobre la posicién inicial supondremos, por ahora, la
condicién ug € L2(0, 1) que implica la correspondiente identidad de Parseval

luoll> = >~ (Bn(uo))”
n>1

y la representacién
uy = Z Bn(up)X,, enL2(0,1).

n>1
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Para la velocidad inicial supondremos, de momento, la condicién mas general u; € H~1(0, 1) determi-
nada por la existencia de unas constantes {By,(u1)) }, tales que

> () <

y la representacién
up =Y Bp(u1)X, enL?(0,1).

n>1

Observacion 1.4 Como se ha comentado, nuestra presentacion no llega a la teoria variacional, de modo
que aqui HI=1(0, 1) es sélo una notacién. 0

Procediendo formalmente con u; € H~1(0, 1), se tiene

Z B (u1)Xn(z) = ui (z) = w(z,0) = Z T.(0)X,,(), supuesto T/, (0) = Bn(u1).

n>1 n>1

Por tanto, el perfil temporal libre

T0(0)=Bn(uo), T, (0)=Bn (u1) B (u1)
T +X\T, =0 =3 Ty (t) = By (ug) cos twy, + nTl sentwy,, t>0,
N—
oscilador arménico "
determina la energia mecanica puntual conservada
1 2 2 1 ~
en(t) = en(0) = 9 ((T;L(O)) + )‘"(Tn(o)) ) = 9 <|Bn(uo)|2 + >‘n|Bn(ul)|2>
y el aproximante de Fourier
up(z,t) =Tp()Xp(z), 0<z<1,t>0. (1.9)

Con ello, podemos obtener las estimaciones

mo 1 o ~ )
Z/o (unar, ) dw < 37 | (Ba(u))” + <B"cfffl)> ,

n=mi n=mi
y concluir

Teorema 1.2 Supuesto ug € 1L.2(0,1) y uy € H™1(0,1), para cada t €]0,c]|, los aproximantes de
Fourier, uy, dados por (1.9) convergen en 1.2(0, 1) a una funcion

u= Zun en [0,1] x R, (1.10)

n>1

&)

n 2
|]u(-,t)—zum(~,t)H < Z (Bm(uo))2+< ’Z}(“l)> para cada t €]0,00[.  (1.11)
m=1 m

O
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Observaciéon 1.5 Cuando u; € IL2(0, 1), lo que no es restrictivo, se verifica la correspondiente identidad
de Parseval
2 2
=3 (Ba(w)
n>1

y la representacion
U = Z B,(u1)X, enL?(0,1).

n>1

Por tanto,

B 2 2
Z( n<u1>> il
Wn, w1

n>1
con lo que u; € H-! (0, 1), satisfaciéndose el Teorema 1.2. Ahora, la estimacién (1.11) lleva a

2

n 2
Ju(-,t) — Z um (-, )| < Z (Bn(uo))2 + UZM‘ para cada t €]0, 00|. (1.12)
m=1 m>n+1 n+1

1.3.3. El problema de la convergencia a soluciones clasicas

Recuérdese que para obtener soluciones cldsicas requerimos las condiciones de compatibilidad (1.2).
Con todo ello, el resultado més importante es

Teorema 1.3 (Soluciones clésicas hasta el borde) Sean uy € C%([0,1]) con u{/ continua a trozos en
[0,1] y cada uy € CL([0,1]) con u} continua a trozos en [0, 1], verificando las propiedades de compati-
bilidad (1.2)

=wug(1) (continuidad hasta el borde),
u1(1) (continuidad de la derivada temporal hasta el borde),

asi como
ug(0) =0 =wug(1) (continuidad de las segundas derivadas hasta el borde). (1.13)

Entonces la funcion definida por

Thn(t) X ()
Bp(u1) ’ : —
u(z,t) = Z By, (ug) cos(twy,) + » sen(twy,) | V2senzw,, (z,t) €[0,1] x Ry

n>1

pertenece al espacio Ci:g ([0,1] x [0,00]) N Ci’?([(], 1] x [0, 00|) y verifica el problema mixto de contorno
y valor inicial

ug (2, 1) — ugg(z,t) =0, (z,t) €]0,1[x]0, 00|,
u(0,t) =0 =wu(1,t), t>0,
u(z,0) = up(z), ue(x,0) = ui(x), 0<z<1.

Ademds, es la tinica solucion en el espacio de energia asociado.
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DEMOSTRACION. La prueba usa reiteradamente el criterio de Weierstrass de la convergencia uniforme
y la Proposicidon A.3. Consideremos la serie formal

\[Z [ (up) cos(twy,) + Bn(ul)sen(twn)] senzwy,, (z,t) €[0,1] x Ry

w.
n>1 n

Puesto que

5

ug(z,t)

1

<

23" [ Bitun)] + - B
k=1

o~
Il

[<wker<uo>| T |Bk<u1>)wlk}

k!Bk uo) ) + (ZBk(U1)|2>
k=1

Como ug € IL2(0, 1), la condicién de compatibilidad 1o (0) = 0 = up(1) lleva a

N[
l=

Vﬁ

I
5
M=

)

A (up) = wiBy(uo) (1.14)

(2

k=1

(ver la Proposicién A.3), de donde

> k(1) <\/§[<2Ak<u6>l2> +(Z|Bk<“1)2> ](Z;?> /
k=1 k=1 b=l ket

que muestra que la serie converge uniformemente a una funcién u(x,¢) continua en [0, 1] x [0, T], para
cada T > 0, pues uf, € L%(0,1). Ademds,

u(0,t) =0=wu(1,t), t>0,

u(z,0) = ﬂZBn(uo) sen(zwy,) = up(z), 0<z <1,

n>1

por el Teorema A.2.
Consideremos ahora la serie formal

ug(x,t) = Z( \fz —wpBn (uo) sen(twy,) + By (u1) cos(twy,)] sen(zwy,),
n>1 n>1
para la que
> (et 0| < VEY [wnlBu(uo)l + Bucun)]
k=1 k=1

-
NS {<wz|Bk<uo>\ +wlek<m>’>aﬂ

{Bk(U”> —wpAg(up) = —wiBy(uo)  (ver (1.14)), (1.15)
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(ver de nuevo la Proposicién A.3) que llevan a

<va| (Z |Bk<u8>|2>

k=1

N
[NIE

n

2 ()

k=

(£2)

de donde la serie converge uniformemente a una funcién continua en [0, 1] x [0, T], para cada T > 0,
pues uf, uj € L2(0, 1), que coincide con u(z,t). Ademds,

+ (Z ‘Ak(u/1>’2>

k=1

ug(x,0) = \@Z B (up)sen(zwy,) = ui(z), 0<z <1,

n>1
por el Teorema A.2. Andlogamente, la serie formal

ug(x,t) = Z( \fz wnBn(ug) cos(twy) + By (u) sen(twy,)] cos(zwy,),

n>1 n>1

verifica, por los resultados anteriores,

n

Z k(z,t)

k=

< \/52 [Wk!Bk(UON + Bk(ul)q

k=1

<\/§[<Z|Bk<u8>|2> +(Z|Ak<ua>12> }(Z(}) ,
k=1 k=1 k=1 "k

de donde la serie converge uniformemente a una funcién continua en [0, 1] xR que coincide con uy(z, t).

Finalmente, consideremos las series formales

ug(z, 1) \[Z n(up) cos(twy,) + wpBy, (ul)sen(twn)} sen(zwy,),
n>1

Ugy (T, 1) \[Z n(u0) cos(twy ) + wyp By, (u1)sen(twy )] sen(zwy,),
n>1

1.e.

up(x,t) = ugy(x,t), (z,t) €[0,1] x [0, 00|,

para las que

W2[By ()] + kakm)@

(B (o) + w,%|Bk<u1>|);J

(G () (£2)
(

k=1

Ag(u "') = wBi(uf) = —wpBx(uo),
{ uh) = —wBi(w), (119

(ver (1.15) y una vez més la Proposicién A.3) que llevan a

Zuw [(ZlAk ) +<Z|Bk<ua’>2> ](Z}) ,
k= k=1 k=1 K
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y asi, la serie converge uniformemente a una funcién continua en [0, 1] x [0, T], para cada T > 0, pues
uy!, uf € L?(0,1), que coincide con us(z,t) y, por construcccion, con ug, (7, t). Nétese que también

se verifica, por el Teorema A.2,
Ugg (2,0) = uy(2,0) = \/iZw,%Bn(ul) sen(rwy) = ug(z), 0<x <1,
n>1

Las condiciones de compatiblidad (1.2)

up(0) = 0 = up(1) (continuidad de la solucién hasta el borde),
u1(0) =0 =w;(1) (continuidad de la derivada temporal de la solucién hasta el borde).

parecen razonables con el modelo fisico, pues si la cuerda va a permanecer fija en sus extremos la
velocidad en dichos puntos serd nula. No ocurre lo mismo con la condicién (1.13)

ug(0) =0 =ug(1) (continuidad de las segundas derivadas de la solucion hasta el borde)

que es una restriccién innecesaria incluso para obtener soluciones clésicas en el interior, que es donde
las vibraciones son desconocida. Adaptando la prueba del Teorema 1.3, tal como se hace en los razona-
mientos del Teorema A.2 y del Corolario A.2, se obtiene

Corolario 1.2 (Soluciones clasicas interiores) Sean ug € C?([0,1]) con uf continua a trozos en [0, 1]
y cada uy € C*([0,1]) con uf continua a trozos en [0, 1], verificando las propiedades de compatibilidad
(1.2). Entonces la funcion definida por

Tn(t) X (2)
- Bn( 1) \[ ™
u(z,t) = Z By, (ug) cos(twy,) + Tsen(twn) 2senzwy, (x,t) €[0,1] x Ry

n>1

pertenece al espacio Ci:g([(), 1] x [0, 00) N Cz”f(]O, 1[x]0, ool) y verifica el problema mixto de contorno
y valor inicial

upt (2, ) — ugy(x,t) =0, (z,t) €]0,1[x]0, 0o,
u(0,t) =0 =wu(1,t), t>0,
u(z,0) = up(z), w(x,0) =ui(x), 0<z<1.

Ademds, es la vinica solucion en el espacio de energia asociado.

Observacion 1.6 La convergencia uniforme en [0, 1]

\fz [ (uo) cos(twy) + Bu(u1) sen(twn)} sen(zwy) — u(z,t)

w
n>1 n

sirve como aproximacion de la solucién, cuyo error

en(z) = u(z,t) \fz {Bk up) cos(twy) + Bi(u1) sen(twk)} sen(zwy)

Wk
puede ser estimado mediante la desigualdad

méxlen(z)] <VE Y [|Bk(u0)|+Bkc(::)‘]

0,1
[0:1] k>n+1

<2 Z |Akuo)| 1

w w
k>n+1 k k

[Z\A oy + [ D Ba()? } Z% . i

n>1 n>1

NI
NI
NI

n+1
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Observacion 1.7 Si suponemos u1 € C([0, 1]) verificando u1(0) = u1(1) = 0, con u continua a trozos
en [0, 1], se satisface la igualdad de Parseval

1
/0 jug (2)*dz = |Bn(u1)]? < 0.

n>1

Por otro lado, bajo el supuesto 1y € C*([0, 1]) verificando uo(0) = uo(1) = 0, con u, continua a trozos
en [0, 1], se obtiene, a partir de la igualdad de Parseval para w),

[ s =[R84 54,

n>1

= an|Bn(U0)‘2 < 00,

n>1

sin mas que utilizar la Proposicién A.3, uo(0) = ug(1) y

L
Ao(up) = / uy(z)dz = 0.
0
En esas condiciones, la energfa acumulada en [0, 1]

£(t) = ;/01 (e, 0% + (g (,)*] o, 120,

que es conservada por la igualdad

puede ser expresada en la forma

e =5 [ (@) + (@) do = 5 | X Baln)+udBao)l | . 120,

n>1

Notese la relacion
E(t) =) enlt), t>0,
n>1

que expresa la energia acumulada en [0, 1] a partir de la de cada particula. =

1.3.4. Formulas de representacion continua

La obtencion de soluciones cldsicas por el método de separacién de variables ha usado restricciones
matematicas no requeridas en la explicacion del modelo fisico. En efecto, si nos fijamos en el proble-
ma (1.1) parece razonable buscar soluciones continuas, lo que requiere las condiciones de compatibili-
dad (1.2). Sin embargo, la exigencia de derivabilidad elimina una gran cantidad de aplicaciones incluso
de la vida ordinaria como tocar una guitarra.

Las relaciones trigonométicas

cos(twy, ) sen(xwy,) = sen((z + t)wn) + sen((« — t)wn)7

2
t _ _t l’+t
sen(twy,) sen(xwy,) = _cos((@ + Hwn) 5 cos((z = t)wn) = w;/ sen swyds
z—t
llevan a la expresién
X t)+Xp(z—t) B !
() = | By (g) 222 )‘g (=) | ”(2“1)/ Xn(s)ds], (1.17)
0

supuesto 0 < x — ¢t < x 4+ ¢t < 1. Un uso adecuado lleva a



20 Capitulo 1. Vibraciones libres

Teorema 1.4 (Regla del Paralelogramo) Para cada h > 0 tal que (x = h,t + h) €]0,1[x]0, 00| se
verifica la propiedad interior

Un(x, t + h) + up(z,t — h) = up(x + h,t) + up(x — h,t). (1.18)

(x,t+h)

D) (x+h,t)

(x-h,t)

x,t-h)

Bajo las condiciones de convergencia uniforme uy € C([0,1]), up(0) = 0 = ug(1), con ujy continua a
trozos en [0,1], y u; € L%(0,1), la funcion continua

u(@,t) =Y up(x,t), (z,t) €[0,1] x [0,00],
n>1

también verifica la regla (1.18). O

Observacion 1.8

= En sus coordenadas caracteristica, la ecuacién de ondas queda en la forma
wep =0, {=a+t, n=x—1t, w&n) =u(xt),

de donde se deduce facilmente
w(&n) =F(&) + Gn)
es decir,
up(z,t) = Fp(z +t) + Gp(xz — 1).

Por tanto, u,, es suma de de dos ondas que se propagan con la misma velocidad en direcciones
opuestas. La propiedad (1.18) es ahora inmediata. De nuevo esta duplicidad de propagacion se
puede extender a la funcién u bajo las condiciones de convergencia uniforme.

= La Regla del Paralelogramo se usa para introducir una nocién débil de solucién continua. Esta
regla es cercana al esquema centrado de segundo orden

1 —1
Ut —2Up 4+ UpT UR, 208 4 UL

k2 k2 =0

Usando, un vez mds, las condiciones de convergencia uniforme podemos escribir

T T — nlu 1
uast) = 3 |Bou 2 EEDERAEZ0  Bl) [ ()0

2
n>1
T+t
/ Uy (S)dSJ
r—t

uo(x +1t) + uo(z —t)

N =



1.3. Existencia de soluciones. Método de separacion de variables

21

supuesto,
0<z—t<z+t< 1.

que recupera la Formula de d’Alembert sobre el cono de dependencia maximal. Para el resto de puntos
(x,t) € [0,1] x [0, 00[ se obtiene la misma Férmula de d’Alembert cuando las funciones ug y u; son

reemplazadas por extensiones impares. o







Capitulo 2

Vibraciones forzadas en el contorno

2.1. Vibraciones forzadas

Nos ocupamos en la propagacion de las vibraciones forzadas exclusivamente en el extremo derecha
de la cuerda

Ut — Ugy = 0 en |0, 1[x]0, o],
u(0,t) =0, u(l,t) = B(t), t=0, 2.1
u(+,0) = u(-,0) =0, en [0, 1],

con las condiciones de compatibilidad

para buscar soluciones continuas hasta la frontera. En todo lo que sigue supondremos 3 € C3(R.)
verificando 5(0) = '(0) = 0.

El Teorema 1.1, referente a la conservacion de la energia mecdnica, permite, aqui también, obtener
unicidad de soluciones en la clase de las funciones con energia finita. Por tanto, limitaremos este capitulo
al estudio de la existencia de soluciones en esa clase funcional.

Aunque existen otros métodos, usaremos el de separacion de variables mostrado en el capitulo ante-
rior. El cambio de variables

v(x,t) = u(z,t) —g(x)B(t), g(z) =z,
permite formar el problema equivalente

v (x,t) — vge(x,t) = —g(z) 5" (t) (z,t) €]0,1[x]0, oo,

v(0,t) =0 =v(1,t), t>0,
v(z,0) = —z£(0) =0, 0<zx<1, (2:3)
ve(x,0) = —z5(0) =0, 0<z<l1,

que satisface las condiciones de compatibilidad para obtener soluciones continuas hasta la frontera.
Podemos usar el clasico Principio de Duhamel para abordar el estudio de la vibracion forzada v(z, t).
Concretamente, usaremos la acumulacién

t
oz, 1) = / w(z, t:5)ds, (z,t) € [0,1] x Rs 2.4)
0
de vibraciones no forzadas (vibraciones libres)
Diw(z,7;s) — D2w(z,758) =0  (z,7) €0,1[x]s, 00|,
w(0,7;8) =0=w(l,7;s T > s,
( ) ( ) 2.5)
w(z,s;8) =0 0<z<1,
Diw(z,s;s) = —g(x)p"(s) 0<z<1

23
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con s € [0, t], para la notacion diferencial de Schwartz. En efecto, célculos directos sobre (2.4) muestran

¢

t t
vi(x,t) = w(z, t;t) +/ Diw(z,t;s)ds = / Diw(z,t;s)ds,
0 0

t
v (z, 1) = Diw(z, t;1) +/ D2w(z, t; s)ds
0

= —g(x)B"(t) —i—/o Diw(z,t;8)ds = —g(z)B" (t) + vee(x, t).

La comprobacién de las condiciones iniciales y de contorno, y su compatiblidad, resultan evidentes.
Usando, como en el capitulo anterior, el método de separacién de variables obtenemos

w(z,t;s) =Y wa(z,t;8),  wa(,t;5) = T(t)Xn(2)

n>1
para los modos propios de vibracion
Xn(z) = V2senzw,, ze€[0,1], n=1,2...
y los perfiles temporales

Tn(s)=0, T, (s)=—B"(s)Bn(g)
T + ATy, =0 =0 Th(t;s) = — B"(s)sen ((t — s)wn), t>s.

oscilador arménico

De esta forma,

I
N\
N

>

H
3
~
N

o9

oy
~__

>

3
2
"

~
S~—

m
=)
=

X
o

v(x,t;8) = Z p(x,t),  vp(z,t)

n>1

con

/ Tn(t; s)ds) = —BZ:@/ B"(s)sen ((t — s)wy)ds
0 nJo

t
= Bn(g)/ B'(s) cos ((t — s)wn)ds.
0
Recuérdese los coeficientes del desarrollo en senos de la funcién g(x) = x

(-1

n

B.(9) = V2 (ver (A.15)).

Por tanto, la funcién candidata a ser solucion del problema (2.1) serd la expresion formal
(2)B(t) + v(x,1)

x)B(t) — ZBn(g)Xn(x)/O B'(s)cos ((t — s)wn)ds, (z,t) € [0,1] x [0, 00]

u(z,t) =g
=g(x)
n>1

Desde luego se verifican las igualdades numéricas

u(0,t) =0, u(l,t) = B(t) parat > 0,
{ u(z,0) =0 en [0, 1].

Por otra parte, los razonamientos de la prueba del Lemma A.1 llevan, como en (A.16), a la acotacién

< : n§_1 S /T |8 (s)ld
~ mcos2 lnT pt K+k n)J /168
(2.6)

Bi(9)Xk(x) tﬁ’(s) cos ((t — s)wy)ds
kZ:l k(9) Xk /0 ( k)
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para0 <z <7 <1y0<t<T,loque prueba la convergencia de la serie

t
> Bu(g)Xn(x) / B'(s) cos ((t — s)wy)ds uniformemente en [0, 7] x [0, T]
n>1 0
paracada T €]0,1[y T > 0. Es decir, la expresion u es una funcién continua en [0, 1[x [0, co[. De hecho,
por construccion, es continua en [0, 1] x [0, oco].
Para las derivadas parciales de u procedemos en forma anéloga. En efecto,

% cos(t—s)wn)

& [ttt =Bata) (= )+ [ 806 Tosen (6 =y s

= —Bn(g)/0 B"(s)cos ((t — s)wp)ds.

Como en (2.6) obtenemos

kz:l Bk(g)Xk(x)/O B"(s) cos ((t — s)wg)ds

<o (S e 1) [
~ mweos2 T E+k nj)J s

k=1
2.7)
para0 <z <7 <1y0<¢<T,loque prueba la convergencia de la serie

Z Bn(g)Xn(x)/o B"(s)cos ((t — s)wn)ds uniformemente en [0, 7] x [0, T]
n>1

para cada 7 €]0, 1[y T > 0. Es decir, la expresion
(e, ) = ()8 (1) + vi(a. 1) t
= 9(@)() = 3 Bal0)Xu(w) | A" (s)cos (£ = s)n) s

n>1
es una funcién continua en ]0, 1[x]0, co[. De modo que u(z,0) =0, 0 <z < 1.

Ademas,

dis cos(t—s)wn)

o [t onts) = Bato)( = 50+ [5G (¢ sy s

= _Bn(g)/o B"(s) cos ((t — s)wp)ds.

Ahora obtenemos

n

> Belg)Xala) [ 875 cos (¢ = s)r) s

k=1

< cor (o) [ o
~ mwecos2~lnr K+k n) /)

k=1
(2.8)
para0 <z <7 <1y0<t<T,loque prueba la convergencia de la serie

Z B (9)X,(2) /t 8" (s) cos ((t — s)wn)ds uniformemente en [0, 7] x [0, T]
n>1 0
para cada 7 €]0, 1[y T > 0. Es decir, la expresion
u(z,t) = g(x)B"(t) + v (, t)
1" ! m 2.9)
= 9(@)8"() = 3 Bul0)Xo(o) [ 8" (s)cos (¢ = o) s e

n>1
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es una funcion continua en ]0, 1[x]0, co|. Las derivadas respecto de x se estudian igualmente,

—% cos(t—s)wn) Xn(z)

%Xn(x) /0 " B(s) cos ((¢ — s)on)ds — < /0 ' 8(5) o son (¢ — 5)eon) ds> /32 cos zwn

= (=80 [ 56 cos (6= en)is | alo)

Razonado como en (A.16) y (2.7) (ver (A.20) en Lema A.2) se obtiene la acotacién

<o (St e 1) [
~ mweos2 T k:1k2+k3 n/ Jo s
(2.10)

kzl B.(9)X(2) /O t B8"(s) cos ((t — s)wi ) ds

para0 <z <7 <1y0<¢<T,loque prueba la convergencia de la serie

t
ZBn(g)Xn(x) (B’(t) + / B"(s)cos ((t — s)wn)ds> uniformemente en [0, 7] x [0, T]
n>1 0

para cada 7 €]0, 1[y T > 0. Es decir, la expresion
(@)B(D) + vs(a.) t
"(x)B(t) + Z Bn(g)in(x) (‘B/(t) + /0 B"(s) cos ((t — s)wn)ds>

n>1

ug(x,t)

9
9

es una funcion continua en ]0, 1[x]0, co|. Por dltimo

d
5 cos(t—s)wn)

%) (<80 + [ 86)os (1= span)as) = ([ 56 osen (6= 9hen) s )Xo

t
- (6”(1&) — / B"(s)cos ((t — s)wn)ds> X (z).
0
La estimacion (2.8) prueba la convergencia de la serie
t
> Bu(9)Xn(z) (5”(:@ - / 8" (s)cos ((t — s)wn)ds> uniformemente en [0, 7] x [0, T
n>1 0
para cada 7 €]0, 1[y T > 0. Es decir, la expresion
Ugg (T, 1) = Vg (2, )

= 3 BalaXalo) (80— [ 576 cos (= )

n>1

= g(%),@”(t) - Z Bn(g)Xn(x)/O B/H(S) COS ((t - S)wn)ds

n>1

2.11)

= Ut (33’, t)

es una funcién continua en ]0, 1[x]0, ool.
De esta forma, se ha probado

Teorema 2.1 (Existencia y unicidad) Para cada funcion 3 € C3(R..), con 5(0) = 3'(0) = 0, el desa-
rrollo

u(z, t) = xp(t) — Z Bn(g)Xn(ac)/0 B'(s)cos ((t — s)wn)ds (2.12)

n>1
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denota una funcon en la clase C([0,1] x [0, 00[) N C%(]0, 1[x]0, 0o]) que verifica el problema

Upt — Ugy = 0 en |0, 1[x]0, o],
u(0,t) =0, u(1,t) = B(t), t>0,
u(-,0) = u(-,0) =0 en [0,1].

Ademds, es la tinica solucion en la clase de las funciones con energia finita.

2.2. Dos ejemplos ilustrativos

2.2.1. Forzamiento parabélico

Al forzamiento parabdlico en el extremo derecho

le corresponde la vibracién no acotada

u(z,t) = xt? — 2 Z B,(9)Xn(x) /0 scos ((t — s)wn)ds

n>1

= &tj’ — Z Bnl) sen? Ko n(x), (z,t) €]0,1] x [0, 00].

w2 2
(no acotado) =1

(acotado)

En el siguiente capitulo se aborda su simulacion numérica.

2.2.2. Forzamiento armonico. Resonancia en frecuencia

Cuando el forzamiento es arménico

B(t) = co(1 — costf)

(2.13)

pueden surgir fendmenos interesantes debido a la coexistencia de las diversas frecuencias de vibracién
que intervienen: la del forzamiento, €2, y las naturales de vibracion de la cuerda, w, = v/ A,. Detengamo-

nos en el calculo

¢ 1 [t
/0 sen(sQ) cos ((t — s)wp) ds = B /0 [sen (twy, + 5(Q — wy)) — sen (twy, — s(Q

+ wn))] ds

2 Q—wy Q+ wn
_ 1 [cos(t©2) — cos(twn) N cos(t§2) — cos(twy,)
2 Q—wy Q+ wy
cos(t§2) — cos(twy,)
=6 w2 — 02 '

Por tanto, el n-ésimo perfil temporal interviene en la solucién mediante

02 cos(t2) — cos(twy,)

u(z,t) = coz(1 — cost) — co ZBn(g)Xn(x) T ,

n>1

1 [cos (twy + s(Q — wy)) N cos (twn — 5(Q + Wn))] t

s=0

|

(z,t) € [0,1] x [0, 00],
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con la eventual singularidad €2 = w,,, para algin n > 1. Aparece, por tanto, el fendmeno de la resonancia
en frecuencia, cuando §) — wy,,. En ese caso, la Regla de L"Hopital lleva a

tQ) — t tQ) — t 1
lm 02 )2 COSg “no) _ gy COS(EY) ‘;OS( “no) = “twn, sentwn,, t>0.
Q—>wn0 (/Jno — Q Q—ﬂuno (wn0> o 1 2
Q

Es decir,

(acotado) (no acotado)

—_—
u(z,t) = coz(1 — costQ) — C—OtwnanU (9)Xp, () sen twp,

cos(tQ2) — cos(twy,)
—cg E B,.(9)X,(z)Q? g ,  (x,t) €[0,1] x [0,00]
n>
n;gnlo
(acotado)

A pesar de que el forzamiento puede ser pequeilo, cg < 1, si es armonico con una frecuencia de vibracién

(2 coincidente con una frecuencia natural de vibracién de la cuerda, wy,, = /\y,, en el correspondiente
perfil temporal se produce un aumento creciente en la magnitud de vibracién con posibles resultados

catastréficos.
En el siguiente capitulo se aborda su simulacion numérica.



Parte 11

El modelo discreto

29






Capitulo 3

El modelo discreto

Comenzamos por aproximar la ecuacion en derivadas parciales
Uy — Uy = f, (z,t) € Rx]0, T,

(Qué aproximacion usar? No existe una respuesta general a esta pregunta. Existen guias basadas en
la consistencia, estabilidad y convergencia que pretenden razonar sobre aproximaciones de la ecuacién
cuyas soluciones converjan a la solucién exacta.

3.1. Discretizacion. Consistencia

Consideremos la discretizacién de R x [0, T] dada por el mallado
x;=jh, j€Z, h>0,
T
t,=nk, n=0,1,...,N, k:N’
en cuyos nodos interiores se realizara la aproximacion.

Proposicion 3.1 Para soluciones regulares se verifica
u(z, t+k)—R*u(v+h, t)—2(1-R*)u(z, t) +R*u(z—h, t)+u(z, t—k) = k* (un(z, t) —uze (2, t)+0(k?))
k
para el pardmetro de Courant R = = Es decir, el esquema centrado y simétrico en las variables temporal
y espacial
1 2 2\ 171 2 -1 2
U = R0, +2(1 —R*)UT +R°UT — U™ + E°F},  F7 = f(x,tn)
es consistente con la ecuacion en derivadas parciales
Ut — Uy = [

DEMOSTRACION. Para cualquier funcién regular, v(2), z € R, se verifica
~ ~ 1 ~ ~
v(z£2) =v(z) £ (2)Z + 51}"(2:)22 + 0" (2)2 + 0(z%),

Por tanto,
v(z +2) — 20(2) +v(z — 2) =" (2)22 + O(Zh).
Aplicando esta propiedad a una funcién regular u(x, t) se deduce

{ u(z + h,t) — 2u(z,t) + u(x — h,t) = uge(z,t)h? + O(hY),
u(z, t+ k) — 2u(z, t) + u(z, t — k) = ug(z,t)k* + O(k?).

31
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De esta forma, para el pardmetro R, se satisface
k*L(z,t) = k? (we(z,t) — Uga (2, 1) — f(2,1)) + E2O(k?).
de donde se obtiene el resultado. o

Observacion 3.1 De la molécula computacional, deducimos el dominio computacional. O

Ooloole! | | 100000
OO0 000e OO0

3.2. Convergencia del problema de valor inicial

Funcionalmente, se trata de un esquema de dos etapas que, en el espacio de sucesiones reales ¢, puede
expresarse en la forma

UTL+1 — AUn o Unfl + kan, Un — {U;L, j c Z}7 F” — {F;L7 J I Z}7

con
(AU); =R*(Ujy1 + Ujo1) +2(1 = R*)U;.
Para los correspondientes valores de la soluci6n exacta u™ = {u} = u(w;,t,) : j € Z}, se tendrd

trucamiento local

unJrl = Au" — unfl + kZFn + k2 L" 7 L" = O(kQ)
Definicion 3.1 Se dice que el esquema es consistente si dado T > 0

max ||L"|| - 0 cuando (h, k) — (0,0),
0<nk<T

para alguna norma || - || en ¢, supuesto R constante.
Noétese que en nuestro modelo el orden de precision es p = 2 pues
L" = O(k?).
El error local E" = U" — u” satisface la aproximacién en dos etapas

ETL+1 — AEn . Enfl o k2Ln
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E"
La funcién nodal vectorial E? = < Eﬁl,l ) satisface
J

2
B B — PT" enlxf, L"= < O(k7) >

m:(f‘ —'>.

Obviamente, la convergencia del esquema involucra al error.

con

Definicion 3.2 Se dice que el esquema es convergente si para cada (z,t) € Rx]0, T| se verifica
IE™| =0 cuando (b, k) — (0,0),
supuesto (xj,t,) — (x,t), para cualquier estado inicial.

Los espacios de sucesiones mas usuales son £, ,, 1 < p < oo, h > 0, asociados a las normas

p

Y TP, 1<p<oo,
[Ola=9 \" &
sup U], p = o0.
JEZ

Para funciones nodales vectoriales ﬁ € lpn X Lyp, 1 < p < 00, se considerardn las normas productos

1

P p \»
Bl = O+ IV2E,)" 1Sp<o0 Gy, uyerne
méx { U1l 102/l n}s p =00

Nétese que la norma | - ||, no depende del paso espacial h.

Regresemos al estudio de la convergencia mediante el esquema del error
n
En+1 — Qlﬁn . k2f>n — Ql2ﬁn—1 . ki2 (fn + mQﬁn—l) - .. = anﬁl - k‘2 Zmn—qﬁq
q=1

que no debe ampliarse excesivamente en las n — ¢ etapas. Esta idea lleva a la nocién de estabilidad
referida a normas en el espacio de las sucesiones. Asi en un espacio de sucesiones normado para || - || se
considerard la norma subordinada

|20|

24 = sup ST
g+3 U]

Definicion 3.3 El esquema vectorial es estable funcionalmente, con orden de truncamiento 2, si para
cada T > 0 existe una constante positiva Cr, independiente de n, tal que

2" < n*~Cr,
con 0 < nk < T, siendo k el paso temporal del mallado.
Observacion 3.2 Resulta igualmente titil la desigualdad de estabilidad segtin Lax-Friedrich
|2"U|| < n*~'Cr|[U]l, U #o0,

en la que se aprecia mejor que la nocion de estabilidad es proxima a las denominadas desigualdades de la
energia. Usualmente, la estabilidad requiere alguna restriccién. Cuando ninguna restriccion es requerida
el esquema es incondicionalmente estable. O
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Teorema 3.1 (Teorema de Equivalencia de Lax—Richtmyer) Un esquema consistente es convergente
sy solo si es estable.

Prueba Para simplificar, s6lo veremos, de momento que la estabilidad es una condicién suficiente
para la convergencia. Tomando normas en la igualdad

Bn+1 — mnﬁl - ki2 Zmnqu)q

q=1

se tiene

n
_ —
IE™ < 2 - B+ £ S ey - | T,
q=1
con lo que A" | < nCr lleva a
%
B < O (B 4 02 i 7))
q=1,...,n
de donde nk < T implica

%
B < Or (n||ﬁl||+T2 mix Han)

0<qk<T

Como 0 < g < n, la consistencia permite

_>
lim  méx |L"|=0 =  lm [E™| =0,
(h,k)—(0,0) 0<nk<T (h,k)—(0,0)
supuesto lim nHElH =0. o
n—0

En lo referente a las normas
1
|-l =h?l-ll,, 1<p<oo,

podemos prescindir del paso h en las desigualdades de la estabilidad y usar las normas || - || p propias de
los espacios de sucesiones £,,. En efecto, se tendria

|20, [T

I
=20, = sup S S ?71) = [1=tl,,
U+¢ Ul Txd U,

Para obtener la convergencia debemos recuperar la estabilidad referida a las normas || - || p,h, que incor-
poran el paso h.

3.3. Analisis de von Neumann

Como se ha comentado, en lo que sigue, mientras estudiemos la estabilidad, sélo consideremos el
paso uniforme 7 = 1. Apliquemos las ideas anteriores a sucesiones U = {U;}; € /;. Se define la
transformada discreta de Fourier mediante la funcién

~

U(¢) Zefi&jUj eC, ¢€l—m,ml.

JEZ

1
N V2T

Se obtiene
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Teorema 3.2 Para cada U € {1 su transformada verifica

(onda o modo discreto)
1 ™ — —

Uj= — U
J SV g -

e UE)  de, jelZ
~—~—

(magnitud)
ysi U € €1 N ¥y se tiene igualdad de Parseval
”U”]LQ(fﬂ',TI’) = HUHZQ

Prueba Paracada j € Z se verifica

1 [ .~ 1 /™ .1 . 1 LI
EUE)de = / i&j —€myy dE = — Um/ i€(j—m) g
5= [ 900 = [ 0 S s = ST un [0

1 eiG-m) |7 m
= — Up —— —U; d¢ =U;.
27 i(j —m) +27r ]/_7r ¢ !
mezZ -7
m#j

Por otra parte,

~ T T = 1 L 1 ™ o~
1O (crmy = / UE©)Pd = U(E)E Ze_@Ujdf = Vo ZUJ /_7T e " U()de
j j

—T —T

1 T A _
— =Y [ 9T = 3 UT - U,
j -

J

Observacion 3.3 Ahora podemos considerar los operadores dados por las transformadas discreta de

Fourier
6 L L2(—m,m;C)

by +— L2(—m,m;C)

N

Entonces la igualdad de Parseval determina

IFUll 2y = 100y [IF " Ollg, = [0l

(=m,m) — —7,7)

de donde
1F N2y = I, = 1 o

Regresemos al operador

(AU Z cmUjtm, c— 1 =c =RZ, 60—2(1—R2)

m=—1

De la definicién obtenemos

i - - 1 " i€(G+m) 717
\/%/_7r EJ,AU (&)d¢ = Z cmUjtm = Z Cm [\/ﬂ/ 60+ )U(g)]dﬁ
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es decir,

\/12?/7r ’QPU (Zcel5m> )}dg_o Vj e Z.

m=—1

Entonces la unicidad de la transformada determina la funcién

AU(€) = g(6)U(€), € €] —m,al,

en la que se ha introducido el factor de amplificacion
9(§) =2(1 —R?) + 2R%cos & = 2 <1 — 2R? sen? g) , —m<{<m,

analitica en | — 7, 7] con periodicidad g(—m) = g(7).
Definiendo el funcional
L%(—m,;C) 9, L%(—m,7;C)
mediante

(G1)(&) = g(&)f(S),

se verifica la conmutacién del diagrama

ly N L2(—7T,7T; C)

Al L g

0, I— L2(—m,m; C)
es decir
A" = F~IG"F para cualquier n > 1.
Entonces

n - n Flly=IF",=1 n n
1A, < IF eIl F, W= =ty ey, < ggmy,

=
167> < IF U0 A™ o017~ 19"l < IA™[l,

Teorema 3.3 Para cadan > 1, se tiene

A", = 19", = méx [(g(€))"| = méx [(g())"|-

—m<E< —n<¢<n

= A"l = 19"

Prueba Basta detenernos en el cason = 1.
1. Para cada f € L?(—n, m; C) se tiene

™

2
s e < (_mix_lo©)) 1713

—m<E<

6518 = [ IGnierde -

—Tr
es decir,

< { .
191, < _max (&)

2. Supongamos [|G||, < mz’?i |g(&)]. Por continuidad existird un subintervalo [a, b] C] — 7, 7] tal que
—m<EST

9] > [1Gll5; € < a,b].

Se define entonces

fo={o tsll = = [ iford=s-a

con lo que se deduce la contradiccion

2

G211 71> > Ilgf!§=/ (GF)(&)Pde = / l9(©)[Pdé > G500 —a) = IGI3I /Il o

—T
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Observacion 3.4 Notese que ahora se verifica la igualdad de amplificacion

AU (€) = (6"0)(€) = (9(©)"V(©), ¢ €] —m . 5

Regresemos al operador vectorial

para

con

analitica en | — 7, 7] con periodicidad G(—7) = G(~).
Teorema 3.4 Paran > 1, se tiene

27, = 6", = mix [(G(¢))"],= mix [(G(£))"

—m<&<m —n<é(<m

2’

donde | - | representa la norma euclidea en C2, para vectores o para matrices cuadradas de orden 2.

Prueba De nuevo, basta hacer el caso n = 1.
1. Paracada [ € (L*(—m,7: (C))2 y cada —m < & < 7 se tiene

(©F)E): = Ge iﬂ@bsm@NJRObs(rmx |Q‘7

Integrando en | — 7, 7| se deduce

18], < _max 1G()l..

2. Supongamos ||B]|, < max |G( )|2. Puesto que G(€) es continuaen § € [—, 7], existe un intervalo
n<é

acotado [a, b] C [—7, 7], en el que |G(£)]2 alcanza su médximo y tal que
G(&)]2> 8]l a<&<b.

La definicién de norma de un operador en C? indica que para cada ¢ € [a, b], existe un vector ?(5 ) € C?
tal que [ £ ()12 = 1y
&) F () > 18]

Se define entonces

§ € [a, 0],
O) gg[’]

que verifica

w7%=/ £)2de = /m €)3d¢ > [SJ2(b — a),
r7u2—/‘u (€)2de = b a,
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es decir, ) )
2
\\67*IIQ>W®IHQII7*IIQ = 8]y > 8], o

Podemos deducir la caracterizacion de estabilidad en #9 X /5.

Teorema 3.5 (Condicién de von Neumann) Con la notacion anterior una condicion suficiente para la
estabilidad, en £o X {o, del esquema es

0(G(¢)) <1, —m<E<m

Prueba Ante todo,
Q[n — 67}, n — 7 G n
12l = N&™ 15 _max 1G(¢)

27
donde | - |2 es la norma 2 matricial. De la descomposicién de Jordan
G()" =P(6)Ja(€)"P1(¢)

lleva a la desigualdad

(independiente de n)

(G())"[2 < IPE)]2- PT(E)l2 - [Ja(€)"]2 < [P(E)]2 - [PT(€) |2 -Ma ()5,

de modo que conviene estudiar la estimacién

Ja(@)]2 <1, —m<&<m

Notese que la funcién matricial £ — P(&) es continua en [—7, 7).
Cuando Jg(€) es una matriz simétrica, y por tanto normal, con uno o dos autovalores distintos, se
tendré

Wa(©)l2 = o(Ja(€)) = o(G(9)),
y bastara la condicién

o(Ja(§)) =0(G(¢)) <1, —-m<E<m

SiJg(€) no es una matriz simétrica se verificara

NEGER _
sl = (Ml ) oWat©) = e,

Cuando A\(£) = 0 se obtendra la estabilidad por tratarse de una matriz nilpotente. En otro caso, denotando
A(§) = A # 0, podemos formar la representacion

T Al 1 1
Je = QJeQ ", ng)\< 1),0:( A),

donde no expresamos la dependencia en & para simplificar. Entonces se tendra

2 2 2
aroarpa(fy Jarert ()] <
2

es decir,

G" =O0(n),

bajo el supuesto |A| < 1. En ambos casos, la condicién de von Neumann lleva a que, fijado T > 0, se
verifique la estimacién
2% ]l; < nCr,

para alguna contante positiva Ct independiente de n tales que 0 < nk < T. O
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Corolario 3.1 El esquema vectorial gobernado por el operador
(1)

(AU); =R*(U},, + U7 ) +2(1 - R*)U}, jeZ,

con

es estable en {5 x {5 bajo la restriccion de estabilidad
R <1.

Prueba La ecuacién caracteristica de la matriz de amplificacion

co- (Y ). r<esn

con

g({):2<1—2R28en2§), —rT <&,

(/\(5))2 —gONE)+1=0, —-m<&<m.

Cuando ¢ = 0 la ecuacion caracteristica
(AM0)—1)* =0,

indica que los autovalores son reales e idénticos A+ (0) = 1. En caso contrario, cdlculos directos muestran
que los autovalores son complejos conjugados

(6 =1 —2R286n2§ii2Rseng\/1 — R2sen? g, —r<&L<m EF£0,

bajo la restriccién

sten2§§1, —r<é<m & BRI<I.

En ambos casos, los mdédulos de los autovalores son
2
})\i(f)‘Q = (1 — 2R% sen? g) + 4R? sen? g (1 — R?sen? g) =1, -—-n<¢(<m,

verificandose la condicion de von Neumann. O

3.4. El problema mixto de contorno y valor inicial

Regresemos al problema de contorno y valor inicial

Utt — Ugy :f en]()?l[X}OvT[?
w(0,8) = (1,t) =0, £>0
u(+,0) = ug, w(+,0) =uy (estado inicial).

Consideremos la discretizacion de [0, 1] x [0, T] dada por el mallado

z;=jh, j=0,1,...,M,M+1, h=-—\

T
t,=nk, n=0,1,...,N, k:N,
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Noclos de clntorno
(compo 'tamiqnt D conocido)

/
/

|
Nodos interiores
(incognitas interiores)

donde en cadanivel n = 0, 1, ..., N deberemos imponer las condiciones propias de una viga en voladizo
sobre los nodos de contorno (xg,t,) = (0,kn) y (zmy1,kn) = (1,t,). Sobre los nodos restantes
{(zj,tn) = (jh,nk) : j =1,...,M}, que son interiores, irdn las condiciones interiores de la ecuacién
aproximada

Ut = R?(Uyg + Ujy) + (2 — 6R*) U +4R* (U, + UG ) = USH + BF),  FJ = f(),tn),

es decir,
U™t = AU — U™ ! + E2F" end, 3.1

con
(AU), = R (Us1 + U 1) +2(1 - R)U,

<

para el pardmetro de Courant R =

SIS

Por tanto, las funciones nodales U" = {UgL : j € Z} habran de acomodarse a las condiciones de
contorno.

Puesto que ninguna otra condicion es requerida, limitaremos nuestra atencion al tipo especial de
sucesiones U" = {INJ;” : Jj € Z} que verifican las condiciones

(por determinar)

- =~
Ur = \% , j=1,...,M,n=1,...,N, (3.2)

U;? =0 en caso contrario.

La actuacion sobre ese tipo de sucesiones U = {ﬁ;‘ : j € Z} en el esquema (3.1) admite la represen-
tacion vectorial

Vi = AV? — VP L P enRM, B = {F) = f(zj,tn), 1 <j <M}, (3.3)
donde A es la matriz real cuadrada de orden M
2(1—R?) R?

R? 2(1—R?) R?
R? 2(1-R?) R?
R? 2(1-R?) BR?
R? 2(1-—R?) 2R?

R? 2(1—R?) R?
R? 2(1—R?)
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a

Observacion 3.5 Recuérdese que las incégnitas son los valores interiores Vi, j =1,...,M, mientras
que los valores de contorno a izquierda y derecha son conocido s Vij = Vy; ., = 0. =

Con esa misma notacion, se tendra
Wt = AT - A RPET 4 EPL enRM, LM = O(K?).

referida a los valores exactos del problema de contorno y valor inicial. De modo que el correspondiente
error local E™ = U™ — u" satisface la aproximacion en una etapa

E'" = AE" — E" ' + ’L" enRM.

En

=
Para la funcién nodal vectorial E;L = E%_l se verifica
J

gn-i-l _ ’QV[E)n N k2i>n en RM % RMJrl’ fn _ ( O(kz) ) ,

= A -1
a-
|
El desarrollo de la consistencia, estabilidad y convergencia para este tratamiento vectorial es andlogo

al desarrollado para el tratamiento secuencial de las secciones anteriores, sin mas que limitarnos a este
tipo de sucesiones introducidas por (3.2)

con

Observacion 3.6 Notese la desigualdad

o = .
[ = sup [[AU[ < sup 2T = 2.

1T =1 g =1

con lo que la estabilidad funcional implica la vectorial, manteniéndose, en consecuencia, la restriccién
de estabilidad
R<1. O

3.5. Implementacion numérica

3.5.1. Forzamiento parabdlico

Para facilitar la implementacién para un forzamiento parabdlico

Bt) =t*
se han realizado varios scripts en Matlab. Por una parte, se ha recogido el cuerpo central del tratamiento

function U = cuerdaforzadaparabolica(x,k,T,U0,Ul,Fx)
Resuelve la ecuacion u_tt _u_xx =-2*Fx
forzada por el cambio de variables
definida por la malla x mediante un esquema de segundo orden
\NrU_{J} {n+1l}={\tt R} “{2}I\rU_{J-1}"{n}+2 (1-{\tt R} "{2}))\rU_{J} " {n}..
+{\tt R} "{2}\rU_{J+1}"{n}-\rU_{J} {n-1}
Variables de entrada:
x: Vector de puntos equiespaciados que definen la malla espacial
k: Paso de integracion en t
T: Valor final del tiempo de integracion

o0 o o oe

o o oP

o° oo
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UO0: Vector posicion inicial

Ul: Vector velocidad inicial

Fx: Vector fila funcion fuente espacial

Omega: Vector fila funcion peso velocidad angular
Variables de salida

U: Funcion u(x,T) (en tiempo final)

o° o° o° o° o° ol

h = x(2)-x(1); M = length(x);

N = round(T/k);
R=k/h;

RR=R"2;

e = ones(M,1);
Uu0=u0’; Ul=Ul’;
Fx = Fx';

%$Iteracion de pasos temporales
A=spdiags ([RRxe 2% (1-RR) *e RRxe],-1:1,M,M); %

for n=1:N
tn=nxk;
U = AxUl-U0-2% (k"2)+xFx; % vibracion forzada auxiliar
V=(tn"2) xFx; % traslado de la vibracin al extremo derecho

W=U+V; % vibracion forzada parabolicamente en el extremo derecho
plot (x,W,” .="); grid on;
$sound (W) ;

title ([’ Secuencia de la vibracion en el instante t=’ num2str(tn)]);
axis([min(x) max(x) min(W)-.1 max(W)+.1]);
xlabel ('x’,"Fontsize’,14); ylabel ('u(x,t)’,’Fontsize’,14);
drawnow;
U0 = Ul; Ul = U;
end;
title([’Vibracion de la cuerda forzada parabolicamente en T = '’ num2str(T) ' (seg)’]);

xlabel ('x",’Fontsize’,14); ylabel('u(x,t)’,’Fontsize’,14);

Nétese que el plot se ha incluido en un bucle para construir frames que produzcan animacion.
La funcion fuente espacial estd obtenida mediante

function f = fuenteespacial (x)
M = length(x);
for j=1:M
if x(j) <1 && x(3) > O
£(3) = x(3);
else f(3) = 0;
end;
end;

Para el estado inicial nulo se ha empleado

function f =posicioninicialnula (x)
M = length (x);

for j=1:M
if x(j) <1 && x(3) > O
£(3) = 0;
else f£(j) = 0;
end;
end;
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function f =velocidadinicialnula (x)
M = length(x);

for j=1:M
if x(j) < 1 && x(3) > O
£(3) = 0;
else f(3) = 0;
end;
end;

de esta forma resulta sencillo reemplazar estos datos para otros ejemplos.

Finalmente, el script

UO0=posicioninicialnula (x);
Ul=velocidadinicialnula (x);

Fx=fuenteespacial (x); % peso
U=cuerdaforzadaparabolica(x,k,T,U0,Ul,Fx)

4

ejecuta los anteriores para datos numéricos admisibles bajo la restriccidn de estabilidad.

Vibracién de la cuerda forzada parabdlicamente en T = 0.25 (seg)

Vibracién de la cuerda forzada parabolicamente en T = 0.5 (seg)

015_ ........... B v v el s s e e e wcfon 22 e o -
0.3
O i . ] 0.25
0.2
_ 005
X = 015
s S
0 5 o1
0.05
B e o e R "
: -0.0
-0.1 i i Jrsommnsmnlions, i I i o el o co
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 Y

i i
01 02

i i i i i i
03 04 05 06 07 08 09 1

Vibraciéon de la cuerda forzada parabdlicamente en T = 1 (seg)

ux,t)

3.5.2. Forzamiento armonico

Se puede proceder de forma andloga con una vibracién

B(t) = sen(t92),
de frecuencia € , para la que
U = AxUl-U0-(k"2) *sin (tn*Omega) *Wx;

es el unico cambio resefiable.

t €]0, T],
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Apéndice A
Desarrollos en senos y cosenos

Nos limitamos a una presentacion de resultados sobre los desarrollos en senos y cosenos que surgen,
entre otras motivaciones, del estudio de los problemas de Sturm-Liouville involucrados en el método de
separacion de variables. Para simplificar la exposicion usaremos la notacién

wp =V =nm, n>1, (frecuencias naturales de vibracion)

con lo que las relaciones de ortogonalidad quedan en la forma
1
/ COS Twy, sen zwypdxr = 0,
-1

1 1
/ COS TWp, COS LW AT = O m = / Sen Twy, Sen xwy, dr,
-1 -1

donde 9,, ,, representa la delta de Kronecker.
Motivados por condiciones de contorno de tipo Dirichlet, estamos interesados en los desarrollos
relativos a las familias ortonormales de los modos de vibracion

Xn(z) = V2senzw,, n>1,
<Xn7Xm> = 5n,ma

y en los correspondientes desarrollos

u(z) =) BXu(z), x€l0,1],

n>1
asociados a cualquier funcién u : [0,1] — R.

Observacion A.1 Cualquier razonamiento de continuidad hasta el borde requerird la condicion adicional
u(0) = 0 = u(1) para estos desarrollos en senos. o

A la vista de las relaciones de ortogonalidad, procediendo formalmente se tiene, para el producto
escalar en L%(0, 1),

(0, Xp) = > Bn(Xm, Xn) = Y B = Bn.

m>1 m>1

De esta forma se introducen los coeficientes del desarrollo en senos de la funcién «
Bp(u) = (u,X,,), n>1,

supuesto u € IL1(0, 1), con lo que

1
B, (u)] < \/5/0 u(@)|dz, 0> 1.

47
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Observacion A.2 Enelintervalo |—1, 1] el sistema trigonométrico viene dado por {1, cos zwy,, sen xwy, }.
La teoria de los desarrollos en serie de Fourier trata del estudio de representaciones de la forma

v(x) = aoév) + Z (an(v) cos zwy, + bp(v) senawy,), z €] —1,1],
n>1
asociadas a cualquier funcién periddica v : | — 1,1] — R, donde
1
av) = [ vla)da,
-1
y
1
an(v) :/ v(x) cos zwydz,
. n>1, (A1)
by, (v) :/ v(z) sen xwydx
-1
Cuando la funcién v es impar, v(x) = —v(—x), los coeficientes a,,(v), n > 0, son todos nulos, dando

lugar a los desarrollos en senos de funciones definidas en [0, 1]. En efecto, para u : [0, 1] — R formemos
la extension impar

B u(x), 0<z<1,
(z) { —u(—x), —-1<2<0

con u(x) = u(z + 2). Entonces
an(u) =0, n >0,

1
by (u) = \/5\[2/ u(x) sen zwpdz, n > 1.
0

Bn(u)

Con lo que la serie de Fourier determina el desarrollo

u(z) = ZBn(u)Xn(m), z € [0,1].

n>1

Notese que la continuidad de u en el origen requiere la condicion adicional «(0) = 0. O

Observacion A.3 Recuérdese las inclusiones
L>(0,1) c L?(0,1) c L'(0,1), 1<p< co.

Por otra parte, resulta inmediato que las funciones acotadas, entre las que estdn las continuas a trozos,
pertenecen a L°°(0, 1). o

Realcemos que de momento los desarrollos son sélo formales. Nos interesamos en mostrar que se
trata de una igualdad funcional en la métrica del espacio I.2(0, 1). Empleemos aun la notacién formal

T = Z B,X,

n>1

y la igualdad

n
T, = ZBka-
k=1
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La eleccion By, = By (u) determina la serie formal

ul = B (u)Xn

n>1

y la igualdad funcional

k=1

Las relaciones de ortogonalidad muestran las propiedades

n
ITall* = IBil* v

k=1

de donde

n

lu = Toll* = [lull® = 2 BrB(u)

k=1

y consecuentemente
lu = Tn||* = JJull? +Z|Bk — Bi(u
k=1

obteniéndose

T,) =Y BiBi(u)
k=1

Z B (o

Proposicion A.1 Sea u € 1.2(0,1). Asociado a cada desarrollo formal

)= Z B, Xn(z)

n>1

/|u |dm</|u

se tiene la desigualdad

)\de

que es una igualdad solamente si Slu|(x) = T(x). Ademds, se verifica

/|u |da:—/ u(z de—Z\Bk

v la desigualdad de Bessel

S [Ba(u)f? < /|u

n>1

Observacion A.4 La desigualdad (A.4) permite formar

/|u |dar:</|u

)|?dx

z)|*dx

n
+2_IBiP,
k=1

)

(A2)

(A3)

(A4)

(AS5)

que indica que en la norma I.2(0,1) la serie del desarrollo en senos S[u] es la mds cercana a la fun-

cion u.

O
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Andlogamente, si pretendiéramos un desarrollo en cosenos

=) A (wXn(x), = €0,1],

n>0

para

XO( ) =1, )/En(:c) =+v2cosazw,, n>1,
<Xn7X > = 5n,m7

obtendriamos la condicién necesaria
1
Ao(u) = / w(@)dz, An(w) = (1, %), n >0,
0

de nuevo, supuesto u € IL1(0, 1). Un razonamiento analogo permite extender los resultados de la Propo-
sicién A.1 al desarrollo en cosenos y deducir la desigualdad de Bessel

S JAn(u)? < /yu )[2dz. (A.6)
n>0

Observacion A.5 Regresemos al sistema trigonométrico {1, cos zwy,, sen zwy, } en ] — 1, 1] y a los desa-
rrollos en serie de Fourier

v) cos zwy, + by (v) senzwy), @ €] —1,1],

n>1

cualquier funcién periédica v : | — 1,1] — R. Cuando la funcién v es impar, v(z) = —v(—=x),
los coeficientes b, (v), n > 1 son todos nulos (ver (A.1)), dando lugar a los desarrollos en senos de
funciones definidas en [0, 1]. En efecto, si consideramos para una funcién u : [0, 1] — R la extension par

_ u(x), 0<z<1,
(z) { u(—x), -1<z<0

con u(x) = u(x + 2). Entonces

n (1)

(1) = \f/ x) cosnzdz, n > 0,
n > 1.

an
bp() =0

Con lo que la serie de Fourier determina el desarrollo

- ZAn(U)Xn(x), z € [0,1].

n>0
Nétese que ahora la continuidad de % en el origen no requiere ninguna condicién adicional. O

La convergencia en IL2(0, 1) estd basada en el Teorema de Aproximacién de Weierstrass y en la
densidad C([0, 1] = LL2(0, 1). Recordemos

Proposicion A.2 (Teorema de Aproximacion de Weierstrass) Sea ¢ > 0 y u una funcién continua y
periddica de periodo 2. Entonces existe un polinomio trigonométrico T (z) tal que

méx u(z) - T(x)| < =. _
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Entonces pasamos a mostrar

Teorema A.1 Las sucesiones {Xy }n>1y {in}nzo son bases hilbertianas en 1.2(0, 1). Por tanto, para
cada v € 1L2(0, 1) se verifica

u=> Bn(uX, =Y An(wX, enl?(0,1). (A.7)
n>1 n>0
Ademds
ul* = Z 1B, (u)|? = Z |A,(u)|* (igualdad de Parseval). (A.8)
n>1 n>0

DEMOSTRACION. Sea u € 1L%(0, 1) e identifiquemos la funcién u con su extensién impar 2 periédica.
Supongamos primero que u es una funcién continua, lo que requiere u(0) = 0 = w(1). Entonces, el
Teorema de Aproximacion de Weierstrass, para cada € > 0 existe un polinomio trigonométrico T (z) tal
que

méx |u(z) — T(z)| < ev2.

z€R
Esa convergencia uniforme permite suponer que T(z) es impar y sélo consta de senos, tras adecuadas
manipulaciones. Si ng es el grado de T(x) se verificard, para n > ng

1 1
[ @) = Sulul(@)Pdo < [ jute) - 1o e < <
0 0

(ver (A.4)), donde el polionomio T(x) ha sido completado con coeficientes nulos hasta el grado n.
Consecuentemente, se satisface (A.7). Ademas se tiene

ISalulll =Y Br(w)® 'y (u,Saful) =Y [Bi(u)l?,
k=1 k=1

por tanto,
[Snlulll < ull

Por otra parte, como el subespacio vectorial, I, de todas las combinaciones lineales (finitas) de elementos
de {X,,}>1 es denso en IL2(0, 1), para cada ¢ > 0 existird U € F tal que ||u — || < e. Ademds, por la
naturaleza de F se verificard S,,(u) = u, para n grandes. De modo que se tiene

1Snlu] = Sn(@)] < [lu —ull,

[1Snfu] — ull < 2[lu —ul] < 2,

para n grandes, lo que concluye la convergencia

lim S,[u] =u enL2(0,1).
n—oo

El resultado para la sucesion {X,, },,>0 se sigue con razonamiento andlogo comenzando ahora con exten-
siones pares. O

Observacion A.6 Entre otras aplicaciones importantes, la igualdad de Parseval indica que si dos funcio-
nes continuas tienen los mismos coeficientes del desarrollo en cosenos entonces ambas funciones deben
coincidir. La misma propiedad se tiene para la coincidencia de coeficientes del desarrollo en senos de
dos funciones continuas que coincidan en el borde. o
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Observacion A.7 Resulta inmediata la propiedad

(> Br()Xe, 3 Br(0)Xe) = 3 Be(w)Bi(v), w,v € L1(0,1),
k=1

k=1 k=1
de donde se deduce la igualdad de Parseval extendida
(,0) =Y Bu(w)Bn(v), wu,veL?0,1). (A.9)
n>1
Consecuentemente, para la base hilbertiana {X,, },>1, la aplicacion
L2(0,1) 3 2
u = {Bo(u)le>

es una isometria. Andlogamente, se obtiene

n

O Aw)Xe Y Ap()Xp) =Y Ap(w)Ag(v),  u,v e LY0,1),
k=0 k=0

k=0

obteniéndose la otra version de la igualdad de Parseval extendida

(,0) = > Ap(u)An(v), w0 €L?(0,1). (A.10)
n>0

Ahora, para la base hilbertiana {)A(n}nzo, la aplicacion

L2(0,1) — 2
u = {An(u)}RZO

€s una isometria. o

Claramente, los resultados anteriores indican la existencia de subsucesiones para los desarrollos en
senos y cosenos que convergen en casi todo punto a la funcién u. Siendo interesante, se trata de una
propiedad poco concreta para nuestros intereses. El criterio de Dini permite abordar la convergencia
puntual de los desarrollos hacia la funcién u. Omitimos aqui ese resultado.

Las convergencias uniformes que siguen reposan esencialmente en las siguientes relaciones

Proposicién A.3 Seau € C"~([0,1]), 7 > 1, tal que u(" es continua a trozos entonces se tiene
B, (u') = —wpAn(ul™1). (A.11)
Ademis, si u("~1(0) = u("~1(1) = 0 se tiene

An(u") = wpBy (w1, (A.12)

DEMOSTRACION. De su propia definicién se obtiene

1
B, (u() :\@/ u'" (x)senzwy, dx
0

1 1
= V2u""!(z) sen zw, 0 V2uwn / u" () cos zwydx
0

xr=

= —wnAn(u("*l).
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Andlogamente, supuesto u("~1(0) = u("~1(1) = 0, se tiene

A, u(" =2 / x) cos Twydx

1 1
= V2u"" () cos zwy, + \/§wn/ w1 (z)senzw, dx
0

=0

= w, By, (um1). .

Teorema A.2 (Convergencia uniforme hasta el borde) Supongamos que u es continua en [0,1] y v’
continua a trozos. Entonces

Z Ay ) = u(x) uniformemente en [0, 1].
n>0

Ademds, si u(0) = 0 = u(1) se tiene

Z Bn( ) = u(x) uniformemente en [0, 1].

n>1

DEMOSTRACION. De la relacién

Bi(u) = —wrAx(u), (A.13)
deducimos
n n 1
) COS TwW §Z|Ak(u) = (Zwk\Ak(uﬂ )
k=1 k=1 Wi
1
n 2 n 1 2
< (sz‘Ak(U)P) (Zw2>
k=1 k=1 Fk
1
2 n 1 2
- (zuak >|2) (z w2>
k=1 "k
y
ZA ) — u(x) uniformemente en [0, 1]
n>0

por el criterio de Weierstrass de la convergencia uniforme y u’ € 1.2(0, 1). Andlogamente, se tiene

<3 Bu(w)] = (Zwk\Bkw ‘ :)
k=1 k

k=1
1

s(ZwaBk(u)F) (Zj) .
k=1 k=1 "k

Puesto que supuesto u(0) = u(1) = 0y y v/ continua a trozos deducimos

u)senzwy,

Ap(u') = wiBg(u), (A.14)

con lo que
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El criterio de Weierstrass de la serie numérica mayorante y v’ € I.2(0, L) prueban la convergencia

Z B, (u)Xy(z) = u(z) uniformemente en [0, 1].

n>1
Observacion A.8 Bajo los supuestos anteriores, u continua en [0, 1], con u(0) = 0 = u(1), podemos
estimar la tasa de convergencia de la convergencia en IL2(0, 1). En efecto, en ese caso el resto
o0

por la relacién

(ver (A.14)), se tiene la propiedad

1 00 00 1
2 2 1\|2
o(@)2dz = By, ()| = A
| @i 3 Bl = 3 )
1 = |2
< W;|An(u)| .

Si ademas u’ es continua y u” es continua a trozos obtenemos

L o0 > 1 1
[ e@Pds = 3 B@P = 3 LA Y i)l
0 k=n+1 k=n+1 "k k=n+1 "k
 [— )
< 1 .
_7T4n4Z|Bn(u )|
n>1

(ver (A.11)). Se puede alargar este razonamiento, asi si se verifica que u” es continua en [0, 1] y que v’
es continua a trozos y u”(0) = 0 = u” (1) podemos mejorar la tasa anterior, pues entonces la relaciéon

Ap(u") = —wiBy(u),

(ver (A.18)) lleva a

1 o) 00 1
2 2 "y |2
de = B = —|A
[ e@Pie = 37 Bl = Y el
k=n+1 k=n+1
1 « 5
< n
= 766 Z | A (wT)I".
n>1
El caso del desarrollo en coseno es analogo. O

Cuando falla la condicion la condicion de compatibilidad u(0) = 0 = u(1) en algin extremo se
sigue teniendo la convergencia uniforme del desarrollo en senos en el intervalo abierto |0, 1[. Vedmoslo
con un ejemplo ilustrativo,

Lema A.1 (Convergencia uniforme interior) Para la funcion g(x) = x se verifica

Z Bn(9)Xn(x) — g(z) uniformemente en [0, |,
n>1

para cada T €0, 1].
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DEMOSTRACION. Puesto que g € IL2(0,1) N C(0, 1) se satisface la convergencia

ZBn(g)Xn(x) —w(z) enl?(0,1),

n>1

y por tanto en todo 2 € [0, 1[. De hecho, se verifica la convergencia puntual. Mediante calculos directos
se obtiene
(_ 1)n+1
B,(g9) = V2~———, n>1. (A.15)

Wn,

Por otra parte, consideremos la cldsica férmula de sumacion por partes

n n—1
D arbe = ck(brrr — i) + cobn,
k=1 k=1
conc, = aj + ...+ ay, para la que la eleccién
2 1
ar = = (=) senazw, y bp=—,
7r k
permite la representacion
n n—1 c c
_ k n
ZBk(g)Xk(ﬂﬁ) = Z SRy
k=1 k=1
con
9 k
_ = -1 J+ .
Cr = ;( )T sen zw

Utilicemos la identidad trigonométrica
2sen2 'z sen jx = cos ((] — 2_1)30) — Cos ((] + 2_1)36)

que lleva a
k

2sen2 'z Z sen jx = cos 2z — cos ((k + 2_1)1’)
j=1

y, reemplazando x por 7z + 7, a
k“ .
2cos2 Z(—l)J sen zw; = cos 2 'm(z 4+ 1) — cos ((k+ 2_1)7r(:r +1)).
j=1

De esta forma, se obtiene

cos ((k+27Y)m(z + 1)) — cos27'm(z + 1)

mcos2 inx

Cr —

y la estimacién

lek| < para0 <z <7 < 1.

mcos2 inT

Consecuentemente,

" Bilg)Xi(x)
k=1

k=1

< 2 nil 1 + 1 0<zx<rt<l1 (A.16)
- ara r<T .
~ mwcos2 lxT E+k n p - = ’
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concluye que la serie

Z B,(9)X,(x) converge uniformemente en [0, 7],
n>1

para cada 7 €]0, 1]. o
El anterior ejemplo es la base para extender el resultado a otras funciones

Corolario A.1 (Convergencia uniforme interior) Supongamos que u es continua en [0,1] y u’ conti-
nua a trozos, tal que u(0) = 0 # u(1). Entonces

Z Bp(u)Xy(z) = u(z) uniformemente en [0, 7],
n>1

para cada T €0, 1[.

DEMOSTRACION. Ante todo, u € I.2(0,1) N C(0, 1) con lo que

> Bu(u)Xn(z) — u(z) enL?(0,1),
n>1
y por tanto en todo = € [0, 1[. Formemos la funcién
u(r) = u(z) —u(l)g(z), = <[0,1],
siendo g(x) la funcién del Lema A.1. Claramente la funcién @ es continua en [0, 1] con 4’ es continua a
trozos y verifica u(0) = 0 = u(1), de modo que
Z B, (u)X,(z) = u(z) uniformemente en [0, 1],
n>1
por el Teorema A.2. Por otra parte, por linealidad, se verifica
B,(u) = Byp(u) —u(1)B,(g), n>1.
De modo que se satisface la convergencia

S B (w)Xa(@) = 3 Bu(@)Xa (@) +u(1) 3 Bolg)Xa (@) = () + u(l)g(x) = u(x)

n>1 n>1 n>1

uniforme en [0, 7|, para cada 7 €]0, 1], por el Lema A.1. o
Observacion A.9 Obviamente, los resultados del Corolario A.1 estdn contenidos en los del Teore-
ma A.2. o

En ocasiones interesa la convergencia de las derivadas de orden superior. Como ejemplo mostramos

algunas de ellas

Teorema A.3 (Convergencia hasta el borde de las derivadas) Supongamos que v’ es continua en [0, 1]
y " continua a trozos. Entonces

anBn(u)Xn(m) — u/(z) uniformemente en [0, 1]

n>1

supuesto u(0) = 0 = u(1). Si ademds se verifica que u" es continua en [0, 1], " continua a trozos y
u”(0) =0 = u"(1), entonces

Z —w2B ()X, (2) — u"(z)  uniformemente en [0, 1).

n>1
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DEMOSTRACION. Como es habitual, emplearemos de nuevo el criterio de Weierstrass de la serie numéri-
ca mayorante. De la igualdad
B, (u") = —wp Ay (u)),

(ver (A.11)) deducimos
B,(v") = —wpAn(v) = —w?B,, (u), (A.17)

supuesto %(0) = 0 = u(1) (ver también (A.12)) y

Zwi]Bn(u)\Q = Z By (u” ?

n>1 n>1
con lo que
u)cosxwy| < Zwk|Bk )| = Zwk|Bk
; 1
n 1 2
< (Z w;%|Bk(u>|2> (Z w2> :
k=1 k=1 "k
Entonces
Z B( ) = u(x) uniformemente en [0, 1],
n>1
Z wp By (u)Xy,(z) converge uniformemente en [0, 1]
n>1
concluye

Z wnBn (1) Xy (x) = v/(z) uniformemente en [0, 1].
n>1

Por otra parte, a partir de
A (") = wy By (u"),

se obtiene
An (") = w,Bn(u") = =3B, (u), (A.18)

supuesto si u”(0) = 0 = u”(1) (ver la Proposicién A.3), y

ng‘Bn Z ’A ///

n>1 n>1
con lo que
uw)senzwy| < Zwk|Bk )| = Zwk]Bk
5 1
n 1 3
< (Zwﬁmk(u)?) (Z wg)
k=1 k=1 "k
Entonces
Z By( ) = u(z) uniformemente en [0, 1],
n>1
anBn(u)Xn(m) — o/(z) uniformemente en [0, 1],
n>1
Z —w2B,(u)X,(z) uniformemente en [0, 1],
n>1
lleva a

Z —w2B,, ()X, (z) — u”(z) uniformemente en [0, 1].
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Como antes, podemos abordar también la la convergencia uniforme de las derivadas cuando falla la
condicién de compatibilidad.

Corolario A.2 (Convergencia interior de las segundas derivadas) Supongamos que u' es continua en
[0,1] y u” continua a trozos. Entonces

Z A ()X (2) = W' () uniformemente en [0, 1].
n>1

Si ademds se verifica que u" es continua en [0, 1], " continua a trozos y u” (0) = 0 # u” (1), entonces

- Z WAy (U)X (z) = ' (x)  uniformemente en [0, 7]

n>1

para cada T €0, 1].
Cuando u(0) = 0 = u(1) se puede reemplazar A, (u') por w, By, (u).

DEMOSTRACION. Puesto que u/ es continua en [0, 1] y u” es continua a trozos en [0, 1], podemos razonar
como en la primera parte del Teorema A.2. Para ello, usamos la relacién

Br(u") = —wpAg (), (A.19)

para deducir
n

Z Ar(u') cos zwy,

<3 IAv)| = (Zwkmk(u’n - j)

k=1 k=1 k=1 K
< (Satmont) (L)
k=1 k=1 "k
1 1
_ "\ 12 -
- (o) (35)
k=1 k=1 "k
y A~
Z A, (W)X, (z) — u/(x) uniformemente en [0, 1],
n>0

por el criterio de Weierstrass de la convergencia uniforme y u” € 1.2(0, 1).

Para la convergencia de u” basta aplicar a esa funcion los razonamientos del Corolario A.1 usando los

coeficientes B,,(u”), finalmente se tiene en cuenta (A.19). El dltimo comentario se sigue de la Proposi-

cion A.3. o
Finalizamos con un resultado técnico que usaremos en (2.10) de la prueba del Teorema 2.1

Lema A.2 Para la funcion g(x) = x la serie

Z B,(9)Xn(z) converge uniformemente en [0,7),
n>1

para cada T €0, 1[.

DEMOSTRACION. La clasica férmula de sumacién por partes permite también la representacion
n—1

" S Cl Cn
B X = —
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con

Ahora utilizamos la identidad trigonométrica

2 cos 271y cos jy = cos ((] + 2*1)3/) — cos ((j — 2*1)3/)

que lleva a
k

2cos 2y Z COS jT = COS ((k‘ + Z_I)y) —cos2 Yy
j=1

y,paray = wx + 7, a
k .
—2cos2 'z Z(—I)J coszw;j = cos ((k+27")m(z + 1)) — cos2 ' m(z + 1).
j=1

De esta forma, se obtiene

cos ((k+27Y)m(z + 1)) —cos2'm(z + 1)

k= mecos2 e
y la estimacion
ley| < ————— para0 <z <7 <1
mcos2 inT
Consecuentemente,
n N 9 n—1 1 1
B X < — ara) <oz <7 <1, A.20
S mie) < ot (St 1) mmo<a<s (A20

concluye que la serie

Z B, (9)X,(x) converge uniformemente en [0, 7],
n>1

para cada 7 €]0, 1]. o
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