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Algeébres de Lie/Lie Algebras

Sur la réductibilité de la variété des algébres de Lie
nilpotentes complexes

Yu B. HAkiMiANOv, José Maria ANCOCHEA BERMUDEZ et Michel GozE

Résumé — On montre, dans cette Note, que les variétées algébriques des lois d’algebres de Lie
nilpotentes complexes de dimension supérieure ou égale a 7 sont réductibles.

On the reducibility of the varieties of nilpotent complex Lie algebras

Abstract — In this Note we prove that the variety of nilpotent complex Lie algebras of dimension
more than seven is reducible.

INTRODUCTION ET NOTATIONS. — Soit N” ]a variété des lois d’algebres de Lie nilpotentes
complexes de dimension 7. Elle est fibrée par les orbites correspondant a ’action naturelle
du groupe linéaire Gl(n, C) (définie par les changements de base). Cette variété est
irréductible pour n<6 (voir [3], [7], [8]). Dans [10], M. Vergne démontre I’existence d’au
moins deux composantes algébriques irréductibles dés que n=11 sans toutefois les
déterminer explicitement.

Si pe N”, on notera g=(u, C") I’algebre de Lie de loi p et @ (1) ou @ (g) I'orbite de p.

THEOREME. — Sin=7, la variété N” est réductible.

I. SUITE CARACTERISTIQUE. (CONTRACTIONS. DETERMINATION DES COMPOSANTES IRRF:-
DUCTIBLES. — Soient g=(u, C") une algebre de Lie complexe nilpotente de dimen-
sionn et %g son idéal dérivé. Soient X wun vecteur non nul dans g—%g et
5, X)=(s1X), ..., 5X), 1) la suite ordonnee (s, 25,2 ...25221) des exposants de
similitude de 'opérateur nilpotent ad, (X). Ordonnons I’ensemble de ces suites par I'ordre
lexicographique et notons :

s()=sup {5,090 | X eg—Pg}.
C’est un invariant a isomorphisme pres de ’algébre g==(p, C").

ProrosiTION. — Si W' est une perturbation de p dans N, alors s(n') 2 s (n). |

La notion de perturbation est definie dans [6]. Soit X e C” tel que s, (X)=s(p). Comme
p~p 81 X'~Xet X eg —Zg’ ou g est I'algébre de Lie associée a p', I’opérateur nilpotent
ad, (X') est une perturbation de ad,(X). Posons s,(X)=(s;, ..., 1) et considérons
le premier espace caractéristique E, (resp. E}) de ad, (X) [resp. de ad,,. (X')] de dimen-
sion s;. Si(ey, ..., e;) est une base de Jordan de E,, alors ad, (X') (¢;))~e;, et
dim E; =dim E,. En cas d’égalité on compare les espaces caractéristiques suivants. D’ou
la proposition.

Conséquences. — 1. Soit g, = (i, C") une algebre de Lie se contractant sur g, = (p,, C").
Alors p, est dans I’adhérence de @ (p,) et elle est donc isomorphe a une perturbation p
de p,. Amst s(py)=s(py)-

2. Soit Ny={peN"|s(n)=s}. D’aprés la proposition ci-dessus, c’est un ouvert de N".
Le cas particulier ou s est maximal et égal a (n—1,1) correspond a 'ouvert des lois
filiformes. Il est clair que la réductibilit¢é de Pouvert N, _, ;, implique la réductibilit¢ de
N". Supposons N, _, ;) irréductible. La proposition précédente conduit la recherche
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d’une deuxi¢éme composante irréductible dans 'ouvert N, _, ; ;,. Plus généralement si
N, est contenu dans Padhérence de Zariski de N, ;, et ceci pour tout s2s,, on cherche
une éventuelle deuxiéme composante dans N ou s, est le prédécesseur de s,

II. DEMONSTRATION DU THEOREME. — II.1. Cas de la dimension 1. — L’ouvert N ;)

est irréductible. 11 s’identifie a ’orbite de la famille 2 un parameétre définie par :
u(X;, X)=X;_4, i=3,4,...,7

H(Xy, X)=aX, pXs, Xe)=X, pXs, X)=(1+0) X5 pXe, X)=01+a)X,.
L’adhérence de Zariski de cette orbite est une composante irréductible.

L’ouvert N5 ; 1, n’est pas irréductible. Les algebres suivantes :

n(X;, X)=X,_,, i=4,5,6,7

R(Xy, Xe)=Xs p(Xp, X9)=X31Xy uXs, Xg)=aX5 p(Xe, X)=aX,+X,
ne sont pas dans la composante définie précédemment (on ne peut perturber ces algebres
sur une algébre filiforme); ’'adhérence de I'orbite de cette famille & un parameétre détermine

une deuxiéme composante irréductible de N’ (en fait N’ est réunion de ces deux
composantes [6]).

I1.2. Cas de la dimension8[6]. — L’ouvert des filiformes n’est pas irréductible. Il est
contenu dans les deux composantes définies par ’adhérence des orbites des deux familles
suivantes :

R(Xy X)=Xi41, 32028, p(Xy, Xg)=aX,;

p(Xs, X7)=Xy; p(Xs, Xg)=(1+a)X;+X,
n(Xe, X7)=X3; (X, Xg)=(2+a) X, +Xj; p(Xq, Xg) =2t a)Xs+X,.

et
Xy X)=Xit15 | 35158, U(Xs, X7)=X5;
H (X Xg) =X, + X5 H(Xs, Xo)=—X;;
nXs, X7)=(—2/5)X;; H(Xs, Xg)=X,+(3/5)X3; 1 (Xe X7)=(2/5) X5;
n(Xe, Xg)=Xs5t(1/5) X, +aX,; R (X7, Xg)=Xe+(1/5) X5 +aXs.

Remarque. — Récemment G. Ceeley a mis en évidence une troisiéme composante de
N2 ne rencontrant pas ’ouvert des filiformes [9]. |

I1.3. Cas de la dimension 9. — L’ouvert des filiformes est irréductible[1]. Il est contenu
dans 'orbite de la famille & deux paramétres donnée par :

RXy, X)=Xioy, 32129 p(Xs, Xg)=X;
P (X5, Xo)=X;3+aXy; p(Xe, X7)=Xy;
n(Xe, Xg)=2X3; H(Xe Xo)=3X,taX3+BXy; p(Xq, Xg)=2X4;
u(Xq, Xg)=5XsTaX,+BX;; h(Xs, Xo)=5XstaXs;+BX,.
Considérons a présent la famille dont les lois sont dans N, ; ,, qui est définie par :
Xy, X=X, 42i59; P;_k_(Xza Xg)=—2X;;
H(Xy, Xo)=—2X,—5aXy; H(Xs, Xg)=Xs;
B(Xs, Xo)=Xy+BX3; n(Xe Xg)=Xst+aXy pXg Xo)=2Xs+(a+p) X, +X,;
n(Xq, Xg)=Xst+aX,+7X;—Xy; H(Xs Xo)=3Xs+(B+20)Xs+vX,;
H(Xg, Xg)=3X,+(PB+2u) Xs+vX;+yXs+dX,.
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Aucune de ces lois ne peut se perturber sur une loi filiforme; ’adhérence de I’orbite de
cette famille constitue une deuxiéme composante de N°.

I1.4. Cas de la dimension 10. — L’ouvert des lois filiformes N ;, est contenu dans la
réunion de trois composantes algébriques irréductibles.
En effet, toute loi filiforme de dimension 10 est isomorphe a I'une des lois données

par :
pX;, X)=X;;, 3=5is10; H (X, Xo)=a; Xy; B (X, Xjo)=ay X3 ta, X,;
(X5, Xg)=—a,; Xy p(Xs, Xg)=5,Xy; n(Xs, Xyo)=a; X4+ (bz tay) X3+ by Xy
WXe, Xq)=a;X;; B (Xe, Xg)=¢2X5; B (X, Xo)=(by 1T ¢,) X3+ ¢3X5;
X, Xyo)=ay XsF+(ay+2b,+c) Xy +(c3+Db3) Xyt ey Xy n(Xy, Xg)=c; X3 +dy Xy;
R(Xq, Xg)=(by+2¢,) Xyt (catd)X3+d, Xy,
w(X,, Xio)=a; Xg+(a,+3b,+3¢,) Xs+ 23+ by +d) Xy +(cy +dy) X3 +d; Xy,
R (Xg, Xog)=(by+2¢)Xs+(c31d) X+ d; X3 +e; Xy;
RXg, Xi0)=0a; X,+(a,+4b,+5¢,)Xg+Becy+b3+2d,) X
+(c,t2d,) X+ (e, +d3) X5+ e, Xy;
L(Xg, Xio)=a, Xgt+(a,+4b,+5¢,)X;+(Becy+b3+2d,) X
+(cy+2d,) X+t (e, +d)) X, e, X5+ X
ou les constantes de structure (a;, b,, ¢;, d;, e; f) vérifient les conditions de Jacobi
suivantes :
| 2¢,a,—3b3—3by¢,=0
a,(2a,+7b,+7¢,)=0
a,(2cy,+5d)—2a,d;—(4b,+5¢,)(d;—c3)—(Bes+by;+2d)(c;—by)— b3 (b, +2¢,)=0.
La premiére composante est I'adhérence de Zariski de 1'orbite de la famille définie par
a,=c,=1,b,=—1,a,=0¢t2¢c,+5d,=5d,+5¢c3;+3b,.
La deuxiéme est I’adhérence de I'orbite de la famille correspondant 4 : a;=c¢,=1,
b,=—17/3,a,=14/3 et 2¢,+5d,=(35/3)d, +(43/3) c3+ 3 bs.
Quant a la troisiéme, elle est associée & la famille donnée par: q,=0, c,=1,
2a,=3b2+3b,, 3b;=(Tb,+2)c3—d; B3b3+5b,+7).
I1.5. Cas de la dimension supérieure ou égale a 11. — La réductibilite de N" pour

n=11 est prouvée dans [4]. Le but du paragraphe suivant est de préciser les composantes
données par les lois filiformes lorsque la dimension est supérieure a 11.

ITII. LA REDUCTIBILITE DE L’'OUVERT DES FILIFORMES [5]. — Soit [, T'algébre de Lie de
dimension n+1 avec n=11 définie dans la base (e, €4, ..., €,) par plegy, €;)=2¢€;, 1,
1<i<n—1.

A tout couple d’entiers (k, s) tels que 1<k<n—1,2k+1<s5<n et s=4, on associe le

2-cocycle (pour la cohomologie de Chevalley) o, ,€Z*(l,, I,) défini par
(Pk,s(ei: ej)':(_ 1)k_i8]5:1i—1 €itjt+s—2k—1 si 1<ifk<j=Zn

et égal a 0 dans les autres cas.

Soit T I’espace vectoriel engendré par d’une part les cocycles @, , avec 2k+1<s<net
d’autre part @, , si n=2[+1.

LeEMME[5]. — L’espace tangent au point I a la varieté N" est un sous-espace de
T+B2(l, 1) ou B2(l,, ) est l'espace des 2-cobords de la cohomologie de Chevalley de I,
qui s’identifie a I'espace tangent en 1, a O (l,).
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Or, d’apres [10], Pétude des composantes irréductibles de I'ouvert N,_; ;, se raméne
a I’étude des composantes de la sous-variété affine M de T définie par les relations
¢°9=0 (i.e. ¢ est une loi d’algebre de Lie). Or tout élément ¢ de T est de la forme
P=) a, Py , et la variété M est donnée par les équations :

— 2 —
3a2,6+a3,802’6+201,403,8—0
2 . _ _
6“3,3 4“2,6“3,8 as g a4,10+231,4a4,10 02.604,10“0
—_— 2 —
4(13,8‘1"303,804’104"302’6(14,10—0.

La solution de ce systéme est la réunion des trois droites qui dans I’espace vectoriel
parameétré par (a; 4, 56, @3, d4.10) ONt pour vecteurs directeurs respectifs (1,0, 0, 0),
0,0,0,1) et (1,1/10,1/70,1/420).

On en déduit le théoréme suivant :

THEOREME. — Si n=12, l'ouvert N, _,,, (et par suite N") contient au moins trois
composantes irréductibles si n est impair, et au moins quatre composantes irréductibles si n
est pair.

Remarque sur la dimension des composantes. — Considérons les algébres filiformes r,
et w, définies par :

V-

Kieo, €)=¢€;,y, 1=isn—1; pley, e)=e;y,; 2=Zi<n—-2.

H(eg, €)=e;, 1, l=sisn—1;
pes e)=[6G—D'G=DG=D/E+)Nerjny,  si 16 jSn—2, i+j+15n
Les lois de ces deux algébres sont des points simples de N"*! et appartiennent a des

composantes distinctes qui sont respectivement de dimension n®>+2n—[(n+16)/3] et
2
n“+n+2.

Note remise le 25 avril 1991, acceptée le 21 mai 1991.
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