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PROLOGO

El objetivo de esta memoria es, en esencia, eshozar una teoria
matemdtica de la robustez en inferencia bayesiana respecto a variacio

nes en la verosimilitud,

En concreto, se propone una definicién general de "robustez cua
litativa" o "estabilidad" de un modelo bayesiano y, después de anali
zar su significado y aplicabilidad, se enuncian otras definiciones
particulares de robustez bara los estimadores, regiones de confianza
y tests de hipStesis bayesianos. Paralelamente se demuestran teoremas
que proporcionan condiciones suficientes de robustez (segiin las dis-
tintas definiciones mencionadas) y se aplican estos conceptos al ani

lisis de algunos problemas particulares de inferencia.

La bibliografia disponible sobre este tema es relativamente esca
sa. Los trabajos de Box y Tiao (1962, 1964, 1968 y 1973) constituyen,
sin duda, la aportacidn mds conocida. En ellos se plantean algunos
modelos y se comparan las distribuciones a posteriori obtenidas con
distintas verosimilitudes (la distribucién a priori permanece fija)
adoptando un enfoque eminentemente cuantitativo en el que incluso se

utilizan muestras numéricas concretas.

Por el contrario, nuestro enfoque del problema (desarrollado en
los capitulos II1 y III de esta memoria) es cualitativo, en el senti-
do de que las definiciones de robustez que se proponen estdn inspira
das en la idea de continuidad y pretenden recoger la nocidn intuiti-
va de que un procedimiento estadistico es "robusto'" cuando es poco

sensible frente a cambios "infinitesimales" en la verosimilitud sub



yacente. Naturalmente, éste es un aspecto parcial de la nocidn de ro
bustez que, en cada problema estadistico,puede completarse con un

andlisis de tipo cuantitativo.

En el capitulo I, después ,de enunciar algunos resultados previos,
se hace un breve resumen de la teoria de la robustez en su estado ac
tual indicando las lineas generales de investigacidn y destacando
aquellas que tienen relacidn directa con nuestro planteamiento,’o
bien presentan alguna afinidad metodoldgica con el mismo. Asi, por
ejemplo, se dedica cierta atencidn a la "Teorfa de la Robustez Cuali
tativa" de Haﬁpel que, dentro del marco de la Estadistica cldsica o
frecuentista, establece una estrecha relacidn entre el concepto de ro
bustez de un estimador y la continuidad de un funcional definido so-

bre un espacio de distribuciones dotado de la topologia débil.

En el capitulo II se enuncia la definicién fundamental de esta-
bilidad de - un modelo bayesiano. (constituido por una familia de posi-
bles verosimilitudes y por una distribuc?dn a priori).En ella se inten
ta reflejar la idea de estabilidad concebida como una "continuidad"
de las distribuciones a posteriori respecto a los cambios en 1la veré
similitud. De hecho, se demuestra un teorema que, bajo hipStesis bas
tante amplias, permite traducir la definicifn en té&rminos de continui
dad de una familia de funcionales definidos en un espacio de distribu
ciones dotado de la topologia débil. Se establece también una versidn

generalizada de este resultado.
Podemos decir, por tanto, que existe una cierta analogia de fon
do con la teoria de Hampel en cuanto al tratamiento matemdtico, aun

que los planteamientos generales son claramente distintos.



-3 -

En lo referente al manejo prictico de la definicidn, se demues-
tran varios teoremas que proborcionan condiciones suficientes de es-
tabilidad. El soporte matemftico de estos resultados es el concepto de

convergencia d@bil. En particular, aparece el problema de estable
cer condiciones que ﬁermitan asegurar la convergencia puntual de las
funciones de densidad a éartit de la convergencia d&bil de las corres
pondientes distribuciones. Estas condiciones se obtienen en el capi-
tulo IT mediante dos ﬁrocedimientos distintos y constituyen un impor

tante elemento auxiliar en los resultados sobre estabilidad.

El capitulo III estd dedicado a aplicar y desarrollar en varios
sentidos la teoria del capitulo anterior: En la primera parte esta
teoria se utiliza para estudiar el efecto de ciertas desviaciones de

la normalidad en el tratamiento bayesiano del modelo lineal.

A continuacién, se proponen definiciones de robustez para los
distintos métodos estadisticos: estimacidén puntual, regiones de con-
fianza y test de hipStesis bayesianos. De acuerdo con nuestro plan-
teamiento, estos conceptos especiales de robustez deberian analizarse
como un paso posterior después de haber asegurado la estabilidad gené
rica propia del modelo (definida en el capitulo II), que constituye

el punto de partida natural.

Asi, en la metodologia seguida para establecer condiciones sufi
cientes de robustez de los procedimientos estadisticos, se impone la
estabilidad del modelo y se afiaden hipStesis suplementarias para ase
gurar que dicha estabilidad bdsica se conserva al "resumir" la infor

macidn proporcionada por la distribucién a posterijori.

Los resultados obtenidos en el capitulo III indican que la ro-



bustez de los tests se sigue de forma casi automatica a partir de la
estabilidad del modelo mientras que en el caso de los estimadores hay
que imponer condiciones adicjonales (a veces hastante fuertes). Con-

cretamente, se demuestran teoremas de robustez para la media, media-

na moda a posteriori los estimadores Bayes genéricos.
y P Y y

El problema de las regiones de confianza es, por su propia natu
raleza, mis complicado. En el texto se establece la robustez de las

regiones de confianza unidimensionales definidas mediante cuantiles.

Por @iltimo, y en un aspecto diferente, apuntamos la posibilidad
de desarrollar una "teoria generalizada" de la robustez cualitativa
en inferencia bayesiana que estudiase los efectos de pequeiias variacio
nes en los tres elementos fundamentales de un problema bayesiano (ve-
rosimilitud, distribucidn a priori, funcidn de pérdida) tomando como
punto de partida la teoria desarrollada en los capitulos Ily III. Un
paso posterior en esta direccidn seria el resultado que establecemos
al final del capituloIIl demostrando, bajo ciertas condiciones, la
"robustez conjunta del operador Bayes" respecto a variaciones simultd
neas en la verosimilitud y la distribucidn a priori. Por otra parte,
el articulo de Kadane y Chuang (1978) (que se ocupa de las alteracio
nes en la funcidn de p&rdida y en la distribucidn a priori) puede con
siderarse insertado en esta misma linea de investigacidn que parece

bastante prometedora.

Esta visidn general del trabajo puede completarse con los suma-
rios incluidos al principio de cada capitulo. Asimismo, después de los
resultados mids importantes, se incluyen un breve apartado de discusién

y comentarios para aclarar su significado.



-5 -

Quisiera expresar mi agradecimiento al profesor Manuel del Rio

‘por su direccidn y su ayuda constante.

Agradezco también a los profesores de la Seccifn de Estadistica
e Investigacifn Operativa el apoyo prestado durante la realizacién

de este trabajo.

Madrid, Noviembre de 1981



CAPITULO I




CAPITULO I

RESUMEN GENERAL DE LA TEQORIA DE
LA ROBUSTEZ

1. SUMARIO

El propdsito fundamental de este capitulo es ofrecer una vigidn
general de la Teoria de la Robustez que permita situar adecuadamente

el trabajo desarrollado en los capitulos II y III.

En la seccidn 2 se enuncian algunos resultados conocidos, (rela
tivos a la convergencia d&bil, la distancia de Prohorov y la férmula

de Bayes) que utilizaremos en el desarrollo posterior.

La seccidn 3 ge dedica a resumir la Teoria de la Robustez en In-
ferencia cldsica o frecuentista: Se comentan brevemente algunos desa-
rrollos importantes, como los métodos "experimentales" basados en la
simulacidn, la "robustez minimax" de Huber y la teoria cualitativa
de Hampel. Esta {iltima se examina con mayor atencidn, ya que presenta
una cierta afinidad metodoldgica con el planteamiento de nuestro tra-
bajo en lo referente a la interpretacidn del concepto de robustez en

términos de continuidad.

En la seccién 4 se resume el estado actual de la Teoria de la Ro
bustez en Inferencia bayesiana en su triple faceta de estudiar los
‘efectos de las alter;ciones en la verosimilitud,en la distribucién a
priori y en la funcién de pérdida. Concretamente, en el apartado 4.1
se resume el conocido ﬁlanteamiento de Box-Tiao, en el 4.2 se conside

ra el problema de "sensihilidad" (robustez respecto a la distribucidn



a priori) desde los puntos de vista cualitativo y cuantitativeo, y,
por Gltimo, el apartado 4.3 se dedica a resumir un articulo de Kadane
y Chuang en el que se propone una definicibn de estabilidad frente a
pequefias variaciones simultfineas en la funcifn de p&rdida y la distri

.

bucidén a priori.

2. RESULTADOS PREVIOS
En esta seccifin se effuncian, para referencia posterior, algunos
resultados generales conocidos que se utilizardn reiteradamente en el

desarrollo de este trabajo.

(a) Convergencia débil

Sea X un espacio métrico completo y separable y B 1a

g-dlgebra engendrada por los abiertos de X.
Sean P , r € ¥ y P medidas de probabilidad en (x,B).

Se dice que la sucesidn {Pr}rGN converge débilmente a P (y

d

fo g - 2
se indicara por P T P) cuando, para toda funcidén u : X -+ R,

continua y acotada, se verifica J u(x)dP _(x) 5= J u(x)dP(x).
X X

El siguiente teorema ofrece algunas caracterizaciones interesan

tes de la convergencia débil:

TEOREMA I.1. Las siguientes condiciones son equivalentes:

d
(a) Pr - ;*;* P

(b) 1im sup P _(C) < P(C) para todo conjunto cerrado C.
r &> o r -

(c) 1lim inf Pr(A) > P(A) para todo conjunto abierto A
. r + o



(d) 1lim Pr(B) = P(B), para todo conjunto B tal que su fronte
Y+ @

ra 9B cumpla P(9B) = 0.

n ’ . s .
Ademds, cuando X = R, estas cuatro condiciones son equivalen

tes a

(e) F (x) y—5=* F(x) para todo x que sea punto de continui-

dad de F, donde F r 6 8 y F son las funciones de distribu-

r?

cidn asociadas a P r €68 y P respectivamente (se indicard

re
.

La demostracidn puede verse en Billingsley (1971).

El siguiente resultado, debido a Scheffé& (1947), prueba que la
convergencia puntual de las funciones de densidad implica la conver-
gencia débil de las correspondientes distribuciones.

TEOREMA I.2. Sea U una medida 0-finita sobre (X,B) vy sean Pr’

r € ¥ medidas de probabilidad M-continuas que admiten funciones de
densidad fr’ r 6 B, tales que ¥x 6 Y, ft(x) ;—:—;+ f(x) para

una cierta funcién f. Entonces
(i) Si f es una p-densidad, se verifica que Jlfr-f|du T e 0

(ii) Si existe una funcién g, B integrable en X, tal que
Ifr' < g V¥r, entonces f es una y-densidad y, segilin (i), se tie
ne Ilfr‘fHUﬁ_&?’O-

d P

>
r + o

En cualquiera de los dos casos se sigue que Pr siendo

P 1la medida de probabilidad asociada a f,

Este enunciado es algo mds general que la versidn original de
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Scheffé (ver Rao (1973), p. 135).

Por otra parte, de —9 _, P no se sigue f ———» f en
rr > o» Yy ¥ > o
c.t.p. como prueba el siguiente contraejemplo:

Sea fr(x) = l+cos 2Trx, para X € [0,1] y O en el resto
(r 6 F). Es inmediato combrobar que las fr son funciones de densi
dad (respecto a la medida de Lebesgue pL) ¥ que sus correspondientes
distribuciones convergen débilmente hacia la distribucidn uniforme
en [0,!] cuando r * ®, Sin embargo, no se verifica, obviamente,

la convergencia fr + f en c.t.p.

(b) Distancia de Prohorov

Sea (X,B) definido como en (a) y sea P el conjunto de me

didas de probabilidad sobre (X,B8).

Definamos, para cada € >0 y A 6 B, A® = {x 6 x |

inf p(x,y) < €} (siendo p 1la distancia del espacio métrico X).
y6 A

Entonces, V¥P_,P_¢6 P se define

1’72

. . €
d (Py,P,) = inf {e >0 | PL(A) < P,(A") + e, VA 6 B}

Es facil comprobar que dp es una distancia, (ver Huber (1981)

p. 27). Se le denomina distancia de Prohorov.

El resultado fundamental relativo a dp es el siguiente:

TEOREMA I.3. El conjunto P dotado de la distancia dp es un espa-

cio métrico completo y separable. Ademds, se verifica

d
d(PwP) 55> 0 == P o P
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La demostracifn puede verse en Huber (1981) pp. 28 y 29.

Este teorema muestra que dp proporciona un concepto "natural"

de proximidad entre distribuciones.

Cuando X = R, la distancia de LEvy - (Huber (1981), p. 25)
define la misma topologia que dp (l1lamada topologia débil) y es mias
manejable. Sin embargo, dﬁ (adem3s de su mayor generalidad) tiene

la ventaja de admitir una interesante interpretacidn estadistica que

es consecuencia del siguiente teorema de Strassen (1965):

TEOREMA 1.4. Las dos afirmaciones siguientes son equivalentes:
§
(1) Pyj(A) < Pp(A) + & VA G B

(ii) Existen dos variables aleatorias (dependientes) § y n
con valores en X, cuyas distribuciones inducidas son Pl y P2 res-
pectivamente, tales que P{p(f,n) < 8§} > 1-e.

Por tanto, si,en un problema concreto, congideramos que PZ es

la distribucidn que corresponde al modelo teérkco ideal y Pl es la
distribucidn "verdadera”", entonces dp(Pl’PZ) < €& significa que exis
te una variable aleatoria (inobservable) n y otra variable aleatoria
(observable) & con distribuciones respectivas P2 y Pl tales que
P{p(E,n) < €} > 1-e. Esta relacidn establece de forma explicita que

los errores cometidos al "aproximar”" n por & serdn pequeiios con al

ta probabilidad.

En definitiva, por las razones apuntadas, la distancia de Proho

rov desempefia un papel fundamental.

Cuando X = R™ y las distribuciones de probabilidad P P

| 4
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vienen caracterizadas por sus funciones de distribucién Fl’ F2 se

emplea también la notacibn dp(Fl’FZ) para designar a dp(Pl'PZ)'

(c) Férmula de Bayes

Sean ¥y y Q espacios m€tricos completos y separables, B
y B' las o-dlgebras en X y f generadas por las respectivas topo
logias, p una medida O-finita sobre (X,B), 7 una medida de pro-

babilidad sobre (Q,B') y (P una familia de medidas de proba-

8l oen
bilidad en (x,B) tal que ¥§ 6 Q, Pe tiene y-densidad £(.|8)

siendo f(xle) funcidn B x B'-medible.

En estas condiciones (que se supondréﬁ vdlidas implicitamente en
lo que sigue), ¥x € X tal que 0 < J f(x|0)dn(g) < o, la expresién,
Q
f(x|0
nelxy = —Lxl) %)
£(x]8)dm(0)
Q
es la m-funcidén de densidad correspondiente a una distribucidn W-conti

nua en Q (distribucidn a posteriori).

En De Robertis y Hartigan (1979) puede verse un enunciado gene
ral del teorema de Bayes que permite interpretar rigurosamente en té&r

minos probabilisticos la expresidn (1).

Cuando & = Rk y T es absolutamente continua con densidad

Py respecto a la medida de Lebesgue ML, aparece la expresidn usual

£(x|0)p (0)

p(8lx) =
Inf(xle)pﬂ(e)de

que corresponde a la y;-densidad de la distribucifn a posteriori.

En lo sucesivo utilizaremos preferentemente la expresidn (1) co



- 13 -

rrespondientes a la w-densidad.

La condicién 0 < I £(x|0)dn(8) < ®» no es restrictiva desde
Q

el punto de vista préctico, ﬁues J £(x]9)dn(9) = 0 indicarfa que
Q

la informacidn muestral y la informacidn a priori son "incompatibles"
en el gentido de que las densidades f£(.|@) se anulan en x para ca
si todo valor de 9§ (respecto a n). Por otra parte,

pix | I f(x|9)dn(8) = »} = 0 (ver De Robertis y Hartigan (1979)).
Q

3. ROBUSTEZ EN INFERENCIA FRECUENTISTA

La llamada "Teoria de la Robustez'" constituye, en opinién de
Tukey, una "tercera generacidn de 1la Estadistica"después de la Esta-
distica paramé@trica y la no paramétrica. Su objetivo, a grandes ras-
gos, es enfrentarse a las limitaciones de la Inferencia tradicional
mediante la obtencidn de métodos estadisticos que conserven buenas pro
piedades cuando las hipdtesis iniciales (sobre todo la distribucidn ba

sica) sufren pequefiags alteraciones en un "entorno" del modelo ideal.

En los filtimos afios se ha publicado una enorme cantidad de mate
rial sobre estos temas adoptando, en la mayor parte de los casos, el

enfoque clisico o "frecuentista'.

En el libro de Huber (198l) se ofrece una excelente vigidn ge-
neral de esta teoria. Otros compendios de menor extensién y con dife-
rentes puntos de vista pueden encontrarse en Hampel (1973), Huber

(1977) y Hogg (1979).

No se pretende exponer aqui un resumen detallado de la teoria

(lo cual excederia los limites y objetivos de este trabajo), sino Gni
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camente sefialar, en forma sumaria, sus principales lineas de desarro-
1llo, dedicando una especial atencidn a la "Teoria de la Robustez Cua-
litativa" de Hampel que presenta ciertas afinidades de planteamiento
general con nuestro enfoque de la robustez en inferencia bayesiana de

sarrollado en los capitulos II y II1 de esta memoria.

Puede mencionarse en primer lugar un esquema de trabajo bastan-

.
te generalizado que consiste en:

(a) Proponer estimadores que son intuitivamente "robustos" (ge-
neralmente, en el sentido de que varianza sufre pocas variaciones cuan

do se altera la distribucidn bAsica).
(b) Estudiar, si es factible, sus propiedades asintSticas.

(c) Frecuentemente las propiedades del estimador para tamafios
muestrales finitos (por ejemplo su varianza bajo distintas distribucio
nes bdsicas) son dificiles de estudiar por calculo directo, lo cual

conduce al uso de métodos de simulacidn como el @inico camino viable

para estudiar dichas propiedades.

Esta metodologia, que introduce una componente "experimental"
en la Teoria Egtadistica, ha permitido obtener resultados valiosos e
interesantes, sobre todo desde el punto de vista de las aplicaciones
précticas. El trabajo mas importante en esta linea se l1levd a cabo en
el Seminario de Robustez de Princeton (Andrews et. al (1972)) y con-
sistif en analizar mediante simulacidn las propiedades de los princi
pales estimadores de parfmetros de posicifn. El resultado fue una es
pecie de '"guia prfictica" para el uso de los estimadores en distintas

sitvaciones.
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Los trabajos de Huber (1964, 1972, 1981) sobre "robustez mini-
max" constituyen otra vertiente de la teorfa con un enfoque muy dis-
tinto, de mayor elaboracidén matemitica., Su planteamiento es, en resu

men, el siguiente:

Sea € un conjunto convexo y compacto de distribuciones F so
bre la recta real (comﬁletada); por ejemplo C puede ser el conjunto
de todas las normales "e-contaminadas'", es decir, el conjunto de to-
das las distribuciones del tipo (l-¢)® + €H donde € 6 [0,1) es
una constante préfijada, ¢ es la funcién de distribucién de la normal

N(0,1) y H varia en el conjunto de todas las distribuciones simétri

cas. El pardmetro de interés es 6 en Fg(x)=F(x-6) (Fe B)

Se trata de hallar la sucesidn (Tn}nGN de estimadores de posi
cifn tal que el supremo sobre C de su varianza asintStica sea lo me
nor posible. Se consideran Ginfcamente distribuciones simétricas y es-

timadores invariantes por traslacidn.

Utilizando té&cnicas de cdlculo variacional se calcula la distri
bucidn Fo "mis desfavorable” de C en el sentido de minimizar 1la
informacidn de Fisher I(F) para F 6 C. Entonces la sucegidn de es
timadores de mdxima verosimilitud para Fo proporciona la solucidn

del problema.

Surgen asi los llamados M-estimadores que son generalizaciones
de los estimadores de miAxima verosimilitud que, a cambio de una cier-
ta pérdida de eficiencia asintStica, consiguen una mejora en las cua-

lidades de robustez.

La teoria de Huber es "cuantitativa" en el sentido de que no
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se ocupa de los efectos de alteracjones "infinitesimales” en la dis-
tribucidén bisica en contraste con el enfoque "cualitativo" de Hampel

que se expondrd en el apartado I.3.1.

Aparte de los desarrollos mencionados hay otras técnicas parti-
culares que no se comentarfin aqui (estimadores "jackk-nife", adaptati
vidad, L y R-estimadores...) y que se consideran incluidas, general-

mente, entre los m&todos robustos.

3.1. La teoria de la robustez cualitativa de Hampel

El primer y mids importante intento de formalizar el concepto de
robustez se debe a Hampel (1968, 1971). A continuacidn se resymen sus

ideas principales.

Sean (X,B) un espacio medible donde X es un espacio métrico
completo y separable y B denota el ¢-&lgebra generada por la topolg

gia, y F 1la familia de medidas de probabilidad sobre (x,B).

Se dice que {Tn}nGN es una sucegidén de estimadores si cada
k

T, es una funcidn medible T, ® Fn ——+ R, siendo Fn el conjunto

n
de medidas de probabilidad "empiricas™ de la forma F = (1/n) ) s,
i=1 i

(Gx denota la medida de probabilidad "causal" en x € x).

En general, el valor de T _(F) para F 6 F, dependerd no sélo
de F s8ino también de n; sin embargo, a veces se tieme que
F6 F,n F, implica T (F) = T (F). Esto ocurre en el importante ca
so particular de que exista una aplicacién T: F —> Rk tal que T,
sea la restriccidn de T a F (T, = T|F,).

n

En lo sucesivo, consideremos que xl,xz,... son observaciones
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independientes idénticamente distribuidas (i.i.d.) segiin la distribu
cién basica F, y Fn es la distribucidn empirica (aleatoria) corres-
pondiente a las n primeras observaciones. Dada una sucesidn de esti

madores {Tn} Hampel propone la siguiente definicién de robustesz:

nexl’

DEFINICION I.1. Se dice que la sucesifn {'l’n}nGN es robusta en F si

ve >0 36> 0,|¥, ¥n:d (F,6) <6 == & (L(T),L(T)) <€ don

de LF(Tn), LG(Tn) denotan lasg medidas de probabilidad en Rk indu
cidas por Tn bajo F y G respectivamente (i.e. las distribuciones

de T, bajo F y G).

Esta definicidn tiene un obvio significado intuiti;o andlogo a
la idea de continuidad. La relacidn entre estos dos conceptos puede
formularse explicitamente para una sucesidn genérica de estimadores
(ver Hampel (1971), teorema 1). No obstante, aqui nos limitaremos al
caso particular ya mencionado, de que exista un funcional
T : F — Rk tal que Tn = T|Fn ¥n. Pueden encontrase multitud de
ejemplos practicos en los que los estimadores son de este tipo (ver

Hampel (1968, 1971, 1974), Huber (1981), Denian et al. (1977)).

Se dice entonces que la sucesidon de estimadores {Tn}nGB con

P
n» ©8 consistente en F cuando T, (F)) — T(F). Esta de

E
T, = Tl
finicidn puede relacionarse con la nocidn usual teniendo en cuenta
que, cuando la distribucidn béAsica F = Fg depende de un pardmetro

que se quiere estimar, es frecuente que se verifique T(Fg) = 6 ("con

sistencia-Fisher™).

A continuacién se enuncian algunos de los resultados principales

de la teorfia. Las demostraciones pueden encontrarse en Hampel (1971).
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El calificativo "continuo" aplicado a un funcionai T : F—»rK ge
entenderi referido a la continuidad d&bil (respecto a la topologia dé
bil inducida por dp en F).

n
TEOREMA 1.5. Sea el producto cartesiano xn = X x?f.x X dotado de
la topologia producto y con la métrica dada por el mdximo de la dis-

tancia entre las coordenadas.

Sea T : F ——» RX tal que T es continua en F y Tn = T|F
. n
considerada como funcidn en X™, es continua con respecto a la métri

ca definida en X" para todo n.

Entonces la sucesidn {T_}

nlnen es robusta en F.

La robustez y la consisteécia de (T },gg (con T, '= T|Fn) en
F no implican la continuidad de T en F, aunque si es cierto el

siguiente resultado:

TEOREMA 1.6. Supongamos que (Tn} con T = Tan, es robusta en

néR’

F y consistente para todo G perteneciente a un entorno de F.

Entonces T es continuo en F.
L]

La relacidn mds clara entre robustez y continuidad viene dada
por el siguiente teorema en el que ambos conceptos se consideran glo
balmente.

TEOREMA I.7. Sea T : F —— Rk y consideremos la sucesién (Tn}nGn

definida por T, = T]f; para todo n.

Entonces T es continuo en todo F si y sdlo si -{T } es
n n€lN
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robusta y consistente en F para toda F.

La teorfia de Hampel, que se ha resumido aqui en los aspectos
que mds nos interesan, tiene una gran riqueza de conceptos que ayudan

a clarificar el significado profundo de algunas nociones estadisticas.

Por ejmblo, la idea de considerar estimadores definidos como
funcionales, éermite, no s6lo analizar rigurosamente la robustez en
términos de continuidad, sino tambi&p utilizar métodos de cdlculo di-
ferencial para funcionales (derivadas de Fréchet y Gateaux). Asi sur-
ge la llamada "curva de influencia" que sirve para "medir"”, en cierto
sentido, la robustez local de los estimadores y como herramienta auxi
Tiar en la construccidén de estimadores con propiedades prefijadas
(Hampel (1968, 1974)). También, bajo determinadas hipdtesis, se puede
estudiar el comportamiento asintdtico de los estimadores mediante téc
nicas andlogas a fos desarrollos de Taylor aplicadas a los funciona-

les (Serfling (1980)).

Destaquemos, por @ltimo, una cuestidn interesante: En lo que res
pecta a los tests de hipStesis y a la estimacién por intervalos el de
sarrollo general de la Teoria de la Robustez es mucho menor que el co
rrespondiente a la estimacidn puntual. Concretamente no existe una
teoria cuali;ativa general andloga a la desarrollada para estimadores.
En el caso de los tests, el tratamiento natural séria estudiar la es-
tabilidad de la funcidén de potencia lo que llevard generalmente a c&al
culos muy complicados. Nuevamente aqui resultan mds asequibles los mé

todos de simulacién.
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4., ROBUSTEZ EN INFERENCLIA BAYESIANA

En un problema general bayesiano hay tres elementos que son sus
ceptibles de sufrir alteraciones o errores de determinacidén: La vero-
gimilitud, 1la distribucién’a priori y la funcién de pérdida. Es natu-
ral preguntarse por los efectos que ocasionan en los métodos estadis-

ticos las posibles alteraciones en estos tres elementos.

El estudio de estos temas estd todavia en sus comienzos y la bi
bliografia dedicada a ellos es relativamente escasa en comparacidn con

la existente sobre robustez "frecuentista".

En esta seccidn se darfi un resumen (que no pretende ser exhaus-
tivo) de los resultados disponibles en la actualidad poniendo especial
énfasis en aquellos que estdn mids relacionados con el contenido de eé
ta memoria (bien sea por referirse a camhios en la verosimilitud o
bien por adoptar un enfoque "cualitativo" inspirado en la nocidn de

continuidad).

4.1. Efectos de la alteraciones en la verosimilitud

La aportacidn mis conocida en este aspecto de la teoria se debe
a Box y Tiao (1962, 1964, 1968, 1973). Su planteamiento general es

bastante sencillo y puede resumirse asi: .

(a) En muchos problemas de inferencia se supone que la distribu
cidn bdsica es normal. Podemos relajar esta restriccidn considerando

que la verdadera densidad bfisica pertenece a la familia definida por

|X=8

a

2/ (1+a)
], para x 6 R, con 066 R,

N |

fa(xle,o) = C, exp [—
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y o 6 (0,)

1
_ [1+ 5 (1+a)
siendo C;' = [l + 3 (+al]2 2 ]o, para a 6 (-1,1].

Asi, para ® = 0 se tiene la densidad normal, para o =1 1la
doble exponencial, y cuando a + -1 puede probarse que la distribucidn

tiende a la uniforme, pues

. 1 .
;1m-l fa(xlﬂ,d) = 3735 |ers x € (8- V3o, 0 + /Io)

La interpretacifn estadistica de las densidades fa es clara:
Se consideran desviaciones de la normalidad debidas a alteraciones en
la kurtosis. Esta es, junto con las alteraciones en la simetria, la
principal manifestacidn, en la ﬁréctica, de no normalidad. Para a >0

las distribuciones son leptokﬁrticaé y para ©® < 0 son platikfirticas.

(b) Las distribuciones a priori sobre ©® y G0 se eligen impro

pias con "densidades" del tipo

7(8) « ¢C y  m(e) « o}

(¢) El modelo planteado en (a) y (b) se aplica al estudio de dos
problemas concretos dé inferencia: La estimacidn del pardmetro de po-
gicién 6 y la comparacidn de las varianzas of y U%

tes a dos distribuciones independientes con densidades fa(.]ei,gi),

correspondien

i=1,2.

(d) En lo que respecta al primer problema, se calcula la densi-
dad a posteriori conjunta (respecto a pL) w(e,olx,uo) para un
a, [4 (—l,l] y para una muestra X =-(x1,...,xn) prefijados y, a par

tir de ella, la marginal de 6, que resulta ser
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- 3 n(agtl)
T8 |x,a) = K [M()]
(2]

donde M(8) = [?[xi 9]2[(1+a0)]
1

+oo 1 v
y K;l = I [M(ﬁ)]_fn(l+a°) d0® es la constante de normalizacién.
(o] -0
Para o = 0 se comprueba que
EE . tn-1
s//n

siendo 8 1la cuasivarianza muestral.

Sin embargo, para un a arbitrario | W(B|x,ao) no puede expre

sarse generalmente en términos elementales, lo cual dificulta la com-
paracidn de estas densidades para distintos valores de a. En el ar-
ticulo de Box y Tiao (1962) el estudio se limita a la obtencidn de al
gunas propiedades de las ﬂ(6|x,a°). Ademds, para una muestra num@ri
ca concreta procedente de un determinado experimento bioldgico se oh-~
tienen las grificas aproximadas de T7(8|x,a) para distintos valores

de (( observdndose que hay una variacién bastante acusada debida fun
damentalmente al desplazamiento que se produce en el centro de estas

graficas al variar a.

(e) Un paso posterior en el andlisis consiste en definir una

distribucién a priori sobre ® con densidad:
2,a-1 .
T(a) = wa(l-a ) , para o 6 (-1,1], siendo
w = rea(r@]=2 e 2a-D o5y

y hallar la densidad a posteriori n(9|x) para distintos valores de

"la constante a. Haciendo estos cdlculos para la muestra numérica
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mencjonada, se obtiene que las inferencias son esencialmente las mis

mas que corresponderian al caso normal con o = 0.

(f) En el problema de comparacifn de varianzas, se consideran
dos muestras x(3y) = (xil""’xini)’ i=1,2 brocedentes de dos dis-
tribuciones independientes con densidades fa('lei’ci)' i=1,2, vy,
tomando para 6; v oy ias mismas distribuciones a priori que en el
caso anterior, se calcula w(ol.dzla,el.ez,x(l),x(z)) y, a partir de

. 2,2 . :
aqui, n(oz/olla,x(l),x(z)), que cambian notablemente al variar a.

Nuevamente se considera la distribucidn a priori sobre a,
-1
m(a) « (l-uz)a y se comprueba que las inferencias realizadas a par
) 2, 2 . e '
tir de la densidad n(ozlol | x(l),x(z)) no difieren esencialmente

de las que corresponderian al caso normal con o = 0 para muestras

puméricas concretas X1y Y X(2y*

Como puede verse, este enfoque es eminentemente cuantitativo vy,

de hecho, ciertas conclusiones se deducen para muestras particulares.

Utilizando una metodologia similar (Box-Tiao 1968) se aborda
también el problema de los "outliers", u observaciones "andmalas",

en el modelo lineal.

4.2. El problema de sensibilidad

En lo sucesivo utilizaremos preferentemente el término "sensibi
1idad" en el caso de que sea la distribucifén a priori el elemento so-

metido a variacidn.

De los tres problemas mencionados al comienzo de esta seccidn
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éste es quizid el que ha sido estudiado con mayor amplitud.

La linea de trabajo mis usual tiene como punto de partida el lla
mado "Principio de la Medida Precisa" (o "de la Estimacidn Estable”)

debido a Edwards, Lindman y Savage (ver 4,2.1).

En el subapartado 4.2.2 se expone un enfoque cualitativo que es
tudia el problema de sensibilidad mediante el concepto de continui-
dad y que, por tanto, presenta un mayor interfes en relacién con la

metodologia de este trabajo.

4.2.1. Enfoque cuantitativo: el principio de la medida precisa

Sean u y v dos medidas o-finitas sobre (¥,B) y (Q,B")
respectivamente, (f(.le)}eGQ una familia de uy-densidades en (X%,B),

p una v-densidad a priori en Q que se supone acotada y, para

x 6 X
peoln) - L@ g, £(x16)
I £(x]8)p(8)dv(8) ' £(x]0)dv(0)
Q ’ Q

(supuesto que ambos denominadores son finitos y mayores que 0), las
v-densidades a posteriori correspondientes a elegir la distribucidn a

priori p y la uniforme (propia o impropia).

En esta sitaucidn el llamado "Principio de la Medida Precisa"

viene dado por el siguiente

TEOREMA 1.8. Sea A 6 B' tal que m = inf p(8) > 0, sean a 6 [0,D),
06 A
B,Y > 0 cumpliendo

I #(8]xydv(8) > 1l-a, sup p(B8) < (1+B)m y sup p(B) < (1+y)m
A 06 A 06 A
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Entonces
] lp(alx) - d(o|x)dv(e) < e
Q

. = atB atgtay a(2-at+y)
siendo € max {1—u , 1+a+B+ay} + o

La demostracibn puede encontrarse en De Groot (1970). Ea Dickey
(1976) se ofrece una versifn mds general que no comentaremos aqui ya

que solo nos interesa destacar el planteamiento fundamental del méto

do.

Como consecuencia del teorema 1.8 se tiene que para cualquier
B 6 B', 1a diferencia entre las probabilidades a posteriori de B calculadas
con ¢(. |x) y p«(. lx) es menor o igual que €. En definitiva, el Princi-
pio de la medida precisa ofrece un resultado de sensibilidad desde un punto de

. 5 P
vista cuantitativo prescindiendo de consideraciones topoldgicas.

4.2.2. Enfoque cualitativo

Con la notacidn usual, sea X el espacio muestral, Q el eg-
pacio paramétrico, U wuna medida o-finita en (x,B, P el conjun-
to de medidas de probabilidad sobre § (dotado de la topologfia débil)
y {PB}OGQ una familia de medidas de probabilidad p-continuas en
(X,B) con wu-densidades f£(.]|0).

Para W 6 P, n* denotard la medida de probabilidad "a poste-
riori" sobre £, cuya 7-densidad viene dada por TW(8]x) =

= [[Q f(xle)dn(e)]'lf(xle), ¥x 6 xp = (x | 0 < I £(x]0)du(8) < o}.
Q

En estas condiciones, podemos enunciar el siguienté
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TEOREMA I.9. Para x 6 x y w6 P, definamos el "operador Bayes

0
asociado a x y w.", B : p——+ P, por:
o X,
o
n* . si x 6 y
™
B (m) =
X;no
LI si x ¢ Xo

Supongamos que, ¥x 6 ¥, f(x]|0) es funcidn continua y acotada en Q

Entonces ¥x € el operador B es continuo en T_.
’ Xq P X, °
o o

Demostracidn:

Sea {m .} cx © V tal que 7

r T » = To- FPara x 6 xgq se tie
o

ne (por ser £(x|6) continua y acotada):

I £(x|0)dm_(9) T e J f(x|e)dno(6) >0 (1)
Q Q
y ademds ]ro 6 ¥ tal que ¥r > r, X 6 Xy -

r

Por otra parte, para toda funcién u : @ — R continua y aco

tada, u(8)f(x|®) también lo es y asi

Inu(e)f(xlﬁ)d‘nr(e) P Iﬂ u(8)£(x|0)dm_(8)

que, junto con (1), prueba Bx,ﬂo("r) P Bx,ﬂo("o)'

En Rios (1981) puede encontrarse una versidn ligeramente distin
ta de este resultado. Aqui lo hemos establecido en la forma que pare-
ce mids adaptada a nuestro enfoque posterior. La jnterpretacidn intui-
tiva es sencilla: Si la distribucién a priori "tebrica" estd suficien
temente préxima a la "verdadera", las correspondientes distribuciones

a posteriori también lo estarin. Este teorema ofrece, por tanto, una
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garantia frente a las pequefias perturbaciones en la distribucidn a
priori en contraste con el Principio de la Medida Precisa que se ocu
pa de cuantificar el efecto de elegir una u otra de dos posibles dis

tribuciones a priori.

4.3. Estabilidad frente a los cambios en la funcidn de pé&rdida

Hay un interesante artfculo de Kadane y Chuang (1978) en el que
se estudia el efecto de los cambios simult8neos en la funcidn de pér-
dida y la distribucién a priori en un problema general de decisidn.
Como veremos, su planteamiento presenta también ciertas analogias de
fondo con la "sensibilidad cualitativa" del apartado anterior y con
la teoria de la estabilidad bayesiana que desarrollaremos en los capi

tulos IT y III de esta memoria.

Pasamos a resumir el contenido del mencionado articulo:

Consideremos un problema gené&rico de decisidn con espacio para-
métrico 9 ¢ RE y espacio de decisiones U C Y. sean LO y "o
la funcifn de pérdida y la distribucién a priori "tedricas" ty, por

tanto, "aproximadas") que utilizamos en el problema. lLa pérdida espera

da (que se supone finita) es, por tanto, W_ = inf J LO(G,D)dﬂo(G).
° pep ’a

Entonces, para cada € > 0, hay una decisién Do(e) que es

€e-6ptima, es decir:

IQ L,(8,D (e))dn (8) < W,  + € (1)

En estas condiciones Kadane y Chuang proponen el siguiente concepto

de estabilidad en (Lo,ﬂo)t
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DEFINICION I.2. Sea dice que el par (Lo,no) es fuertemente estable

cuando, para cada sucesifn ((Lr’“r)}rsn tal que

d

r T 3 = L, uniformemente y w T m,

L

se verifica que

lim lim sup [J L_(8,D (e))dm_(8) - inf J L _(8,D)dn_(8)] = 0
€do rrw g T ° r pe D' r
(2)

para cualquier Do(e) que verifique (1).

Esta definicidn tiene sentido ya que el 1lim sup de la expre-
T+ o
8idén encerrada entre corchetes es funcidn de € mondtona no crecien

te y acotada inferiormente por 0.

Cuando la expresién (2) se verifica solamente para alguna elec-
cién particular de DO(E), diremos que el par (Lo,wo) es débilmente
estable y la Do(e) que cumple la expresidn (2) se denominari deci-

sidn estabilizadora.

Cuando (LO,"O) no es egstable en ninguno de los dos sentidos

mencionados, se dice que es inestable.
El significado intuitivo de estos conceptos puede expresarse
asi: Si el "verdadero" (Lr,ﬂr) estd "préximo" al tedrico (Lo,ﬂo)

que se maneja, entonces la pérdida '"real" W! = I L _(9,p (€))dm_(8)
r Q T o r

ocasionada por la decisidn elegida D,(e) estd préxima a la pérdida

W, = inf [ Lr(e,D)dwr(e) que se tendria utiljzando el verdadero
De D Jg

(Lr’"r)' En el caso de estabilidad débil, el decisor debe tomar la

decisidén estabilizadora DO(E) para evitar errores grandes.
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En el articulo de Kadane y Chuan se enuncia una versidn equiva
lente de la definicifn y se proponen otras dos definiciones algo mis
restrictivas (equivalentes entre si) que no se comentardn aqui pues

se inspiran esencialmente en las mismas ideas de la versidn enunciada.

Se demuestra tambi&n una condicidn suficiente de estabilidad

fuerte dada por el siguiente

TEOREMA I.10. Con el planteamiento y notacidén indicados mas arriba,

supongamos que:
(i) Existe C > 0 tal que lLo(e,D)l < C para todo 6 y D
(ii) LO(B,D) es continua en 6 wuniformemente en D.

Entonces (Lo,ﬂo) es fuertemente estable.

(Se dice que una funcidn f(x,y) es "continua en x uniforme-

mente en y" cuando ¥e > 0, ¥x ]6 > 0 tal que Wy,
[x-x ] < 8= |f(x,y) - f(x,,y)| < €).

Por Gltimo, para el caso en Q =D =R y Lo sea de la forma
LO(O,D) = h(0-D), se demuestran otras dos condiciones de estabilidad

fuerte imponiendo ciertas hipétesis sobre h.



CAPITULO II
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CAPITULO II

ESTABILIDAD RESPECTO A LA VEROSIMILITUD

EN INFERENCIA BAYESANA.

1. SUMARIO.

En este capitulo se exponen las ideas esenciales del presente tra
bajo. Asi, en la secciin 2, despué&s de unos comentarios preliminares y
de establecer rigurosamente los elementos del problema, se enuncia la
definicidn fundamental de estabilidad en un modelo bayesiano (apartado
2.3). A continuacidn se discuten algunos aspectos formales de esta de-
finicidn y se analiza su significado estadistico y matemdtico a través
de los teoremas II.1 y II.2 que permiten interpretarlaen términos de con
tinuidad. Finalmente, en el apartado 2.6 se incluye un ejemplo de mode

lo inestable.

La seccidn 3 estd dedicada a estudiar los procedimientos matemdti
cos que nos permitirdn aplicar én la prédctica nuestro concepto de esta
bilidad. En concreto, se demuestran cuatro teoremas que ofrecen condi-
ciones suficientes para asegurar la estabilidad de un modelo en diver-

sag situaciones.

Por Giltimo, en la seccidn 4 se utilizan los resultados de la sgec-
cidn anterior para demostrar la estabilidad del modelo de Box -Tiao y
de otros modelos alternativos definidos mediante mixturas infinitas de

distribuciones

2. EL CONCEPTO DE ESTABILIDAD EN UN MODELO BAYESIANO.

En el capitulo anterior vimos que el problema de "sensibilidad"
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(distribucidn a priori variable, verosimilitud fija) puede anializarse
facilmente a través de la continuidad del operador Bayes considerado

como un funcional que depende de la distribucidn a priori. Si intenta
mos trasladar estas ideas al estudio de la "robustez" (distrid>ucién a
priori fija, verosimilitud variable) encontramos algunas dificultades

que obligan a plantear el problema en forma muy distinta.

Esta seccidén estd dedicada precisamente a proponer y analizar una
definicidn de estabilidad o robustez cualitativa en un modelo bayesia
no. En situaciones muy generales este concepto podrd relacionarse tam

bién con el de continuidad respecto a la topologia débil.

En lo referente a la terminologia, emplearemos con preferencia la
palabra "estabilidad” para referirnos a la robustez genérica o prima-
ria, propia del modelo, reservando el té&rmino "robustez" para referir
nos al concepto especifico o secundario (propio de estimadores, test
de hipdtesis y regiones de confianza) que se introducird en el capitu

lo siguiente.

2.1. Justificacidn intuitiva

Para presentar intuitivamente los conceptos que se dardn a conti
nuacién consideremos, por ejemplo, el modelo de Box - Tiao estudiado en
el capitulo I: Disponemos de una muestra aleatoria x = (xl,...,x“) y
queremos obtener la distribucidén a posteriori de 6 pero no sabemos
con certeza cudl es la distribucidn que ha generado la muestra x; en
otras palabras, ignoramos cufl es la verosimilitud exacta que se debe
emplear en la correspondiente f8rmula de Bayes, aunque la naturaleza

del problema nos permite suponer que dicha verosimilitud pertenece a
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una determinada familia indexada por el parametro a.

En esta situacidn tiene sentido plantearse el siguiente problema:
Supongamos que la distribucidn "tegrica" (que en general, seri solpuna
aproximacién de la "verdadera") es lo que corresponde a a.= a s si
la distribucién verdadera pertenece a la misma familia y estd sufi-
cientemente -"préxima" a ella, }podemos asegurar que la distribuciém

a posteriori tedrica estard préxima a la verdadera?. En caso afirma

tivo, diremos que el modelo es estable o cualitativamente robusto.

Como puede verse, se tratard mds bien de una robustez frente a
cambios "infinitesimales". Los conceptos implicados en ella serian en
principio, bastante andlogos a los que se utilizan para estudiar la

continuidad de una funcién.

Pasamos ahora a generalizar y formalizar estas ideas.

2.2. Planteamiento y notacidn

Sea un espacio paramé@trico Q ¢ Rk sobre el cual se supone defi

nida una medida de probabilidad w (distribucién a priori).

Sea U = {FQLQGI donde, para cada o 6 I, Fu es una aplicacidn

. n
F,: R x @ —- [0,1]

(x,9) — Fa<xle)

tal que, V9 €6  la aplicacidn inducida Fa(.|e) es una funcidn de

. . . n
distribueidn en R .

Supondremos en lo sucesivo que la parametrizacidn elegida "distin

gue distribuciones" en el sentido de que Fa;~'°1) tF, (-Iez) siem-,
2
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pre que (al,el) 4 (az,ez) y que ¥(a,8) 6 I x Q, Fu(.le) corres-
ponde a una medida de probabilidad continua (dominada por la medida
de Lebesgue) o discreta (dominada por una medida "de contar") sin que

necesariamente sean todas las Fa(.le) del mismo tipo.

En estas condiciones, el teorema de Radon-Nikodim asegura, para
cada Fa(.|0), l1a existencia de una funcidn de densidad fa(.le) que
no es finica pues estd determinada salvo conjuntos de medida dominante

nula., Por tanto, bara cada Fa(.le) elijamos una densidad fu(.lﬁ).

Tenemos asi definido un conjunto V = {fa}uGI en el que cada ele

: .z n
mento fa es, formalmente, una aplicacidn de R x  en [O,m) aun~

que serd {itil interpretarlo miAs bien como el conjunto (fa(.le),

8 6 9} de funciones de densidad obtenidas cuando 6 varia en Q; 1o

representaremos indistintamente por fa o por fd(.le) (entendiendo

que 6 es variable). Con este convenio, también usaremos las notacio

- PR
nes mas explicitas:

U= 1{F,(.18), 8 6 Bqeys V= {£,(.18), 08 6 Q) gy

Utilizando, por extensidn, el lengnaje habitual en inferencia ba

yesiana llamaremos verosimilitudes a los elementos de V, aunque, mis

estrictamente, este término se suele emplear para designar a la funcién
de 8 definida por fu(x|9) cuando x estid fijo. En algunos casoé,
nosotros usaremos también la palabra "verosimilitud"” en esta segunda
acepcidn lo cual no dard lugar a confusidn pues se trata de una dife-

rencia de matiz que quedarid clara a partir del contexto.

I es un conjunto arbitrario de fndices. Lo més usual seri consi



- 35 -

derar I ¢ R" (m > 1) como en el modelo de Box-Tiao (ver cap. I)

pero &sto no tiene porqué ocurrir asi necesariamente; de hecho puede
suceder que I no aparezca explfcitamente, como, por ejemplo, en el
caso de que V fuese de la forma {f(x-8))} donde f varia en el con

junto de todas las funciones de densidad continuas en R y = R.

En lo sucesivo, diremos que V y la distribucidn a priori =«
determinan un modelo al que denotaremos brevemente por (m,V). Segfin
se deduce de lo expuesto, o y 6 juegan un papel totalmente distin
to: O es el pardmetro de inte;és mientras que, en la prédctica, ele-

gir un valor concreto de o equivale a elegir una verosimilitud para,

a través de la fdrmula de Bayes, calcular la distribucidn a posteriori.

Naturalmente, al plantear un modelo concreto es importante elegir
bien el conjunto V para asegurarnos de que contiene las desviadidnesd

de ‘1ld verogimilitud "tedrica" que convenga estudiar.

En 1o referente a la estructura de las fa(x‘e), el caso mis fre
cuente serd aquel en que x = (xl,...,xn) es una muestra correspon-—
diente a n observaciones de variables aleatorias independientes iden
ticamente distribuidas (i.i.d) con funcidén de densidad unidimensional

n
pa(.|9) de forma que fa(xle) = I pa(xila). Sin embargo, esta si-
i=1

tuacidn no es la Ginica interesante: Asi, por ejemplo, en la aplicacidn
a los modelos lineales (ver III.2) la muestra corresponde a observacio
nes independientes pero no i.d. En cualquier caso, no necesitaremos
hipdtesis de este tipo para obtener los resultados esenciales. Bastari
congiderar a fa(.lﬁ) como una funcidn de densidad n-variante (para

@ y O fijos) sobre la que impondremos cuando sea necesario hipdte-
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sis de continuidad, acotacidn,... etc.

El valor de n 6 N se supone fijo en ﬁrincipio.

En cuanto a la forma de dependencia de cada F con respecto a
a

9, los casos mAs interesantes son:

(a) 8 es un pardmetro de posicidn. Pueden darse diversas varian

tes:
(a;) 8 6 Q CR, las x,,...,x corresponden a observaciones
1 = n 1 n
i.i.d. y fa(xle) = igl pa(xi-e), o 6 I, donde ¥%q 61,y

P, : R — R+ es una funcidn de densidad.

(aj) 8 6 Q¢ Rn, x = (x},...,%X,) se considera como una obser
vacién de una distribucidén n-variante y 'fa(xle) - fa(xl-el,...,xn-en)
siendo fu : Rn — RY una funcién de densidad.

k

(a3) 9 60Qc R, n=mk (mé6 W), x = (xll""’xlk""'xml"
...,xmk) se considera como. unamestrd . de tamafio m de una distribu-
ciédn k-variante y fa(xle) = H1 fu(xlj—el,...,xkj—ek) donde

j=

+
f o Rk — R es una funcidén de densidad.

(b) 8 es un parametro de escala. Se presentan variantes anélogas

a las de (a).

(c) ¥V(a,0) 6 I x @ 1la funcidn de distribucidén asociada a
fu('|e) es de la forma Fu('le) - Fa(“e('))' donde Vo €6 I

Foot rR" — [0,1] es una funci8n de distribucién y ¥0 6 Q
u R" — R" es una funcién tal que Fu(“e(')) sea tambi&n fun-

0

cidén de distribucidn ¥(a,0).
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Obsérvese que esta situacidn incluye como casos particulares (a)

y (b) con todas sus variantes.

No serd necesario para el desarrollo de la mayor parte de la teo
ria suponer que | es de este tipo. De hecho, pueden darse situacio-
nes mids complicadas en las que la forma de dependencia de las F, res
pecto a 9 varie para los distintos valores de a. Sin embargo, como
se verad mids adelante, la interpretacidn de los conceptos ser@ mis sen-
cilla y natural en los casos (a), (b) & (c) (que abarcan la gran mayo-
ria de los proble#as reales). Si nuestro modelo no es Ae este tipo y
la estructura de UV es excesivamente complicada, puede suceder que el

concepto de estabilidad que se introducird en 2.3 pierda significado

estadistico aunque conserve su sentido matemitico.

Representaremos por ﬂa(.lx) la funcidn de densidad respecto a
m de la distribucidn a posteriori, cuando se elige la verosimilitud

dada por a. Es decir

fa(xle)

nu(elx) -
fa(xlﬂ)dw(e)

supuesto que 0 < J fa(xlﬁ)dﬂ(e) < o,
fQ

Denotaremos por Fiu)(.lx) la funcidn de distribucidn correspon

doente a la densidad a posteriori "u(°|x)'
La familia V se considerari fija en lo sucesiveo, salvo que se
indique explicitamente lo contrario. Cada elemento fu de V 1leva

asociada una familia de distribuciones a posteriori

{F#a)(.lx)}xsxa, siendo X_ = {x 6 R" [0 < [ﬂ £ (x[0)dn(0) <=}
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2.3. Definicidn de modelo estable

Sea el modelo definido por V = {fa(.|6), 0 6 Qlygy v por 1la

: . c .. k
distribucidén a priori ™ sobre £ (¢ R

Diremos que este modelo es ESTABLE o CUALITATIVAMENTE ROBUSTO en

la verosimilitud f cuando, para toda sucesidn {f } cCV tal
[+ at r6N
d s
que Fur(.le) = e Fa(.le) ¥0 6 2, se verifica que
(ar) d (a) n
Fﬂ (.|x) ——— F" (.|x) ¥x €6 R tal que

(x]0)dn(B) < » ¥r 6 H.
r

0 < I £ (x|0)dn(8) <= y 0 < I £
a ¢ Q@ ®

2.4. Discusidn 'y andligis de 1a definicidn

2.4.1. Discusidn

La condicidn 0 < J £ (x|@)dm(e) <= y o0 < I £ (x]8)dm(8)<
a ° Q %
<o© ¥Yr ge impone obviamente para que tenga sentido la fdrmula de Ba-
yes en todas las verosimilitudes de la sucesidn y en la verosimilitud

limite. La interpretacidn estadistica de esta condicidn ya se ha comen

tado en I.

Puede darse el caso de que alguna verosimilitud fu 6 V sea "pun
to aislado”" en el sentido de que no exista ninguna sucesidn
{Far(.le)} tal que Fat(.le) 4, Fa(.le) ¥0 € 2. En este caso, por
razones de coherencia légica, consideraremos que el modelo es estable
en. f

o’ Aaunque es claro que esta gituacidén no tiene interés préactico

y la excluiremos implicitamente en lo sucesivo.

Hay otro aspecto que merece comentarse, al menos desde el punto

de vista tedrico: Con la definicidn propuesta en 2.3 la estabilidad
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depende esencialmente de la familia V = {fa(.|9), 0 ¢ Q}QGI elegi-

da para representar.a U = {Fa('le)’ 6 ¢ Q} En otras palabras,

a6l’
puede ocurrir que el modelo (w,V) sea estable en fu y el modelo
(n,V) sea inestable, siendo V y V dos representaciones de la mis-

ma familia U. Para ilustrar ésto, consideremos el siguiente ejemplo

sencillo:

Sea Q = {1,2}, w(l) = w(2) = 1/2, n=1, y sea V un conjunto
de verosimilitudes correspondientes a distribuciones univariantes Le-
besgue-continuas que contiene a

6x

£ (x]8) = 8™, x>0, (8 =1,2)
%
Supongamos que fa no es un punto aislado en V y que el mode-
o
lo (w,V) es estable en fa .

o

~

Consideremos ahora la familia V en la que todas las verosimili

tudes son iguales a las de V excepto la fa que se modifica asi:
i o
f, (xle) = pe % > 1 1,2)
o (x18) = Be , X o, x # (6 = 1,2)
o
- -2 ~ -1
£(1I1) = 2 73 £ (1]2) = e
o a
) o
v y 0 representan obviamente el mismo conjunto de distribuciones

bdsicas, verificidndose ademds:

;u(.lx) = ﬂa(.|x) vo ¢ a, ¥x 6 Xu = {x o < [Qfa(xle)dﬂ(e) <w}
Pl ze”! | e | l
Tl = = o (1]1) = —& =3 (2[1) ¥ % (2|D
* e-l +2e-2 %o e-l +2e—2 % %

Asi, si (w,y) era estable en fu . (n,a) ya no lo ser3d en fa .
o o
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En general, para cada 0 = 1,2 podemos modificar todas las
fu(.|6) en conjuntos de medida de Lebesgue nula obteniéndose una nue
va familia de verosimilitudes O cuyas distribuciones a posteriori
asociadas verifican:

ala)

va s 1, B %CIx) - pl®)

T

en un conjunto de medida de Lebesgue nula en el que algunas %ia)(.|x)

('Ix) ¥x 6 Xu excepto, a lo sumo,

pueden no estar definidas).

Estas observaciones sugieren la idea de modificar la definicién

2.3 manteniendo idéntico texto y afiadiendo al final la expresidn "

ex-
cepto, a lo sumo, en un conjunto de medida de Lebesgue nula". Con &s-
to habriamos conseguido, en el caso del ejemplo, definir la estabili-
dad como un concepto intrinseco a la familia U = {Fa(.le), 6 6 Q}aGI’

no dependiendo de la familia V de verosimilitudes elegida.

Esta nueva definicidn "ampliada" es aplicable a otras muchas si-
tuaciones recogiendo sustancialmente la idea de estabilidad, pero cuan
do V contiene funciones de probabilidad, (es decir, densidades res-
pecto a una medida "de contar") o cuando la estructura de T es mis
complicada, ya no seria adecuada y nos veriamos obligados a entrar en
una casuistica complicada y artificial que oscureceria el sentido de

la definicién.

En definitiva, parece conveniente mantener la definicidén 2.3 (de
pendiendo de la familia concreta V que se ha elegido) por las siguien

tes razones:

(a) El enunciado 2.3 recoge lo esencial de la idea en la forma més
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sencilla posible y es aplicable a situaciones sumamente generales.

(b) En la inmensa mayorfa de los casos préicticos la familia V
viene dada de una forma natural y nos interesa estudiar el problema
para esa familia concreta, lo cual estd de acuerdo, por otra parte,
con la metodologia bayesiana usual en la que la verosimilitud viene

fijada.

2.4.2. Significado estadistico de la definicidn

La estabilidad que se ha definido 2.3 puede concebirse como una
robustez fundamental o primaria, propia del modelo, ya que, de acuerdo
con la filosofia implicita en los métodos bayesianos, la distribucidn
a posteriori, en su conjunto, recoge toda la informacién disponible
relativa al par@metro de interés y, por tanto, el primer requerimiento
debe ser la estabilidad de dicha distribucidn. Sin embargo, lo usual
en un problema de inferencia es condensar o resumir la informacidn pro
porcion?da por la distribucidn a posteriori en un sdlo valor extraido
de ésta, que es la estimacifn puntual, o bien determinar regiones de
confianza o realizar contrastes de hipdtesis. Por consiguiente, resul
ta natural dedicar una especial atencidn a la robustez de los estima-
dores, las regiones de confianza y los tests de hipdtesis (ver III.3

y IIIL.4).

A continuacidn se demuestra un teorema sencillo aplicable a un
caso particular, pero suficiente amplio, y que es fundamental para ilus

trar el significado de la definicifn ya que permite interpretar la es-

tabilidad en términos de continuidad con respecto a la distancia de

Prohorov.
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TEOREMA II.l. Sea el modelo definido por la distrihﬁci&n a priori =
sobre @ ¢ B y la familia de verosimilitudes ¥ = {£,(.10) 8 6 Q} q;
Supongamos que

(i) La funcidn de distribucidn correspondieﬁte a fu(lle) es de
la forma Fa(.le) = Fa(ue(.)) siendo C =A{Fa}a61 un conjunto de fun
ciones de distribucidn absolutamente continuas en R" y %8 6 Q
ue : R" —+ R™  funcidn biyectiva y bicontinua tal que Fa(ue(.)) es
funcidn de distribucidén ¥(a,0) 6 I x Q.

(ii) Existe un conjunto X ¢ R"  tal que, ¥a 6 I, Xu = X sien

do X, = (x6R"| 0< L} £,(x|0)dn(8) < =}.

Entonces el modelo (m,V) es estable en fa si y sdlo si todos los
o

operadores [Bx}xGx son continuos en Fuo, siendo:

B
¥x € X c—=*——7p
(a)
—_——— =
o B (F) = Fo C|x)

donde P denota el conjunto de todas las distribuciones de probabili-
dad sobre Q, al que se considera dotado (al igual que C) de la to-

pologia débil (inducida por la métrica de Prohorov; ver I1.2).

Demostracidn:

En primer lugar obsérvese que

F' —> F cuando r + ® <=+ ¥y 6 R® 1im F_ (y) =F (y) @
r % r+ o % %o

&= ¥x 6 R", ¥0 € Q lim F, (ug(x)) = F(ug(x))
t »oo r Lo}
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La primera equivalencia se verifica por ser Fa continua. La
o
implicacidn hacia la derecha en la segunda equivalencia se obtiene tri

vialmente haciendo y = ue(x). La aimplicacifn hacia la izquierda se
-1
obtiene haciendo x = ug (y) para un valor cualquiera, prefijado, de

0.
- d d
Asi se ha probado: F ~— F e F_ (.|8) —* F (.|e)
r % Oy %

ve 6 Q (1).

.o

Por otra parte, la caracterizacidén de la continuidad por sucesio

nes nos permite afirmar que:

¥x €6 X, Bx es continuo en Fu <=> Para toda. sucesidn

o
d . .
{Fq }anc C tal que Fa £ Fa se verifica que Bx(Fu )
r r o r
(a)) d (a )
= F, (. x) — Bx(Fao) - F (. x) cuando r + =, vy este filtimo

enunciado es a su vez equivaleﬁte, por (1) y por la definicidn 2.3,

a la estabilidad de (w,V) en F c.q.d.

%o

La interpretacidn intuitiva de este teorema es sencilla: El moag
lo planteado corresponde a una situacidn en que todas las posibles dis
tribuciones basitas Fu(.le), para 0 fijo se diferencian s&lo en
la "forma'" dada por Fu’ (por ejemplo fa(.]e) = N(8,a), a > 0). En
este caso la estabilidad indicaria, traducida a términos de continui-
dad, que, variaciones suficientemente pequefias en la "forma'" de la ve
rogimilitud subyacente provocaran variaciones pequefias en la distribu

cién a posteriori (con respecto a la distancia de Prohorov).

La hipdtesis (ii) puede eliminarse mediante un artificio similar

al utilizado mids adelante en el teorema II.2 que consiste en conside-
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rar la familia de operadores {BX}XGXG , definiendo Bx(Fa) =
(Go) o

= F (.]x) cuando x ¢ Xq- No obstante, se ha preferido mantener

el enunciado en su forma actual para hacer resaltar mis claramente

su gignificado.

2.5. Interpretacifn matemdtica general

Seglin indicabamos al princiﬁio de esta seccién, el concepto mate
matico de confinuidad es la idea esencial en que se inspira la defini
cidn propuesta de estabilidad. Se trata, por tanto, de establecer for
malmente la relacidn entre estos dos conceptos parafraseando la defi-
nicidén de estabilidad en té@rminos de continuidad mediante una equiva-
lencia ldgica. En este apartado obtenemos dicha equivalencia para mo-
delos kn,V) cuya familia (I asociada verifique la siguiente condi-

cidn de regularidad:

DEFINICIONII.1

Se dice que la familia u = {Fa(.|9), 8 6 Q}a estd uniforme

61
mente parametrizada si y s8lo si para toda sucesidn {Fa (.|9)}rGB clu
r
tal que deFa (.{9), Fa(.le)) —+ 0 cuando r > o ¥B 6 Q, se
r
verifica que sup d (Fu (.le), Fa(.|9)) ——+ 0 cuando r *
pen P r

(siendo dp la distancia de Prohorov).

Intuitivamente, esta definicidn tiene una interpretacidn similar
a la de la convergencia uniforme de una sucesidn de funciones y se in
troduce para evitar anomalfas en el comportamiento de las sucesiones

que verifican F_ .]8) 4, gx(.le) Ve 6 Q imboniendo que todas
r
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las sucesiones {Fa (.[6)}r€n. obtenidas fijando €, tengan una "ve

r
locidad minima comn" de convergencia.

El siguiente teorema establece la equivalencia anunciada:

TEOREMA II.2. Sea un modelo (m,y) tal que la correspondiente fami-

lia U estd uniformemente parametrizada. Defindmos:

Y= omuwp 4y (R 1O, F C10))

% 86 0

Entonces:
. * - .
(1) dp es una métrica en V

(ii) E1 modelo (mw,V) es estable en fu si y sdlo si ¥x 6 xa

(a) %o o
el operador B, : V—> P, definido por
F(u)(.lx) si x 6 X
(a)) m @
Bx (fu) =

(e))
F (.]x) si x @ Xy

es continuo en f_, siendo P el conjunto de distribuciones de pro

a
o
babilidad sobre Q (con la métrica de Prohorov) y
L]
Xy = {x 8 R" | 0 < L, f,(x|0)dn(8) < «}.

Demostracidn:
Obsérvese en primer lugar que d; egtd bien definida pues 1la

distancia de Prohorov esti acotada por 1.

Teniendo en cuenta que dP es una métrica resulta trivial com-

probar que d;(f yE ) =0 o= f = £, d;(f JE,0) =

o (!2 (!l Gz
*
= dp(fu JE ), d%s o,

* *
) < d (f £ + 4 (f £ )
P P ey , T P 'Ta ) p( a,’ a

1 3
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¥ ,f ,f 6V, 1lo cual prueba (i).

La parte (ii) se prueba tambié&n de manera sencilla utilizando 1la
caracterizacidén de la continuidad por sucesiones (que es valida en es

pacios métricos):

(o) .
[°] . : *
<=
Bx es continuo en fao v{far}tGB cv | dp(f r,fuo)
(a)) (a))
——— 0, se verifica que d (B (f ), B (f )) == 0.
r + o P x o, x o, T oo

Ahora bien, por la parametrizacidén uniforme, d;(f. £ ) —0

+ 0 ¥06 6 Q y esto equivale a

= 4 (F, .18y. F  C.lo))

Y > ™
r o
F.o(.le)y —4—F (.]o)y ve e @
o r * o [s TR *
r o
(a) (e ) X
Por otra parte dp(Bx (fur), Bx (fao)) =" 0 ¥x € uo
> Falr)( | %) —d F(ao)( [x) wx 6 /ﬁ\ X a que ara
" . e n . [ a.* VB due, p
o (U,) 1=0 1
x @ /A\ X ias F_ © (.]x) que no estén definidas no presentan
R o L

’
i=o i (ug
problema pues se sustituyen por Fw (.'x).

En definitiva, segiin la definicidn de estabilidad, hemos obteni-

do la equivalencia propuesta.

Discusidn y comentarios:

(a) En esencia, el teorema afirma que la estabilidad del modelo

en f es equivalente a la continuidad en f, de los "operadores
o o

Bayes" {B, I x 6 X4 } con respecto a la topologia inducida de d

: o

(que debe considerarse como la topologia "natural” de V).

a
*
P
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(b) Comparando este resultado con el teorema II.l del apartado
anterior, vemos que alli se nos ofrecfa otra traduccidén de la estabi-
lidad en té&rminos de continuidad de una forma mis directa aunque, en
contrapartida, su ambito de aﬁlicaci&n era mas restringido. Asi, en

las hipdtesis del teorema II.1l

Fa(.l’e) = F (ug(.)), luego
= i €
dp(l-‘al(.le), faz(.[e)) inf {e >0 | Fal(AIB) < Faz(A |8) + ¢

¥A 6 B} = inf {e >0 | Ful(ue(A)) < Fuz(ue(Ae)) +c VA 6 B} =

. E
= > < + =
inf {e > 0 | Fal(A) < Faz(A ) + € VA 6 B) dp(Fal,Fuz)

ya que uy es biyectiva y bicontinua.

Por tanto, en este caso d; se reduce a la distancia de Proho-

rov corriente entre las distribuciones Fo y Fg que dan la "for-
1 2
ma" y la parametrizacidn uniforme se verifica de inmediato.

2.6. Ejemplo de modelo inestable

Vamos a plantear a continuacidn un ejemplo no trivial de modelo

inestable que nos permitird extraer algunas conclusiones interesantes.
Sea V = {£5¢.10), 06 Q= [1,2]} ex donde V(a,0) € Rx[1,2],

fa(.le) es una funcidn de densidad univariante definida por

1
fa(xle) = (l-g) 20 I(-G.B) (x) + ¢ ga(x)

siendo I(_e 9) la funcidn indicattriz del intervalo (-6,0),

€ 6 (0,1) una constante conocida y {ga)asR upa familia de funciones
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de densidad en R, correspondientes a distribuciones distintas, con

la {inica condicidn de que contenga a las densidades gr(xi =
= [l + cos Zwrx] . I(O,l)(x)' para r=1,2,.... y go(x) = I(O,l)(x)'

Tomamos como distribucidn a priori la uniforme en Q = [1,2].

Queremos estudiar la estabilidad del modelo en fo(.la). Hablan
do en términos intuitivos, la situacidn puede resumirse asi: La dis-
tribucidn bdsica es una uniforme en (-é,e) "éerturbada" en un por-
centaje 100€2Z por una distribucidn que no depende de 6 y de la
cual conjeturamos que puede ser la uniforme en (0,1) o una muy prdxi-
ma a ella. La pregunta que.nos planteamos es: (Tendrdn mucha influen-
~ia en la distribucidn a posteriori los pequeifios errores én esta dis-

tribucidn "perturbadora"? La respuesta es afirmativa porque el siste

ma es inestable en fo(.le). En efecto, es inmediato comprobar que
- d
. . 1,
FG|o) —S— F (.]e) wve 6 [1,2]

y ademds ¥x € (0,1) se tiene:

1/2(1-e)1in 0 + e(9-1)cos 2urx+{)
172(1-e)1n 2 + e(cos 2nrx+ 1)

F{T)(g[x) =
ki

1/2(1-¢)1n 8 + e(0-1)

(o)
Fpo(elx) 172(1-e)in 2 + ¢ vo & [1,2]
y es claro que no se verifica ¥x 6 (0,1),
Fir)(elx) T e F$°)(9|X) ¥0 ¢ (1,2). Por ejemplo, para x=1/2
(r) 1/2(1-€)1ln 6 . © ©
y r impar se tiene: Fp (8[112) = 1/2(1-e)1n 2 que, ob-

viamente no es igual a F£°)(e|1/2) ve ¢ (1,9.
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Este contraejemplo sugiere algunas observaciones:

(a) La inestabilidad de este modelo se debe, en esencia, al mal
comportamiento de las densidades frente a la convergencia débil. Este
problema ya se ha mencionado en el capftulo I, y se analizard con mis

detalle en II.3.

(b) Este es un caso particular de "modelo de contaminacign" en
el cual la distribucidn "contaminante" no depende de 6, 1lo cual no
es frecuente, (comparar, por ejemplo con Huber (1977), pag. 30). De
todas formas, este modelo muestra la conveniencia de desarrollar la
teoria en el d@mbito mis general posible, sin limitarnos a las Fa(.|9)

del tipo Fa(.IB) - Fu(ue(.)) (ver Teorema II.1).

3. CONDICIONES SUFICIENTES DE ESTABILIDAD

3.1. Métodos de Andlisis

Cuando intentamos establecer condiciones de fdcil comprobacidn
‘que nos permitan asegurar la estabilidad de un modelo, nos enfrenta-
mos en definitiva al problema de garantizar la convergencia débil de
las distribuciones a posteriori. Un primer andlisis de este problema
nos conduce a la siguiente observacidén: Las distribuciones Fi“)(.|x)
vienen definidas a través de su n-densidad, dada por la f&rmula de Ba
yes, que, a su vez, depende de fu('le)' Por lo tanto, la manera mias
cSmoda de establecer la convergencia débil de las Fia)(.|x) seria
utilizar el teorema de Scheff&, demostrando previamente
war(e|x) - na(elx). Esta condicifn seria facil de probar a

partir de Fa (.|e) d Fa(.|6) si se verificase la implicacién
r
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" d - ", -
rat(.le) — Fa(.le) => fur(xle) — fa(xle) ¥x"; en este ca

so necesitariamos simplemente afiadir alguna hipdtesis adecuada que

nos asegurase J £ (x|e)du(e) — J f (x|8)dm(8) para tener
o %r Q@ @

m, (8]x) — m (8|x) ¥O. Sin embargo, dicha implicacin no es cier
r

ta en general y estid es una de las mayores dificultades que aparece

en el desarrollo posterior.

En resumen, cualquier condicifn adicional que nos permita (a par

tir de 1la convergencia débil) concluir la convergencia puntual de las

densidades serd #itil para obtener condiciones suficientes de estabili
dad. De hecho, los resultados principales de esta seccidn son los téo

remas II.4, II.5 y IX.6, que se basan en esta idea.

En principio, también podria intentarse analizar el problema di-
rectamente mediante la definicidn de convergencia débil (o por alguna
caracterizacidn equivalente). Como hemos visto en el capitulo I, esta
metodologia resulta Gitil para analizar la robustez del "operador de
Bayes" respecto a la distribucidn a priori, pero, en nuestro caso, 8§
lo es eficaz en situaciones muy particulares como la que se plantea
en el apartado siguiente. Esto se debe, en esencia, a la mayor comple
jidad en la estructura de los operadores Bayes cuando se consideran

como funcionales que dependen de la verosimilitud.

3.2. Estabilidad en algunos modelos con pardmetros de posicidn

A continuacidn establecemos un resultado que es aplicable en si-
tuaciones bastante restringidas, aunque, por otra parte, tiene el in-

terés de mostrar un caso en el que puede probarse la estabilidad uti-
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lizando directamente la definicidn de convergencia dé&bil, sin necesi-

dad de pasar por la convergencia puntual de las verosimilitudes.

TEOREMA II.3. Sea 7 wuna distribucidn de probabilidad vL-continua

n : iz . :
sobre QQ = R que admite una funcidn de densidad, p, continua y aco

n
tada en R .

Sea V = {fa(.|e), 9 6 n)aGI donde fu(xle) = fa(x—e) y, para
+
todo a6 1, f, : R° —* R es una funcidn de densidad (con respec

to-a y;). Entonces, el modelo (m,V) es ESTABLE en V. (¥)

Demostracidn:
Sea una sucesidn de verosimilitudes tal que

P, (] —L—F (.le) ve e 0

Oy
(a) d (@) .
gsi queremos probar Fo (.|x) —* F, (.lx), bastard demostrar

. n . PP
que, para toda funcidn u : R —— R continua y acotada, se verifi

ca:

(

(ur) a)
I 0lx) —5<— J o u(@)drF "7 (8]x) (@)
R

u(B)dF"

Rn

En efecto, denotando Kr(x) = I fu (x-0)p(06)d6 y haciendo el cam-
r

R

bio de variable x-06 = w, tenemos
f (qf)< [x) 1 ( (8)u(
u(f)d F 0[x) = — I £ x-8)p(0)u(g)do =
" L4 Krlxj Rn a.

= i—%;j IR“ fqr(w)p(x-w)u(x—w)dw, pero

r

K (x) = I f  (x-9)p(0)dg = J f_ (w)p(x-w)dw ———r
T Rn Gr Rn ar r - o
I f (w)p(x-w)dw = J f (x-9)p(9)dw
n o n a
R R
(*) La expresidon "el modelo es estable en V" significa, naturalmente, que (w,V)
es estable en fa‘ Vfa e V.
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ya que, para x fijo, p(x-w) es funcidn continua y acotada de w.

Andlogamente

I £ (x-0)p()ule)do = [ £ (p(x-w)ulx-w)dw —
n ar J n “t T + o

R R
—_— f f (w)p(x-w)u(x-w)dw = J f (x-g)p(glu(0)de
o a
" R"

y asi queda probada la relacidn (1) y con ella la estabilidad.

Discusidén y comentarios:

(a) La restriccidn mds fuerte que se impone en este teoteﬁa es
suponer que el espacio muestral y el param@trico tienen ambos la mig
ma dimensidn. Esto significa, en la préactica, que el problema de in-
ferencia se plantea con "muestras de tamafio 1": Por ejemplo, conside
remos distribucions n-dimensionales del tibo fa(x-e), donde f va
ria en un entorno de la normal N(0,I). Queremos estimar el “centro
de simetria" 6= (90

seeey0 ) y la informacidén muestral viene dada
1 n

por una sola observacidén x = (xl,...,xn).

(b) En este teorema hemos necesitado imponer ciertas condiciones
sobre la distribucidn a priori; sin embargo, no se impone ninguna res
triccidn sobre las distribuciones que dan "la forma" de las verosimi-
litudes (salvo el hecho de ser FL—continuas). Esta situacidn contras
ta con el planteamiento de los teoremas II1.4 y II.5 y II1.6 que vere-

mos méds adelante.

(c) Puede notarse, por {iltimo que el resultado es generalizable
fdcilmente a otros casos en que Fa(x|0) = Fu(ue(x)) aunque habria
que afiadir algunas hipbtesis sobre las ug  que complicarfan el enun

ciado sin aportar ideas nuevas.
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sza (xle)dﬂ(e) T—:—* [ fu(XIG)dﬂ(B)

T Q
En definitiva,hemos probado "Fa (.]9) 4, Fa(.le) V0 6 Q" ==

Y
= "m, 0}x) — wa(elx) V9 6 Q@ y ¥x € R" que verifique las
r

condiciones impuestas en la definicidn 2.3" y de aqui, aplicando nue-

(a
- . r
vamente el teorema de Scheffé, concluimos F (.

- x) 34— F#a)(.lx).

El siguiente corolario prueba que, en el caso particular impor-
tante de que las fu(xle) sean verosimilitudes correspondientes a ob
n
servaciones i.i.d., (es decir, fa(xle) = I pa(xi|9), seria sufi-
i=1

ciente con imponer las hipStesis del teorema para n=1, pues, si se

verifican para este valor, se verifican tambi&n ¥n 6 WN.

COROLARIO I1.4.1.

Sea un modelo (w,V ) donde las verosimilitudes de V_ 6 son to-
n
n
das de ?a forma fa(xIB) = igl pa(xile) ¥x = (xl,...,xn) 6 R .

Supongamos que el conjunto de verosimilitudes "univariantes”
v, = (pu("e)’ 6 € Q}aGI cumple las tres hipStesis del teorema II.4.

Entonces el modelo (n,Vn) es estable en Vn'

Demostracidn:
(W,Vn) cumple obviamente la hipStesis (i) pues el producto de

funciones continuas es continua.

En cuanto a la hipdtesis (ii) obsérvese que, si la sucesidn de

n

distribuciones definidas por n Py (xi|6) convergiese débilmente
i=1 r

cuando o, * c € T\1 hacia la distribucién definida por

n
21 pu(xile) se verificaria (ver lema III.1) Py (.]®) SN pa(.‘e).

r

1
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Asi pues, tambi&n basta con imponer (ii) para el caso n=1.

Finalmente, con respecto a (iii), si existe g, : @ — R
i
m-integrable tal que pd(xile) 2 By (0), entonces, para todo
n i

x = (xl,...,x )} existe g_ = NI g : § —> R, Tm-integrable, tal
" n el Xi
que £ (x|8) = T p (x.]8) < g_(8) '¥8 € Q. Aplicando el teorema
a jop o i - ®x
I1.4 concluimos la estabilidad de (W,Vn).

Discugidén y comentarios

(a) La estabilidad del modelo se asegura finicamente dentro de 1la
familia paramétrica V. No hay ninguna garantfa de que dicha estabi-
lidad ée conserve cuando fa(.ie) sé vea sometida a variaciones "in
finitesimales" que la lleven fuera de V. Este hecho constituye, des
de luego, una limitacidn a la aplicabilidad prédctica del teorema que,
ain asi, serd {itil en los casos en que la informacién disponible nos
permita elegir una familia V adecuada para "confinar" la verosimili
tud bisicé. Este es, en esencia, el planteamiento del ya mencionado

modelo de Box-Tiao, que se estudiard con mds detalle en la seccidn 4.

(b) La hipdtesis (ii) es una especie de "condicién de frontera':
exige que no podamos obtener una verosimilitud "repetida" (de las que
ya estdn en V) como limite de una sucesidn {fa } haciendo tender

r
a, hacia un punto de la frontera "ampliada" de I.

Esta hipdtesis puede suprimirse exigiendo, a cambio, que I c R®

sea compacto.

(c) La hipStesis (iii) se impone obviamente para asegurar la con

vergencia de las integrales que aparecen en los denominadores de las
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férmulas de Bayes aplicando el teorema de la convergencia dominada.
Se da en la forma mis complicada y directa porque también es la més

general.

Cuando § es compacto esta hipStesis se cumple automidticamente
siempre que, para todo x, fa(xle) sea continua en I x  (como
funcidén de (a,0)) pues, en este caso, cuando a_ *> a, IR, tal

T

son
que f (x|6) < Kys ¥r, y las constantes TW-integrables.
r
(d) Bajo las hipStesis de este teorema, se puede definir ficil-
mente una topologia natural en V a partir de la distancia:
d(fal 'faz) = la,-a,l

. m
siendo [ . | una norma cualquiera en R .

3.4. Condiciones suficientes de estabilidad a través de la funcidn

caracteristica

En este apartado establecemos unos resultados que nos permi-
tirdn concluir la estabilidad demostrando, como paso previo, la con-
vergencia de las f (x|9) a través de una conocida propiedad de las

a
r

funciones caracteristicas.

Los resultados fundamentales vienen dados por los Teoremas II.5

y I1.6.

TEOREMA I1.5. Sean 7 wuna distribucidn a priori sobre Q C Rk,

u = {Fa(.le). 8 6 Qlygr ¥ by,8 la funcidn caracteristica corres-

pondiente a Fa('le)’

Dado a, € I, supongamos que, para toda sucesidn § ={ar}rGN
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tal que F (.|6) ——jL——* F (.Ie) ¥9 6 %, s8e verifica:
Gr r +> « (!o

(i) Para todo O 6 2 existe una funcidn integrable

s ., ph S n
hg : R {0,4=) tal que |¢ar,e(°)} < hg(t), ¥r 6 R",

¥r 6 § V {o}.

(ii) Para todo x 6 R" existe una funcidn T-integrable
gy ¢ @ — [0,4+=) tal que £, (x]8) < g}(8) wvo 6 Q, w¥r e ¥,
r
siendo fa(.|6) la funcidn de densidad asociada a Fu(.'e) dada

por la férmula de inversibn de Fourier:

- 1, P
£ xl0) = Gb IR“ exp  (-it'm) 4, (t)de.

Entonces el modelo definido por la distribucidn a priori =m y

por la familia V = {fu(.le), 0 e “me es estable en fao.

Demosgtracidn:

El teorema de inversifn de Fourier afirma que, cuando ¢a g es
i
n . . .
absolutamente integrable en R , entonces la correspondiente distri

bucidn admite una funcidn de densidad continua y acotada dada por

i.n .
£4(x18) = (79 P (-ifx) ¢, gle)dt

Obsérvese que, si Fa no estd "aislada” (es decir, si existe algu-
o
na sucesidn {F_} tal que F (.|9) —é;* F (.|9) ¥9 6 @, 1lo cual
Qr Gy %o

se supone siempre implicitamente), la hipStesis (i) implica que todas
las Fa('le) tienen funcifn caracteristica absolutamente integrabhle

¥y, por tanto, tiene sentido congiderar la famjilia de verosimilitudes

v.

Ahora, sea (qu}rcn tal que Far(-le) —é—* Fao(.le) ve € Q.
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Esto equivale a ¢ (¢) — (t) ¥t 6 Rn, es decir

ar.e r > ® 4)(10,9
I¢u ,e(t) - ¢a ,e(c)l r> = 0
r o
Segilin la hip8tesis (i) ]h; tal que |¢Ol e(t)[ < h;(t) y
!_'

8
log_.o(t) ~ 9y ,g(t2] < 2Bg ().

o

Asi pues, segfin el teorema de la convergencia dominada

|¢a o (t) - &, ,9(t)| ¥ 3 &+ 0 implica I nl¢u g (t) -
r o R r’

- ¢a e(t)[dt + 0. Por otra parte, aplicando el teorema de inver-
b4
o

sidn de Fourier

n 1"
¥x € R 'far(x|e) - fuo(x|9)| < (E;) IR“ l¢ar,9(t) -

- ¢u0’e(t)|dt + 0.

Luego

n
far(x|e) T e fao(x|9) ¥x 6 R, ¥0 ¢ Q (1

(ndtese ademds que, V¥8 fijo la convergencia de f, (.19) a
r
fa (.le) es uniforme en Rn).
o
Ahora, a partir de ésto, la hipdtesis (ii) implica, por el teo
rema de la convergencia dominada:

I £, (x|€)dm(8) ———-»I f
Q r Q

uo(xle)dﬂ(e) (2),

De (1) y (2) deducimos Ty (e]x) " T (9|x) y, en consecuen
r o
cia, la estabilidad en f

a
o

El siguiente teorema es una variante del resultado anterior que

ofrece quizd un mayor interés prdctico pues nos permite suprimir la
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hipétesis (ii) a cambio de limitarnos a un cierto tipo de familias
U(ya estudiadas en el teorema II.]l) en que las correspondientes dis
tribuciones bdsicas sflo se diferencian por la "forma" (es decir,

Fa(x|e) = F (ug(x))).

TEOREMA II.6. Sea T wuna distribucifn a priori sobre Q c Rk y sea
U = {FG(.IB), 6 6 Q}aGI’ donde ¥(a,0) 6 I x Q, Fu('|e) es una
funcidn de distribucibn en R" de la forma ra(.le) = Fa(“e('))
siendo Fu : R —— [0,1] una funcién de distribucidn cuya funcién

caracteristica denotaremos por ¢u.

Supongamos que

(i) Para toda sucesidn S = {a,} oy tal que F, T3> Fy
r o

existe una funcidn hs : Rn —_— [0,0) integrable, tal que

lé, &3] < h®(t), %t 6 R, ¥r ¢ N U {o}
r

(ii) Para todo 6 6 @, ug : R" —— R" es funcibn biyectiva,

bicontinua y diferenciable tal que, ¥x 6 r" el valor absoluto del
dul
jacobiano |J,(8)|= |det 5;2 (x)| es funcidn continua y acotada de

3
9.

Entonces, el modelo definido por la distribucidén a priori m y
por la familia de verosimilitudes V = {fa(.le) - fu(ue(.))le(e)l,
n
- 1 -its
8 e Q}uGI (donde fu(x) (7;) Inne ¢u(t)dt) es estable en

£ .
a
)

Demostracidn:
. . ’ . Y Py
Con un razonamiento identico al utilizado en la demostracidn an

terior tenemos:
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d -— -
o T, =l @ b 0 0 = [ e, o
r o r [ R r
- ¢y () |ae e 0 = f, TS f, unifor
o r o
memente en R".
Ahora, si te =
hora, si tenemos en cuenta que fa(x|6) fu(ue(x))le(x)l re

sulta, para todo x fijo:

sup |f£  (x]8) - £ (x]8)| < sup |3_(8)] sup |f (u_ (x)) -
peqa Or %o e * o “r °

- fao(ue(x))l T 5 = 0, ya que J _(8) estd

acotada, por hipdtesis ,y f _ f uniformemente en R",
) o r > o a
r o

Por 1o tanto hemos probado que ¥x 6 Rr" f (xl.)
a. r +o

fao(x|.)

uniformemente en £ y esto implica (por tener  Tn-medida finita):

o

I £ (x|0)dm(8) ——— I £ (x|8)dm(e).
R %r r 1] 0lo

En definitiva, se tiene: ﬂa (elx) ?—:—;+ ﬂa (elx), con lo que que-
r )
da probada la estabilidad.
En relacién con estos dos teoremas, se puede enunciar también

un resultado cuyo significado es totalmente andlogo al del corolario

11.4.1.:

COROLARIO II.6.1.

Sea un modelo (w,V ) donde las verosimilitudes de V_  son to
n
das de la forma fa(x|6) = 121 pu(xile) ¥x = (xl,...,xn) ¢ r".

Supongamos que el conjunto de verosimilitudes "univariantes"
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v, = {pu(.le), 8 6 Q)

a6l cumple las hipdtesis del teorema II.5 (o

bien las del th. II.6).

Entonces (h,Vn) es estabhle en V_.

Demostracidn:

Basta combroﬁar que, si las hip8tesis se cumplen para n=1, en-
tonces se cumplen también para cualquier tamafio muestral n. Las com
probaciones relativas a las hi§6tesis (i) y (ii) del teorema II.SVy

(i) del teorema II1.6 son triviales.

Regpecto a la hipStesis (ii) del teorema II.6, observemos que,

si pa(xile) = Py (ve(xi)),l entonces fa(xle) = fu(ue(x)), donde

n

fa(zl”"’zn) = izl pu(zi) y ue(xl,...,xn) = (ve(xl),...,ve(x“))

que sera funcidn biyectiva y bicontinua si lo es veg Y el valor ab-
n

soluto de su jacobiano ‘Jx(e)' =]l ve(xi)l serd funcidn conti-

i=1
nua y acotada de 6 para todo x € R gi lo es Ve(xi) VXi 6 R.

Discusifn y comentarios:

(a) Los teoremas II.5 y 1I.6 son, en cierto modo, mds potentes
que el II.4 pues nos aseguran la estabilidad, bajo ciertas condicio
nes de regularidad, para verosimilitudes cualesquiera, sin necesidad
de restringirnos a familias paramé@tricas, lo cual estd mds acorde
con la idea intuitiva de estabilidad. En contrapartida, las hipgtesis
de los teoremas II.5 y II.6 serdn, en algunos casos, de comprobacién

mis complicada que las del teorema II.4.

(b) El teorema II.6 cubre una amplia gama de situaciones précti



- 63 -

cas y es mds cémodo de manejar que el II.5. Sin embargo, este {ltimo
tiene la ventaja de ser aplicable tambi&n al caso en que la distribu

cidn a priori w sea impropia (ver seccién III.1l).

(c) La verificacidn de la hipdtesis (i) en un caso concreto (tan
to en el teorema II.5 como en el II.6) se reduce a comprobar que una

sucesidén de funciones caracteristicas {¢r} cuyas correspondien-

r6N

tes funciones de distribucién cumplen Fr ;—g~;+ F, est3a mayorada

en mddulo por una funcidn integrable. Seria interesante dar una con-

dicidn suficiente para que se cumpla esta hipdtesis en términos de

las densidades. Esto puede conseguirse (en el caso umnivariante) uti

lizando algunas propiedades conocidas de las transformadas de Fourier

que nos permiten obtener el siguiente resultado:

LEMA II.1. Sean F (r 6 N) y F funciones de distribucidén absolu-

r,
tamente continuas en R con funciones caracteristicas ¢r, r 6 N; ¥y

¢ respectivamente. Supongamos que
I e
(ii) Las Fr y F admiten densidades fr y f «con segundas de-
rivadas tales que existe una funcidén integrable q : R —* [O,w)
cumpliendo |f:(x)| < q(x) vy J£" (x)] < q(x) ¥r 6 R, ¥x 6 R.
Entonces, existe una funcidén integrable h : R — EO,w) y r 68

o]
tales que |¢r(t)| < h(t) y [o(e)] < h(e) ¥r > r» Vt & R.

Demostracidn:

Como las densidades tienen, por 1la hipdtesis (ii), segundas de

rivadas integrables, se cumple:
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1,2 itx on _l_z itx _v
¢ (v) = () IRe £ (x)dx y ¢(r) = (37) IRe £ (x)dx

(Esta es una propiedad muy conocida y de fAcil demostracidn: Ver, por

ejemplo, Kolmogorov y Fomin (1975), é. 474. Feller (1971), p. 514).

Por tanto,

1 1
<& — < =
|¢r(t)| 2 [R q(x)dx y EXO3) oz IR q(x)dx.
Ademds sabemos que F. ;—%—;ﬁ F implica r ;—g—;» ¢ uniformemente

en todo intervalo acotado; asi dado € > 0, 3ro € N cumpliendo

sup  |1¢, ()] - [o()[] < su e (6) - d(e)] <€
t 6[-1,1] t e[-1,1]
¥r > ro
Luego Vr > r_ 4] -~ e < Jo ()] < |o()] + e ®ets [-1,1].

Si definimos

fecer] + ¢ si t 6 [-1,1]
h(t) =
M/tz, (siendo M = L q(x)dx), si t ¢ [-1,1]

Esta funcidn es integrable en R y verifica las acotaciones requeridas.

(d) Es interesante notar que en el teorema I1.6 la diasttibucién
a priori ®m no interviene en la formulacidn de las hipStesis. De he-
cho, todas las restricciones recaen sobre la familia U de distribu-
ciones bdsicas y la estabilidad se afirma para el modelo (m,V) sien
do V 1la familia de verosimilitudes "natural" (dada por la férmula

de inversidn de Fourier) y ® wuna distribucibn a priori arbitraria.
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.

4. EJEMPLOS DE APLICACION

Intentaremos ahora aplicar los resultados de la seccién anterior
al andlisis de algunos modelos concretos referentes al cldsico proble
ma de estimacidn de un parfimetro de posicidn en una distribucidén simé

trica.

4.1. E1 modelo de Box-Tiao

Sea T una distribucifn a priori sobre  C R y sea

Vl = {fu(.|e), 6 ¢ O c R}“G[ao,ul]

donde a_,a; € (-1,1), o,  <a; y vo ¢ [e ,a,], £,(x18) =

Ku exp {-% lx-e|2/l+“}, ¥x 6 R, siendo K;l =
(1 +-i— (1+0)]

rfi + % (1+a)]2
El modelo (W,Vl) resultard adecuado para estudiar la estabili
dad en las proximidades de la normal con respecto a variaciones en la
kurtosis. Puede darse una versidn mas general incluyendo un paridmetro
de escala 0; en este caso podfia tomarse (9,0), en principio, co-
mo pardmetro de interé&s y, una vez calculada la distribucidn a poste
riori w(@,alx), considerar O como un "parémetro perturbador" y
manejar la distribucidén a posteriori marginal de 6. Estos "proce
dimientos de marginalizacidén", junto con el posible uso de distribu-
ciones a priori impropias, tienen ciertas implicaciones tedricas que

se analizan en la seccidn III.2.

Comprobaremos ahora que (ﬂ,Vl) verifica las tres hipdtesis

del teorema II.4, lo cual nos llevara a concluir su estabilidad:
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La continuidad de fa(x|8), conaiderada como funcidn de &,
¥(x,0) 6 R x 2 se sigue trivialmente de la propia expresidn analiti

ca de fa(xlﬁ).

La comprobacién de la hipétesis (ii) es también inmediata, por

ser I compacto.
Por otra parte max fa(xle) = Ku’ ¥6 6 Q; como Ku es fuﬁ

x6 R

cidon de a acotada en {ao,ul] (por ser continua), se tiene
Ik 6 R | £,(x|0) <K, ¥(a,x,0) 6 [6,,0;] x R x @

Esto prueba que se cumple tambi€n la hipdtesis (iii), pues las funcig

nes constantes son TW-integrables en .

Ademds, el corolario II.4.l1. nos permite asegurar también la

estabilidad del modelo n-variante (w,V ) con verosimilitudes del ti

n
po wa(xle) = I fa(xile) (correspondientes a observaciones
i=1
x = (xl,...,xn) de variables aleatorias i.i.d.) cualquiera que sea

n > 1.

4.2, Modelos de "mixturas infinitas"

Una posibilidad alternativa al modelo de Box-Tiao, sugeridd por
Girdn (1981), viene dada por las llamadas "mixturas infinitas". Las
familias de verosimilitudes definidas por este procedimiento tienen,
‘entre otras propiedades interesantes, una interpretacidn estadistica
directa, permiten cubrir una amplia gama de verosimilitudes, y son

relativamente sencillas en lo que se refiere a su manejo matemitico.
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Consideremos, por ejemplo

y, = {(£,Cle), e 60c R}ae[o’w)

0

donde, Vg > 0 fu(xle) = J N(x;0,1/v)y(v;1/a,1/a)dv, siendo
0

NGx30,1/v) = w1720 M2 exp [- ¥ -0)%], x6R, 060,

RV AR S
r(l/a)

Y(vil/a,1/a) exp (- 5), v >0,

y, para o = 0, fo(xIB) - N(x38,1).

Vl puede interpretarse intuitivamente considerando que, para
@ > 0, 1la verosimilitud fa(.le) corresponde a una normal de media
6 y precisién aleatoria v que se elige "sorteando" segiin una gamma
de pariametros a = 1/, p = 1/0d. La verosimilitud correspondiente a

@ =0 es N(x;0,1). Mediante cdlculo directo obtenemos

oo

1/2 27 Ya-1
fu(xle) o« [ov / exp [— % (x-6) ] la exp (- i)dv =
@ 1/ 1
- I exp [-v(—;-(x-e)2 + é)l v la-*12 dv
° v Ve 11
| Co @ TG+
asi, f (x|90) = , donde C_ = .
a [(X_B)Z . Lll/a+l/2 a (2")1/2 r(é)
2 [}

Por tanto, para & = 2/n (n 6 N), fa(xle) es la t de Student de

n grados de libertad '

'centrada" en 0. En general, fa(x|9) puede
considerarse como una t de Student "generalizada" con '"grados de 1i

bertad" 2/a.

En resumen, la familia U1 refleja la siguiente situacidn: La
verosimilitud "te8rica" es N(x;6,1) (correspondiente a a = 0) y es

tudiamos las desviaciones de ella en el sentido de 1la t de Student
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"generalizada".

Ahora, si consideramos definida una distribucidn a pricri m,
podemos utilizar de nuevo el teorema IL.4 y el corolarijo II.4.1 y 1lle
gar a las mismas conclusiones de estabilidad que en el modelo anterior;
para ello debemos comprobar que (w,Vl) verifica las tres hipdtesis

del teorema II.4:

(i) fa(xle) es, obviamente, funcién continua de o en (0,»)
V(x,0) 6 R x Q prefijado. Para estudiar la continuidad en a = 0
consideremos una sucesidn '(ur} C [0,”) tal que 1lim e = 0; tene-

rH

mos

v0 6 2, ¥x # 8 £y (x|98) = [ N(x;e,l/v)y(v;l/ar,llar)dv —
r o

—s N(x;0,1) = fo(xle)

ya que la distribucién con densidad Y(.;l/ur,l/ur) converge débil-
mente a la distribucién causal en 1 cuando a = 0 y N(x3;8,1/v) =

- Gl 1/2

(2m)~ exp (- % (x-e)z) es (para x # 8) funcidn continua

y acotada de v (pues 1lim N(x;0,1/v) = 0).

v @©
o0
Para x = 8 se tiene que fa (oley = I v1/2(21r)1/2
r (o]
Y(v;l/ar,llar)dv es el "momento no central" de orden 1/2 de la dis
tribucién Y(.;l/ur,l/at), cuya media (momento de ordenm 1) es igual

a 1 cualquiera que sea at; asi pues, aplicando el lema III.3 de con

vergencia de momentos, concluimos
T 12 172
I v (2n)” Y(V;l/ar,llar)dv —_ 1 = fo(ele)
o

" Por tanto, hemos probado que fa(xle) es funcidn continua de a en
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f0,=) wv(x,8) 8 R x Q.

(ii) La segunda hip6tesis del teorema se verifica también en es-
te caso, pues el inico punto limite a examinar es ® y se comprueba

de inmediato que , ¥0, lim fa(xle) = 0 uniformemente en cualquier

a+m
intervalo acotado que no contenga a 6. Esto excluye la posibilidad
de que a, 6 [O,w) tal que Fd(.le) 4, Fy (.|9) V6 6 2, cuan-

)
do a > o,

(iii) Por Gltimo, observemos que, para toda sucesidn {ar} c (0,»)
tal que €, *a ., se tiene W¥x 6 R prefijado:

£ (x]0) < J 12 (gpy1/2
&y o

como antes, el lema de convergencia de momentos obtenemos que esta su

Y(v; l/ur’llar)dv y, aplicando,

cesidn de integrales es acotada por ser convergente.

Por otra parte, fe(xle) < (2")-1/2. Asi, para toda sucesifn
convergente {ar} c [0,») se tiene que JK 6 R, fu (x]8) < x
r

¥ 6 Q y, como gx(e) = K ¥ 6 Q, es funcidén mw-integrable, se

concluye que el modelo verifica tambi@n la hipbtesis (iii).

Se pueden definir de manera aniloga otros modelos de mixturas
infinitas. Por ejemplo, tomando la varianza (en lugar de la precisidmn)
como parametro de mixtura o cambiando la distribucidén de mixtura. En
algunos de los modelos resultantes serd difficil calcular explicitamen
te las densidades, pero puede ser mids sencillo manejar las funciones
caracteristicas (apoyidndonos en la propiedad que tienen &stas de "res

petar” el proceso de mixtura). En estas situaciones resultari mis ade

cuado abordar el an&ilisis del modelo a través del teorema II.6:
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Consideremos, por ejemplo, el modelo definido por la distribu-

cidn a priori ® sobre £ c R y por la familia:

W ={fu(.|6), 8 6 Q}

1 a6(0,=)x(0,x)

donde fa(x|6) = J N(x;0,v)d G (v), ¥x 6 R, siendo
1

Gy (v) = g,6(v) + (1-g.) G(v;a,p), o (a,p), (a > 0, p > 0)

0, si v <1

1
€y = J Y(via,p)dv, &(v) = { y G(vsa,p) la
o 1, si

i v2>21
funcién de distribucidn correspondiente a Y(v;a,p).
Para dar una interpretacidn estadistica a fa(.le), podemos

considerar que la verosimilitud bdsica es N(x;6,1) con probabili-

dad €, ¥s» con probabilidad J-Ea, tomamos la verosimilitud entre

las N(x;8,v) eligiendo v en [l,m) seglin una gamma truncada de

parametros (a,p) = a.
La funcidn caracteristica correspondiente a fa(.|8) es
o0
. 2
- oit® -1/2¢%y
d’a,e(t) e [1 e d Gu(v)'

Utilizando el teorema I1.6 deducimos de inmediato la estabilidad de

(",wl) ya que

_%tz o —-;—tz )
[6 ()] < e [ d G (v) = e , ¥(a,8) 6 I xQ, vy
a6 o
L2 !
h(t) = e 2 es funcidn integrable en R.

Ademis, en virtud del corolario II.6.1 también son estables to

dos los modelos (ﬂ,Vn) con verosimilitudes de la forma wa(xle) =
n
= n £ (x;]e0).

i=1



CAPITULO III
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CAPITULO III

APLICACIONES. ROBUSTEZ DE LOS METODOS

DE INFERENCIA

1. SUMARIO

El objetivo de este capitulo es analizar las derivaciones de
la teoria del capitulo II, en un triple aspecto: Aplicaciones direc
tas de la misma (seccién 2), estudio de la robustez de los métodos

de inferencia (secciones 3 y 4) y generalizaciones (seccidn 5).

Asi, en la seccidén 2, dedicada al modelo lineal bayesiano, se
consideran las desviaciones de la hipStesis de normalidad que apare
cen usualmente en esta teoria y se proponen dos tipos de modelos
@e»"contaminaciﬁn" y de "convolucién") para estudiarlas. Aplicando
los resultados del capitulo I1 se demuestra la estabilidad de distin
tas variantes de estos modelos. Asimismo se examinan los problemas
derivados del uso de distribuciones a priori impropias y de distri-

buciones a posteriori marginales.

En la seccidn 3 se propone una definicidn de robustez cualita
tiva de un estimador que se sigue de forma natural del concepto de
estabilidad de un modelo enunciado en I1.2.3..La robustez de los es
timadores se puede considerar, a grandes rasgos, como una propiedad
"secundaria" en el sentido de que debe estudiarse después de anali-
zar la estabilidad "genérica" o "primaria" del modelo. En los apar-
tados 2, 3, 4 y 5 de esta seccidn se demuestran varios teoremas que

proporcionan condiciones suficientes para asegurar la robustez cua-
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litativa de los principales estimadores.

La seccidn 4 estd dedicada al estudio de la robustez cualita-
tiva de las regiones de confianza y tests de hipftesis bayesianos.
Se proponen las definiciones que aparecen mis adecuadas a nuestro en
foque y se discute su significado y aplicabilidad. Se concluye, en
resumen, que (a diferencia de lo que ocurre con los estimadores), 1la
robustez cualitativa de los tests es una propiedad intrinseca al mo-
delo, en el sentido de que se cumple automiticamente cuando el mode-

lo subyacente es estable.

El caso de las regiones de confianza es, por su propia natura
leza, mds complicado; en el texto.se analiza la definicién, inspira-
da, como las restantes, en la nocidn de "continuidad" y se demuestra
la robustez cualitativa de los intervalos de confianza.bayesianos de

finidos mediante cuantiles.

Por iltimo en la seccidén 5 se sugiere la posibilidad de desa
rrollar una "teoria generalizada" de la estabilidad en inferencia ba
yesiana que estudiase los efectos de pequefias variaciones simultineas
en los tres elementos de un problema de inferencia bayesiana (distri
bucidn a priori, verosimilitud,funcién de pérdida) tomando como pun-
to de partida nuestro enfoque de la vrobustez y los resultados que se
exponen-en el capitulo I. En concreto, como un primer paso en esta
direccién, se demuestra un teorema que da una condicidn suficiente
para asegurar la "estabilidad conjunta" de la distribucidn a poste-
riori frente a variaciones gimultfineas de la distribucidn a prio

ri y de la verosimilitud.
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2. APLICACION A LOS MODELOS LINEALES

Se trata ahora de estudiar la estabilidad de los mé&todos baye
sianos usuales en uno de los problemas de inferencia mis frecuentes

en la prédctica: el modelo lineal.

Para ello haremos previamente un resumen de 'lo mids significa-

tivo de esta teoria.

2.1. El modelo lineal bayesiano: planteamiento y resumen de la teoria

El planteamiento del problema es ampliamente conocido:

Sea Y = XB + e, donde Y = (Yl,...,Yn)' es una variable

aleatoria n-dimensional (variable observable). Las observaciones con

cretas de las Yi se denotan por letras miniisculas SRR

X = (xij) es una matriz nxk de rango k (matriz de dise-
fio) que permanece constante durante todo el problema de inferencia.

B = (Bl,...,Bk)' vector de "coeficientes de regresidn" (desconoci-

dos) que se trata de estimar.

e = (el,...,e“)' es un vector de variables aleatorias (vec-

tor de error). Suponemos que sigue una distribucidn normal n-varian
2 . . C e

te N(0,0 I) (por tanto, las e, son independientes idénticamente

- 2 2
distribuidas segiin una N(0,0 )). La varianza O es, en general,

desconocida.

El problema consiste en estimar B y ¢ dada una.observacidén

(yl,...,yn)' de (Yl,...,Yn)'.
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Podemos llegar a resultados equivalentes a los obtenidos median
te el enfoque frecuentista si utilizamos distribuciones a priori impro
pias: En concreto, se supone que las Bi y log g tienen distribucio

.
nes "uniformes" e "independientes" lo cual implica:

T (B0} a% (B, 6 R, 06 )

El empleo de distribuciones a priori impropias tiene ciertas implica-

ciones tedricas que se comentarin en el apartado siguiente.

Bajo las suposiciones anteriores la distribucién a posteriori

que resulta, después de ciertos cidlculos, es:

w(B,0ly) « exp {- —12- [\)s2 + (B-B)'x'x(8-F)]}
20

1

Un+l

En el caso de que estemos interesados principalmente en B, se
puede comprobar con facilidad que n(B|c,y) es una normal k-variante
con media ﬁ y matriz de covarianzas (X'X)"1 02. No obstante, como
0 no es conocida en general, el procedimiento usual consiste en inte
grar respecto a o en w(B,0|y) para obtener la marginal a posterio
ri:

n(Bly) « J 7(8,0]y)do « [Vs?% + (e-é)'x'x(e-?s)]'“’z

[

que es una t de Student k-variante.

Anidlogamente puede obtenerse la marginal de o, u(g|y) (que
resulta ser una gamma invertida) y la de Br+l""’Bs para
0 <r <s <n (ver Lindley (1971) y Zellner (1971)). A partir de

W(Bt+l,...,Bs|y), pueden hacerse inferencias sobre los correspondien
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tes pardmetros en términos de la distribucidn F dec Snedecor obte-
ni8ndose regiones de confianza bayesianas que tienen exactamente la
misma forma que las regiones (del mismo coeficiente) obtenidas por
métodos frecuentistas. Tambifn se puede obtener una interpretacién

bayesiana de los tests usuales basados en la F de Snedecor.

2.2, Distribuciones a priori impropias

Como se indicd en el apartado anterior, el enfoque bayesiano
del modelo lineal, utiliza frecuentemente "distribuciones" a priori .
impropias sobre el espacio param@trico 2, entendiendo por tales,

las medidas sobre  que verifican I dm(8) = o .,
Q

Se plantea, por tanto, la conveniencia de estudiar cémo afec
ta esta nueva situacidén al desarrollo de nuestra teoria en la que,

hasta ahora, s8lo se han empleado distribuciones a priori propias.

A este respecto pueden hacerse las siguientes observaciones:

(a) El uso de distribuciones a priori impropias lleva asocia-
das algunas dificultades de tipo general, como es la posible apari-
cidén de las llamadas "paradojas de marginalizacién" y el hecho de que
la distribucidn a posteriori que se calcula mediante la f&rmula de
Bayes ya que no puede interpretarse como la distribucifn condiciona

da de 6 dado x, cuando T es impropia.

(b) En lo que se refiere directamente a nuestra teoria, debe
sefialarse en primer lugar que la definicibn propuesta para la estabi
lidad de un modelo (apartado 11.2.3) se mantiene en la nueva situa-
cidn con una interpretacibfn idéntica. Lo mismo se puede afirmar de

lag definiciones de robustez de los estimadores, regiones de confian
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za y tests de hipGtesis bayesianos que se proponen mis adelantes

(secciones 1I1.3 y II1.4).

(c) Igualmente los teoremas IT1.3, ITI.4 y II.5 siguen siendo
vdlidos con iguales enunciados y demostraciones (y serdn de especial

utilidad en esta seccibn).

Sin embargo, cuando T es impropia, ya no es vdlido el teore
ma II.6 pues la convergencia uniforme de las funciones del integran-
do no implica la convergencia de las correspondientes integrales

cuando el espacio es de medida infinita.

2.3. Estabilidad de la inferencia bayesiana en el modelo lineal

El primer problema que se plantea es establecer qué tipos de des
viaciones (respecto de las hipStesis usuales) conviene estudiar o, en

otros términos, que conjuntos UV de verosimilitudes se deben conside

rar.

..

Las principales desviaciones de la normalidad pueden resumirse

en los siguientes fendmenos:

(a) Aparicidn ocasional (con una cierta probabilidad) de obser
vaciones fuertemente errdneas ("outliers"), en el sentido de que es
tdn generadas por una distribucidn distinta de la tedrica (en gene
ral, con mayor varianza). Esta situacidn puede concretarse mediante
los "modelos de contaminacidén" ("Gross - error model") que estudiamos,

con diversas variantes, en el primer apartado de esta seccibn.

(b) La distribucidn bisica esti sistemfticamente perturbada por

un "error de medida" aleatorio de distribucidn desconocida reflejado
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en una variable aleatoria §, de forma que ahora el "error" en

Y = XB + e es suma de dos variables aleatorias independientes

e = E+6 donde E se distribuye, segin las hipdtesis usuales,
N(O,UZI). Imponiendo ciertas condiciones sobre la distribucidn de §

obtendremos la estabilidad del modelo (apartado 2.3.2).

2.3.1. Modelos de contaminacién

A continuacidn demostraremos, utilizando el teorema 11.4, la

estabilidad de una primera variante de estos modelos.

TEOREMA III.1. Sea V, -'{fc(.le). 8 6 q}_ donde

61’
8= (8,00 60 =R"x (0,4=), I=[l,4=) y £ (y]0) = £ _(y|8,0) =
= (l-s)N(y;XB,Uzl) + eN(y;XB,cdeIn), siendo N(y;u,Z) la funcién
de densidad en el punto y = (yl,...,yn)’ de 1a normal n-variante de
media y y matriz de covarianzas I, In la matriz unidad de orden

n y € 6 (0,1) una constante conocida que indica la "proporcidn de

: sz n
contaminacion .

Entonces el modelo definido por Vl y por la distribucidn a
priori impropia Tm(B,0) « % es estable en Vl'

Demostracidn:

Bastard comprobar que se verifican en este caso las hipdtesis
del teorema I11.4:

La hipdtesis (i) se cumple pues, obviamente fc(le,G) =

2

= (I-e)N(y;XB,OZIn) + eN(y;Xﬁ,czo In) es funcidn continua de ¢ en

[14+=) para y,B,0 fijos.
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La "condicidn de frontera" dada por la hipStesis (ii) se verifi
ca también pues FC(.ls,c) no converge débilmente hacia ninguna dis-

tribucién cuando ¢ > «,

Por otra parte, para toda sucesién {cr} C [l,w) tal que

¢ T o = ©F , jco tal que e S ¢, ¥r 6 B, 1luego

1 1
- 72 exP (- - (y-XB) ' (y-X8)] +

[od
o (zm" 2¢g

£ (y|B,0) = (1-¢)
r

1 1
te w7 - e%P (- 75 (y-X8)'(y-XB)] <

" (2m " 2¢’ o
r r
1 1 1
< = exp [- —5 (y-XB)'(y-XB)] + ———75
cn(Zn)n/2 202 0“(2n)n/2

exp [- ——%—7 (y-XB) ' (y-x8)]
2coc

que es m-integrable en Q, pues es suma de dos verosimilitudes de Vl
(salvo constantes multiplicativas). Asi pues, se cumple tambi&n la hi
pétesis (iii) del teorema II.4 y puede concluirse la estabilidad del

modelo en Vl'

De manera absolutamente andloga se puede deducir la estabilidad
del modelo que se obhtiene considerando que a es fijo (a > 1) y £
es variable en [O,e*]. El correspondiente conjunto de verosimilitu-

des seria, por tanto,

v, = {fe(.le), 0 6 O}

2 siendo €* 6 (0,1) wuna constan

e6[0,e*]’
te prefijada y fe(yle) = fe(yIB,G) = (l—e)N(y;XS,OzIn) +

+ EN(y;XB,cdeIn)
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Para estudiar el caso en que € y c¢ son variables, debemos
elegir adecuadamente el conjunto de indices I con objeto de evitar
"duplicaciones" en la parametrizacifn (i.e. para que Fu (.‘el) ¢

1
# Faz(.|92) cuando (ul,el) ¢ (02,92)) y de incluir la verosimili-
tud "tedrica" N(y;XB,UZI) ya que principalmente nos interesard@ con

siderar la estabilidad del modelo en ella.

El resultado que obtenemos es el siguiente:

.2. V. = .
TEOREMA II1.2. Sea V, {ra( le), 6 6 Q)aGI’ donde

@ = (e,e) 6 1= (0,1] x (1,e%] U {(0,)) ¢ &?

f,(y10) = £, (y]B,0) = (1-€) N(y;xB,ozln) + EN(y;XB,CZOZI“).

Entonces el modelo definido por V3 y por la distribucidn a prio
ri impropia TW(B,0) =« % (en 9 = Rk x (0,+)) es estable en V3.
Demostracidn:

En primer lugar, obsérvese que en este caso no es aplicable el
teorema Il1.4, pues no se cumple la segunda hipdtesis al aparecer en
la frontera distribuciones "repetidas". En efecto: ¥c 6 (l,c*) vy pa
ra toda sucesidn {ur} C 1, con a_ = (Er’cr) ;—;—;* (0,c) se tiene

r

f(!r(yls’C) m+ f(o'l)(Y!B9c) E N(y;ﬂ,a)-

Sin embargo, podemos asegurar que la estabilidad de este modelo
utilizando el teorema II.4:

La hipdtesis (i) se verifica pues

2 22
|¢u e(t)I = | (1-€) exp [ie'x8 _2; t't] + € explit'xg - & g t't) <

. 2 2
< Iexp[it'XB - gf’t't]| + |exp [it’XB - 27 t't]l
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que es integrable (como funcidn de t = (t,,...,t )"') en R

En cuanto a la hipbStesis (ii), se tiene

f (y|B,0) < 1 exp [- Lo (y-xB)'(y-xB)] +
o on(zﬂ)n?Z 202

1 ) 1
* 77 exp - 37 (y-XB)'(y-XB)
o"(2m) 2 [ 2c%242 ]

y esta funcidn es m-integrable en Q.

Se concluye, por tanto, que (ﬂ’VB) es estable en U

Discusidn y comentarios

(a) El rango de varijacidn d; ¢ ha debido limitarse a un interva
lo finito (l,c{] (lo que no supone una fuerte restriccidn en la préc
tica), pues si fuera (l,+=), la hipbtesis (i) seguiria verificandose
pero, en principio, ya no podriamos garantizar (ii) pues N(y;XB,OZIn)
podria aparecer tambié&n como limite de (l-er)N(y;XB,GZIn) +

+ erN(y;XB,czoZIn) cuando €. 0 vy c_ > ®, yno parece facil acotar esta

P
suceslion.

(b) Como puede observarse, la idea intuitiva que subyace en los
modelos Vl’ Uz y V3, implica que, o bien TODAS las observaciones
de la muestra L AERREES proceden de la distribucién tedrica (con pro
babilidad €)o bien de la distribucidén perturbada N(XB,czozln), y asi,
la "contaminacidn" se da "en bloque" (para toda la muestra) o no se da.
Sin embargo, en algunos casos puede ser mds realista suponer que 1la
contaminacidén puede darse elemento a elemento, es decir, que las

Y

l,...,Yn son variables aleatorias independientes verificando:

Y, ~ ¥ 2 k 2 2 .
i (1~e)n(j§l x;§B5.07) + en(jzl x3385.¢70%), i=1,...,n.
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Por tanto, las correspondientes verosimilitudes serdn del tipo

n k 2
feoyvlBa) = 1 [U-eINGy 3 } = ,a%) +

8
(e, i=1 je1 137

+ eN(y,;; 5 242
ENLY;s jzl xij Bjyc g )]

Podemos considerar, como antes, los casos:

(bl) c 6 [1,+w) y € 6 (0,1) fijo y conocido
(bZ) € 6 [0,1] y ¢ 6 (1,4+») conocido

(by) (e,c) 6 (0,1] x (i,e*] v {¢0,1)}

En las situaciones (b;) y (b,) se puede concluir la estabilidad
de los respectivos modelos de manera completamente similar a como se
hizo anteriormente con Vy y VZ (utilizando el teorema I1.4). En
cuanto al caso (b3) puede deducirse también la estabilidad mediante
el teorema II.5; el proceso es andlogo al que se ha utilizado para de

mostrar la estabilidad en V3 y no se repetird aqui.

(c) En todo el andlisis anterior nos hemos limitado al caso de
que la variable "alternativa' sea del tipo N(XB,czdzln). Esta es
una hipStesis plausible aunque,en algiin aspecto, puede parecer demasia
do restrictiva y tiene el inconveniente (ya comentado en el capitulo
II) de restringirse a una familia "paramé@trica". En cualquier caso,
puede afirmarse que dicha hipStesis no es esencial: Basta con que las
funciones caracteristicas de todas las posibles distribuciones alter-
nativas esté&n mayoradas (en mSdulo) por una misma funcidn integrable
y que cualquier gucesién convergente de verosimilitudes alternativas

(para todo y fijo) esté acotada por una funcidn TW-integrable en
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f1; entonces, estas mismas propiedades se verifican en las distribucio
nes completas (l-€) N(y;XB,OZIn) + €f(y;B8,q), vy la aplicacidn inme

diata del teorema II.5 nos lleva a concluir la estabilidad.

2.3.2. Modelo de convolucién.

Este modelo se basa en la idea de que la variable aleatoria

Y = (Y;,...,Y,)" es suma de otras dos n y § siendo

n - N(XB,OZIn) y 6, independiente de n, 1la variable aleatoria
"perturbadora". Imponiendo ciertas condiciones sobre la distribucidn

de ésta Giltima podemos deducir la estabilidad del modelo. En concreto,

obtenemos el siguiente resultado:

TEOREMA I11.3. Sea el modelo (W,V), con V = {fa(..ﬂ,o), (B,0) 6

6 R" x R+} cumpliendo que ¥a 6 I la distribucidén de Y , con

a6l o
densidad fa(.|e,o), corresponde a la suma de dos variables aleato-

rias independientes, Yu =n + 60, con n ~ N(Xﬁ,ozln).

Supongamos que las distribuciones de las variables perturbadoras

{Ga}aGI' son absolutamente continuas®’con densidades {Pa}usl y veri
fican
. . n +
(i) Existe upna funcidn integrable g : R — R tal que
[¢a| <8, ¥a 61 siendo ¢ 1la funcidn caracteristica de § .

+
(ii) Existe una funcidn integrable h : R" — Rr tal que

- 2
Py < h, ¥a 61 siendo adenis Y(y;B,0) = IR“ N(z;XB8,0 I )h(y-z)dz

funcidn de (B,0) w-integrable en R" x R+, ¥y 6 r".



- 84 -

Entonces el modelo (m,V) es estable en V.

Demostracidn:

La funcidn caracterfistica de Ya =n + 6“, ¥0 = (B,0) fijo, es:

2

¢a,e(t) = exp [it‘XB - % g

t'e] . 0, t), Y
'¢a,9(t)l = exp [- % o? t't] |¢a(t)| < exp [- % o2 t't] g(t)
Por otra barte, la densidad de Ya es
£,(y]B.0) = Jn“ N(z3X8,0°1,) poly-2)dz,
Ifa(le,U)l < JR“ N(z;XB,Gzln) h(y-z)dz, que es T-integra-
ble en & = R" x R+, Vy 6 R".

Por tanto, nuevamente la aplicacidn del teorema II.5 nos lleva a

concluir la estabilidad.

Obsérvese que la expresidn exacta de las Py Y ¢a puede ser,

en general, desconocida ya que, para establecer el teorema sdlo necesi

tamos asegurar p < h y l¢h| <8

2.4, Estabilidad en las marginales

Queda por resolver ahora un problema interesante: Frecuentemente
(ver apartado I1.2.1) no se maneja la densidad a posterjiori conjunta
N(Bl,...,Bk,Oly) sino que algunos de los parametros (por ejemplo, O)
se consideran parfmetros secundarios ("nuisance parameters"). En con
secuencia, se utiliza la densidad a posteriori marginal resultante de

" integrar con respecto a ellos.
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Naturalmente, la pregunta que se plantea es: [Se conserva la es-
tabilidad de la distribucifn conjunta en las marginales? Concretando
mas, si una sucesidn de distribuciones a posteriori "conjuntas" con-
verge débilmente hacia otra distribucidn a posteriori, iconvergeridn
tambi&n las sucesiones de marginales hacia las correspondientes mar-
ginales del limite?. La respuesea es afirmativa como consecuencia di

recta del siguiente resultado general:

LEMA 11I1.1. Sea {F } , con F_ : Rt — [0,1], una sucesidn de
—— r réwN T
: . : . d .
funciones de distribucidn. Supongamos que Fr ;—;—;* Fo (F0 propia).
d
. .
Entonces Fr,j ;—:—;* Fo,j’ siendo Fr,j para j=1,...,n 1la funcidn

de distribucidén marginal unidimensional j-&sima de F, ¥r &N U {o}.

Demostracidn:

F ., ——— F ., <= Para toda funcién u : R —* R continua
r,jr+*e 0,]

y acotada, se tiene I u(x,) dF ", (x.,) —— J u(x,)dF_  .(x.,).
R J r,] ] R ] 0,31 3]

o0
r > ,

Por otra parte se curnle

I u(x,)d Fr . (x,) = j n u(x,) d Fr(xl,...,xn)
R 3 » 1 J R ]

Esta igualdad puede comprobarse ficilmente verificindola en primer lu-
gar para funciones indicatrices y siguiendo después el proceso usual

(funciones simples, paso al limite,...).

A partir de aqui la demostracidn es trivial, pues por cumplirse

F, T3 =* F,, se tiene también

IR“ u(xj)dFr(xl,...,xn) ;—:—;* J u(xj)dFo(x,...,xn) =

R
= u(x.)d F_ .(x.).
JR 1 0,3 1]
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3. ROBUSTEZ DE LOS ESTIMADORES

3.1. Planteamiento del problema. Concepto de Robustez.

Hasta ahora nos hemos limitado a estudiar la estabilidad del mo-
delo, que puede considerarse como una robustez "b&sica" o "primaria"
inherente a la distribucidn a posteriori, segflin se indicd en el apar-

tado 2.4.2 del capitulo anterior.

Cuando, a partir de la distribucidn a posteriori, obtenemos un es
timador puntual pasa el parimetro 6, tiene sentido preguntarnos por

la "robustez" de este nuevo proceso.

Consideremos, por tanto, el problema planteado con los mismos ele-

mentos y notacidn del apartado IT1.2.2.

Dado un modelo (m,V), un estimador es una funcién 8 = 6(a,x)

(con valores en Rk) de la densidad a posteriori Wa(.l x) .

La definicidén de robustez que proponemos es la que parece mis

acorde con nuestro planteamiento general:

DEFINICION III.l. Sea un modelo (7,V) y un estimador O = 6(a,x)

con a 61 y x 86Xy =1{x6 R | 0 < I fa(xle) dn(8) < =}.
Q

PN
Diremos que @6 es cualitativamente robusto en fu 6 ¢ cuando,
]

para toda sucesién de verosimilitudes {fa }rGN tal que

Fo(.]e) —4 o F (.]® ¥6 6 0 se verifica
Gt r + o« [ 7Y

= 60 il 6(uo,x) ¥x € (~\ X .

8 = a(u »X)
r r r=o ar

>

Puede observarse que esta definicifn no exige la estabilidad del
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modelo; incluso podrian darse situaciones en las que el modelo fuese
inestable y un determinado estimador fuese robusto. Con todo, estos
casos deben considerarse como “ﬁatolégicos" y de escasa importancia
prédctica. La situacidn que parece mis interesante es aquella en que

el modelo es estable y nos éreguntamos por la robustez de un estima-
dor concreto; este es el bunto de vista que adoptamos a lo largo de es

ta seccibn.

En resumen, el proceso natural en el anidlisis de la robustez de
un método de estimacidn puntual seria, segiin nuestro enfoque, estudiar
en primer lugar la estabilidad del modelo y a continuacidn la robustez

de los estimadores que exigird, en general, condiciones adiciomales.

Por otra parte, obs&rvese que la definicidén III.l puede traducir-
se formalmente en términos de continuidad siguiendo un procedimiento

anidlogo al de los teoremas II.l y II.2 que no repetiremos aqui.

En los restantes apartados de esta seccidén se establecen teoremas
que proporcionan condiciones suficientes para asegurar la robustez de

los principales estimadores.

3.2. Moda

La moda a posteriori es un estimador ampliamente utilizado en in
ferencia bayesiana donde puede considerarse que juega un papel andlogo
al de los estimadores de m&xima verosimilitud en la teoria frecuentig

ta.

Con objeto de que el estimador esté bien definido nos limitaremos

a considerar densidades a posteriori que alcanzan su miximo en un va-
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lor @inico (densidades unimodales).

Cuando w es uL-continua, la moda seri, en general, distinta
seglin que se elija la densidad a ﬁosterioti respecto a W o respecto
a yup (ver cap. I). Esta filtima reéreaentaciGn es la mds frecuente
en la prdctica. No obstante, el teorema que demostraremos a continua-~

cidn puede aplicarse indistintamente a uno u otro caso.

TEQOREMA II1I.4. Dado un modelo (w,V), con Q = Rk sea

¢a,x la fun
cidn caracteristica de la distribucidn a posteriori Féa)(.lx). Su-
pongamos que
(i) (w,V) es estable en f 6 V.
%
(ii) Para toda sucesidén S = {fa },__qu cV tal que
d r ©
Fu (.|9) T o T (.|8) ¥ 6 0 existe, ¥x 6 (f\ Xa.' una funcidn
r o i=o i
s k s
8, ° R +> R tal que l¢ur,x| <8, ¥r 6 8 v {o}.
(iii) Las densidades a posteriori son unimodales y continuas y veri
fican lim ﬂu(elx) = 0 ¥a 6 I, ¥x € Xa.

Ilen+m
Demostracidn:
Sea S = {f } tal que F (.|e)——~+va(.le) ¥9 € Q

5> oo
a_'reN a r o

r !
Esto implica por la hipdtesis (ii) (ver la demostracidn del teorema

I1.5) que

00

. “ - i n X

“a ( |x) — = ao( |x) uniformemente en , ¥x 6 {mD o
r - r

Sea 6: = 6(ar,x) la moda de 7 (.[x) ¥r 65§ ulol.
r

a r > o a

A A
Probaremos en primer lugar w (Br|x) Fusrenreedil (0°|x).
r o
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En efecto

3 A C a _ N
si nar(erlx) < “ao(eolx) se tiene |nur(9r|x) nao(eolx)| <

fa)
(eolx) entonces
o

< g (aolx) - Ty (8°|x)l. si m, (8r|x) > Ty
v r ) r

Iﬂa (6r]x) - Ty (§°|x)| < Iﬂ& (6rlx) - (§r|x)|. En cualquier caso
r (3 r o
vr 6 N, |m, (grlx) - Ty (6°|x)| < mix {|m, (§0|x) - Ty (aolx)l,
r o T o

]‘nar(grlx) - nao(6r|x)1} < Bs:pnhat(em - nao<e|x)| — 0

por la counvergencia uniforme.

~ ~

Supongamos ahor ue no se cumpliese 6 —* 0 .
upong s ahora que s plies r T 5 = o

~
Obsérvese que la sucesidn {6 } estda acotada pues, en caso
q r'rem

- . A N ~
contrario, existiria una subsucesidn {Br } con ﬂer H = Y,
P

ER > - 7
P P P

~
por la hipdtesis (iii) se tendria (8

a (B [0

r P o

lo cual es imposible por ser go la moda de na (.Ix).

~
Asi pues, existe una subsucesidn {er } yun 1T6Q, T#+#8 ta
a

les que 6 ———+ T; entonces
r,m > ®

I"a CH |x) - L (t|x)| < I“a (8, |x) - =

r m o ro.m o
m

(3{ jx)| +
m

+ | (8 [x) = 7 (t|x)| < sup |m (8lx) - n_ (0]x)] +
% m % 86 Q arm %

A
+ |m_ (8 x) - m Tlx)|.
[m, 0, |0 -7 (ol
O m o
El primer sumando tiende a cero cuando m + ©® por la convergen-

cia uniforme y el segundo por la continuidad de "a . Asi, se ha ob-
! o
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~
tenido T, (6r | x) me e Ty (Tlx), con lo cual Ty (1]x) =
r m o o
m
~
=7 (9°|x) lo que contradice la hipdtesis de ser = unimodal.
% %
" o
Se concluye 0, 5o 8, y, por tanto, la robustez del esti
mador.

Discugidn y comentarios

(a) La convergencia uniforme de las densidades a posteriori de-
sempefia un papel fundamental en la demostracidn del teorema. No obs-
tante, esta condicidn, por si sola, no es suficiente para asegurar la

convergencia de las modas como prueba el siguiente contraejemplo:

Sea la funcién de densidad f : R —* R definida por
1 (x-2n+a ) si x 6 [2n-a_,2n) (¥n € F)
a_ n n
- - (x-2n-a ) si x 6 [2n,2n+a]
a n n
f(x) =
2(x + 1/2)  si x 6 [-1/2,0)
-2(x - 1/2) si x 6 [0,1/2]

siendo hn =1 - (1/2)", a = /(2™-1) ¥n € B.

Definamos ahora la sucesibn de densidades (fr}rGN:
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k
gf (x-2r+b ) si  x 6 [2r-b_,2r|
k!’

£L(0) = ] N (x-2r-b.)  si  x 6 [2r,2r+b,]

{ £(x) en el resto de los puntos

siendo k_ =1+ (1/2)7, &, = 1/(2"+1), ¥r € ¥.

Es inmediato comprobar que s;g 'ft(x) - f(x)l ;—:—;* 0 y, por
x

tanto, fr ;—:—;4 f uniformemente en R y, sin embargo,

Moda (fr) = 2r —f— Moda (f) = 0

La hipdtesis lim na(elx) = 0 se introduce precisamente para evi-
uell—> o

tar situaciones como la del contraejemplo anterjior y se puede debili-
tar exigiendo simplemente que, para toda sucesidn convergente de den-
sidades a posteriori la correspondiente sucesidn de modas esté conte-

nida en un compacto.

(b) La hipdtesis (ii) se introduce {inicamente para asegurar la
convergencia uniforme de las densidades a través de una condicién rela
tivamente sencilla y natural, aunque su verificacifén en wun caso concre
to puede resultar complicada. En este sentido, seria deseable asegurar
la convergencia uniforme de las densidades a posteriori a través de hi
potesis sobre el modelo (W,V) ‘pero los enunciados resultantes serian

demasiado complicados y artificales.
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3.3. Mediana

La mediana es un estimador generalmente considerado como "robus
to", si bien su empleo estfi mls extendido en la metodologia frecuentig

ta que en la bayesiana.

A continuacidn establecemos un resultado auxiliar que nos permi
tird demostrar de inmediato la robustez cualitativa de la mediana a

posteriori.

LEMA III.2. Dada una sucesidn '(Fr}tGN de funciones de distribucidn

(propias) en R sea u, una mediana de Fr ¥r 6 8 (es decir,

lim Fr(x)

F_(u < 1/2 < F(u .
s r( IO 12 < F( r))

Supongamos que Fr ;*%—;* F donde F es una funcidn de distri

bucién (propia) en R.

Si U es cualquier punto lfimite de la sucesidn {ur] de media
nas entonces | es una mediana de F. En particular si y es la

inica mediana de F entonces y_ —— p.
r r + o

Demostracidn:

Por ser u punto limite de {ur}, existe una subsucesidn

t —_— .
{ur }pGH al que P> = M
P P
Sean x', x" puntos de continuidad de F tales que

x' < p < x". Vamos a comprobar F(x') < 1/2, F(x") > 1/2. En efecto

s ' "
urp‘P——;——t;’]J $3K°GN|VP_>_KO,X<urp<X.

Por la monotonia de las Fr se tiene



Por tanto

Andlogamente

Se sigue que

F (1) sup {F(x)

A

Para probar

es la {inica mediana de

la segunda parte del enunciado comprobaremos que,
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1/2 > F~ (0 ) > F
- r r

lim F
pr= Tp

(x') = F(x') < 1/2

1/2 < Fouo ) < F o (x™)

P P P

lim F_ (x") =

N F(x") > 1/2
p*> Tp

] x <u y F es cont. en x} < 1/2 <

F(pu) = Inf {F(x) | x >y y F cont. en x}

si |

F, entonces pu es el {inico punto limite de

la sucesidn {“r}’ con lo cual se tendra Uy 75 = M-

En efecto, {ur} estd acotada pues, en caso contrario, existiria
una subsucesidn {urm} tal que urm E_:~;+ o (resp. -»); eligiendo
un punto de continuidad de F, L tal que F(xo) > 1/2 (resp.

. = >
F(xo) < 1/2) se tiene Ft(xo) Pararad F(xo), luego ~jro | wr >
F (x ) > 1/2 (resp. < 1/2).
r o
< . > ic-

Asi, V¥m | 1:»m L urm < x, (resp urm > xo) en contradic

cidn con g Pasaadi s (resp. -o).

Por tanto

{ur}

namiento anterior se deduce que

pétesis, la mediana es {nica,

tiene un punto limite

u'. Repitiendo el razo-

' es mediana de F y como, por hi-

se tiene H' = u.
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Se puede demostrar, con modificaciones triviales, un resultado

andlogo para cuantiles de orden arbitrario.

El resultado que nos interesa sobre la robustez de la mediana viene

dado por el siguiente

TEOREMA III.5. Sea un modelo (#,V) con © =R, tal que la mediana

de todas las distribuciones a posteriori es {inica.

Si (m,V) es estable en f 6 VU entonces la mediana a poste-
a
o
riori es un estimador cualitativamente robusto en f .
a
o

Demostracidn:

Es inmediata a partir del lema III.2.

Discusidn y comentarios

(a) Este resultado coincide con lo que podria esperarse intuiti-
vamente y viene a confirmar,en un nuevo sentido, la afirmacidn comiinmen

te admitida de que "la mediana es un estimador robusto".

(b) Introduciendo algunas modificaciones triviales se puede obte
ner un teorema anidlogo relativo a cualquier cuantil de la distribucién
a posteriori. Este resultado se utilizar3d en la seccidn 4 para estudiar

la robustez de los intervalos de confianza.

3.4. Media
En este apartado establecemos dos teoremas referentes a la robug
tez cualitativa de la media a posteriori. El primero de ellos requiere

el siguiente resultado auxiliar:
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LEMA III.3. Sea (Fr} sucesidn de funciones de distribucidn (pro

r6N

pias) y sea Y = |x|PdF (x). Supongamos que
pr R r

. d - .
(i) Fr = F siendo F f.q. propia,

(ii) Existe un p > 0 tal que la sucesibn {th}tGN est3a acota
da. Entonces
ag, = JR x%d F (x) /% IR x°dF (x) para s < p

Este es un resultado ampliamente conocido. La demostracidén puede

verse, por ejemplo, en Rao (1973) pig. 121.

La utilizacidn de este lema es bastante obvia: En un modelo esta
ble basta con imponer que las distribuciones a posteriori tengan momen
tos absolutos de ordem p > 1 acotados por una constante, para asegu-

rar que la media a posteriori es un estimador robusto.

Por tanto, puede enunciarse el giguiente

TEOREMA 111.6. Sea un modelo (w,V) con Q = R. Supongamos que

(i) (w,V) es estable en f

a
o
(ii) Para toda sucesidn {fu }an c V tal que
r oo
F_o(.]9) ——g—;* Fo (.le) VO 6 R se verifica que Vx 6 //\ Xy
% r o r=1 T
> > i
3 Kx 0 y P, 1 cumpliendo

..

P (o )
I|e|xdF T (o]x) <K ¥r 6 W
Q

Entonces la media a posteriori es un egtimador cualitativamente

robusto en f

%o
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Demostracidn:

Es inmediato a partir del lema III.J.

Discusidn y comentaries

(a) La hipdtesis (ii) esti enunciada en su forma mds general.
Una condicidn suficiente para que se verifique es que w tenga sopor
te compacto y que para toda sucesidn débilmente convergente de distri
buciones a posteriori las corresbondientes dengidades estén uniforme-

mente acotadas.

(b) Una idea natural es asegurar la acotacidn de los momentos a
posteriori a través de condiciones imﬁuestas directamente sobre el mo
delo pefo nuevamente encontramos (anﬁlogamgnte al caso del teoremalll.4)
que nos veriamos obligados a imponer hipltesis exce§8vamente complica

das y artificiosas.

(c) Se puede estudiar tambi&n la robustéz de la media a postetio
ri sin necesidad de pasar por el lema III1.3, mediante ideas similares
a las utilizadas en el capitulo Il, para garantizar la convergencia

de las densidades. Este es el fundamento del siguiente resultado.

TEOREMA III.7. Sea un modelo definido por V = (fa(.|9), 9 6 n}aGI
k

(con Ic¢ RM y la distribucidén a posteriori w en Qc R . Denote

mos por I el cierre topolégico de I - en B" siendo R = [—w,+~].

Supongamos que '

i 3 i = ~
(i) Para toda sucesidn {at}rGN tal que :iﬂm ] c 6 I~NI,
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se verifica que 1]0 6 1 tal que F

o r > o

(.1e) —3 s Fu(.l8) w0 6 9.
r

(ii) Para todo x 6 r" fu(xle) es funcibén continua de (o,9)

en I x Q.

(iii) 2 es compacto.

Entonces la media a posteriori es un estimador cualitativamente

robusto en V.

Demostracidn:
Seglin se ha probado ya (ver teorema II.4, comentario (c)), las
hipdtesis (i), (ii) y (iii) implican la estabilidad del modelo y, mis

afin, permiten demostrar que

lim a_=oa <= F_(.|8) —1 > F (.]6) v8 60 <=

¢ f (Xle) — £ (x]|9) vx 6 R",
ur r &+ o ao

o]
¥o 60 == 7 (8]x) 5o wab(elx) vwea, wxe/ \X .
r 1=0 1

Ahora, para demostrar la robustez de la media a posteriori, to-

ie N I. t
memos {ar} cumpliendo el 6 Entonces
= . ién 1 .
J {ur}rGN V] {ao} es un compacto y J x ) tambié&n lo es
00
Por otra parte, ¥x € (r\ Xgq » ﬂm(elx) =
i=o i

= [[ fa(xle)dﬂ(e)]-l fa(x[e) es funcidn continua de (a,0) en
’a

virtud de la hipdtesis (ii), con lo cual podemos asegurar que

Jx, >0 | nar(elx) <K, V¥r €N, %0 e6Q
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Por tanto Bﬂu (elx) < er que es funcidn m-integrable en
r
(por ser compacto); aplicando el teorema de la convergencia dominada:

I L (8]x)dm(o) 5 = I 6m, elx)dn(9)
Q r Q [

1o cual prueba la tesis del teorema.

3.5. Estimadores Bayes

Si nos situamos ahora en el contexto general, debemos introducir

como elemento nuevo la funcién de pérdida:
L:Qx0 —*R
donde el espacio de acciones 0 es, en este caso, D= Q.

Como es usual, diremos que a* = a*(x) es el estimador Bayes de

cuando

fa’x(a*) = :éw} tu’x(a), siendo ta,x(a) = Jﬂ L(e,a)néelx)dv(a)

En la exposicidn que sigue supondremos, en todos los casos que este

P : P
minimo existe y es unico.

Se trata de estudiar la robustez cualitativa de los estimadores

asi definidos.

Un ligero andlisis del problema nos lleva a la conclusidn de que

el modo natural de proceder es el siguiente:

(a) Dar condiciones para asegurar

d
rap(.|e) —= Fao(.]e) v0 6 0 =—» 'nap(elx) —

o«
r—+?"ao(e|") vx ¢/ \ Xy -
1

i=o
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Este problema ha aparecido reiteradamente en el desarrollo de
la teoria y ya se han estudiado en el capitulo II las dos formas prin

cipales de abordarlo.

(b) A continuacidn, garantizar mediante hipdtesis adecuadas que

las Ty,x Son continuas y que
b

rap,x(a) = fg L(e,a)nu(elx)dn(e) m*rao’x(a) =

- [ veo.arm, Colmrancer
Q o

Se trata, en definitiva, de permutar el limite con la integral y &sto
puede hacerse utilizando el teorema de la convergencia dominada, o

bien, asegurando la convergencia uniforme de las "u (.lx).
.
P

(c) Cuando se han conseguido los objetivos propuestos en (a) y
(b), el problema se reduce a estudiar bajo qué condiciones la conver
gencia de una sucesidn de funciones continuas a otra funcién continua
implica la convergencia de los correspondientes minimos al minimo del
limite.

Esta situacién es completamente anfiloga a la que surgid en el es
tudio de la robustez de la moda a posteriori. Como se vid alli, inte
resa asegurar la convergencia uniforme de las ra ,x e imponer algu
na condicidn suplementaria para evitar que los correspondientes mini

mos "se vayan a infinito".

A partir de estas ideas obtenemos el siguiente

TEOREMA II1.8. Sea un modelo (m,V) con N = Rk y una funcidn de

pérdida L : Q@ x 0 ——+ R cumpliendo que, para toda distribucidn a
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posteriori asociada al modelo, el correspondiente estimador Bayes

existe y es {inico.

Supongamos que

(i) (m,V) es estable en f 6V

%
(ii) Para toda sucesidn s = {fap}pGn v talmque
d . /_\

F.(.]8) —— F_ (.]®) ¥ € 2 existe, ¥x 6 X, , wuna fun-
o P> -a P a.

P o i=o i

PR k R
cion integrable gi : R —* R cumpliendo Ipa ,xl < g:

P

¥p 6 B U {0}, siendo la funcidn caracteristica asociada a la

Pa,x

distribucidn a posteriori ﬂa(.lx).

(iii) L es acotada y uniformemente continua en Q x Q.

(iv) Para toda sucesidn § = (fa }pGB tal que Fo ¢le)y —
P P
Fﬁ;—;* Fq (.IG) v 6 Q, existe, ¥x € (ﬁ\ Xa » un conjunto compac
[ i=1 i

to C: Q tal que el estimador Bayes 6P = a*(ap,x) [ Ci Vp 6 N,

Entonces, el estimador Bayes es robusto en fa .
o

Demostracidn:

Yo 6 1 v ¥x € Xu, se verifica que ru x €8 funcidn uniforme

’
mente continua en D = Q. En efecto, por la continuidad uniforme de
L, dado € >0 18 = §(e) tal que |L(8,a) - L(8,a')| < ¢ siempre

que Ja-a'] < &.

Asi, se tiene:

’

|ra L) - ra’x(a')l < IQIL(B,a) - L(G,a')lﬂa(6|x)dﬂ(9) <€

siempre que Ja-a'] < §.
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Adens, cuando F_ (.[0) —4 L F (.18) V0 6D, se verifica
P P %o
«©
Vx 6 (ﬁ\ Xa R r —_— r uniformemente en .
i=o i qp,x G2 X

Ademds, por (i) y (ii) (ver teorema III.4) tenemos que

ﬂap(.|x) ;—:—;* Wao(.|x) uhiformemente en £, vy

sup Ira x(a) - fa x(a)l < sup I IL(O,a)'Iﬂa (le) - ﬂa (6|x)|dﬂ(9)§
ag?D p’ o’ ag Q P [

+ 0

p > @

iJ' M osup |m (8]x) - w  (8]x)dn(e)
Q 66 Q P o

Sean ahora ep y 30 los estimadores Bayes asociados a T (9]x)

' P
y w_ (8|x), respectivamente.
%
A ~
Supongamos que no se cumple ep B—;~;* 6,- Por la hipdtesis
(iv), HC ¢ Q, C compacto, tal que éP 6 C ¥p 6 H. Entonces si
8 —— 8 , a #8 , a €6 C, y existe una subsucesidn de {81,
p o o o o P
a la que designaremos por {em} tal que em et 3,
Esto implica m,x(em) s rao’x(ao) pues
a - < ~ _ A +
|ru ,x( m) Yo ,x(a)| - hﬁ ,x(em) To ,x(em)l
m o m o
+ Ira ,x(em) Sl ’x(ao)l donde |ra ,x(Gm) - ry ,x(em)l <
o [ m o
< sup rg (@) -1y (@] g0y
a6 D m o
6y - o L
rao,x( n Ty, (ao)l 5> 0 por la continuidad de r x
o o
~ ~
Por otra parte, Ty ,x(ep) E—:—;* T ,x(eo) ya que
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~ ~ ~
r 8 -r 8 )| < max r (9 - (] .
| up.x( p) ao,x( o | < { @, X P) ruoyx P)I’
8 CIR YR —
r -
‘ ap,x(eo) Ta,x O)I p > 0
3 Iy s - 2 -
En definitiva, tao,x(ao) = rao,x(so) con a_ ¢ eo lo cual contradi
ce la unicidad del estimador Bayes.
~ A
Se concluye 6 ——— 0 y, por tanto, la robustez cualitativa

Ppp > o

del estimador.

3.6. Conclusiones

Los resultados obtenidos coinciden en lineas generales con las
ideas sugeridas por la intuicidn y la préctica estadistica. Pueden con

cretarse en las siguientes consideraciones:

(a) La mediana es un estimador robusto siempre que el modelo sea

estable.

(b) La robustez de la media a posteriori exige condiciones mucho

més restrictivas.

En la teoria de la robustez "frecuentista" desarrollada por Ham
pel, la media muestral (que en muchos modelos coincide con la media a
posteriori) aparece como ejemplo tipico de estimador no robusto. Esto
supone cierta discrepancia con la teorfa presentada aqui, lo cual es
perfectamente natural teniendo en cuanta que ambos desarrollos se basan

en enfoques muy distintos.

(c) La moda a posteriori sSlo es estimador robusto bajo condicio

nes muy fuertes.
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(d) En suma, puede decirse, de. una manera informal, que la orde
nacién de estos tres estimadores por orden creciente de robustez, es!:

moda, media, mediana.

(e) Para asegurar la robustez de un estimador Bayes genérico
(ver teorema II1.8) se exigen condiciones similares a las que se nece
sitan para la moda ademids de ciertas hipétesis de acotacidn y continui

dad para la funcién de pérdida.

(f) En los teoremas relativos a la mediana, la moda y los estima
dores Bay;s, hemos impuesto como hipStesis previa la unicidad del esti
mador para todas las posibles distribuciones a posteriori. En modelos
mds complicados pueden surgir otros problemas suplementarios de "no ro
bustez" debido al hecho de que puede desaparecer la unicidad al produ-

cirse pequeiias alteraciones en la verosimilitud.

(g) Finalmente, debe resaltarse el importante papel que desempe-
fia la hipSétesis de compacidad del espacio paramétrico @ (o bien 1la
condicidén andloga de que 7 tenga soporte compacto). La mayoria de los
resultados se simplifican con ella y, de hecho, ha sido necesario in-
troducirla en alguna ocasidn. Puede decirse, '"grosso modo", que la com

pacidad del espacio paramétrico es una cierta garantia de robustez.
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4, ROBUSTEZ CUALITATIVA DE LAS REGIONES DE CONFIANZA Y TEST DE
HIPOTESIS BAYESIANOS.
Después de analizar la robustez de los estimadores, parece natu-
ral estudiar la extensifn de nuestro concepto de estabilidad a los
otros dos problemas clfisicos de inferencia: La estimacidén por regio-

nes de confianza y el contraste de hipbtesis.

Segiin sefialdbamos en I.2, el tratamiento de estos problemas por
métodos frecuentistas encuentra serias dificultades cuando se trata
de enunciar definiciones rigurosas de robustez que recojan las ideas

intuitivas y, al mismo tiempo, resulten manejables.

Nuestro enfoque, aplicado a la metodologia bayesiana, permite
enunciar definiciones de robustez "naturales" para ambos problemas.
Ademds, en el caso de los tests de hipdtesis, el tratamiento matemdti
co es sumamente sencillo si tomamos como punto de partida el concepto
de estabilidad de un modelo analizado en el capitulo anterior. Natu-
ralmente, esta mayor sencillez no puede considerarse como un argumen
to decisivo; en una situacidn concreta puede discutirse qué método
ofrece una mayor riqueza de ideas, adaptacidn a la realidad y simpli
cidad de manejo. En gran parte, esta cuestidn results inseparable de

la polémica entre frecuentistas y bayesianos.

4.1, Tests de hipbtesis

Con la notacidn usual, consideremos un modelo (w,V¥) y un con-
traste de hipStesis paramétrico planteado en la forma

|3
Ho 18 6 Qo C R, Hl 1860 =a~0,
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Siendo 6 el pardmetro de interés en la verosimilitud "tedrica"

f (.|8). Como es sabido, el tratamiento bayesiano de este problema

%o

(sin funcidn de pé&rdida) consiste en calcular las probabilidades a
P
posteriori

n“(H0|x) = [ﬂ wuo(elx)dﬂ(e), waéﬂllx) = JQ T, (8|x)dmn(8)

fo]
o 1 °

que nos indican el "grado de creencia" a posteriori de cada una de las

dos hipdtesis.

Esto nos conduce de inmediato a la siguiente

DEFINICION III.2. Diremos que un test de hipStesis bayesiano es cuali

tativamente robusto respecto al modelo (mw,V), en fa 6 V cuando,
o
para toda sucesidn {f } de verosimilitudes de V tal que
a, TEN
d .
.Far(.le) —= Fao(.lﬂ) ve 6 0

se cumple

Q)
“u (Holx) == ﬂu (Holx) ¥x 6 (A\ Xu
T o 1=0 .
1
siendo X, = {x & ®" | o< I £,(x|0)dm(8) < «}.
Q

Siempre que la frontera de Qo, BQO, tenga probabilidad cero

respecto a W (.|x), (lo cual sucederd, en particular, siempre que
o

n(aﬂo) = 0), la estabilidad del modelo en fa implica la robustez
del test. Este hecho es consecuencia directa de la siguiente caracte

rizacidén de la convergencia débil:

F T > = F siy s6lo si para todo conjunto medible A tal que
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J dF = 0 se verifica J dF  —— I dF.
Y v > o«
3A A A

Por tanto, puede decirse que la robustez cualitativa de los test
Bayesianos estd implfcita en la estahilidad del modelo, a diferencia
de lo que ocurre con la robustez de los estimadores que requiere, en

general, condiciones adicionales.

4.2. Regiones de confianza

Dado un modelo (w,V), supongamos que se dispone de un criterio
que nos permite determinar, para cada densidad a posteriori Wa(.lx),

un conjunto Sa x c % tal que I na(elx)= dn(0) =1-g siendo
S

a,x
g € (0,1) wuna constante prefijada.

x 8, por tanto, una regidn de confianza para @ asociada a
s

na(.|x) al nivel de probabilidad 1-8B.

Cuando se intenta adaptar el congepto de robustez cualijitativa a
la estimacidn por regiones de confianza, el primer problema que surge
es definir adecuadamente la "proximidad" entre regiones de Rk. Una
idea que parece plausible en este sentido, es considerar que dos re-
giones A y B estdn "préximas" cuando su diferencia simétrica

AOB = (A~B) U (B~A) es un conjunto "pequeiio”.

DEFINICION III.3. Diremos que el método de estimacidn definido por

las regiones de confianza § es cualitativamente robusto en

o,x
fao 6 V cuando, para toda sucesidn de verosimilitudes {far}rgu cv

tal que F_ (.]|8) ;—g—~+ F (.]®) ¥0 6 2, se verifica
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o
S .
w ( x i) S(!O,X) !_—T:* 0 ¥x 6 Q Xa]'_

Discusifn y comentarios.

(a) Obviamente, la robustez asi definida depende del modelo

(v,V) y del criterio adoptado para elegir las regiones Sq . x+ Em in
, n

ferencia bayesiana es frecuente utilizar regiones de confianza a las

que se impone la condicifn de tener "maxima densidad a posteriori"

(M.D.P.), es decir, que S se determina exigiendo que cumpla

o,x

[s na(elx)dﬂ(e) = 1-8 v wa(61|x) > wa(ezlx), Vel 6 Su,x’

s X
Ve S
2 ¢ a,X
En general esta condicidn no es suficiente para determinar de

forma @inica las § lo cual obliga a introducir criterios adicio

a,x’
nales.

(b) Si definimos, para cualquier par A,B de subconjuntos de
Borel de Q, d"(A,B) = T(AAB) se tiene que d“(A,B) = d"(B,A) y
también para todo coniunto C de Borel, d"(A,B) < dﬂ(A,C) + d"(C,B)

ya que (AAB) ¢ (A0cC) u (BlAC).

Sin embargo, dn no es una distancia pues es claro que no cum-
ple en general d(A,B) = 0 <=+ A = B. Este inconveniente puede ob
viarse identificando las regiones que difieran en conjuntos de m-me-

dida nula. Formalmente &€sto supone definir en la familia B de sub-

conjuntos de Borel de §, 1la relaciédn A ~ B <= w(alB) = 0.

Es trivial comprobar que ~ es relacidn de equivalencia. Por tan

to, d" induce en el conjunto cociente B/~ wuna distancia, lo cual
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nos permite dar una interpretacidn matemdtica y estadistica de la de
finicién II1.3 en términos de continuidad. La formalizacidn de esta

idea es inmediata y no se dard aqui.

El giguiente teorema prueba la robustez cualitativa en el caso
de intervalos de confianza unidimensionales definidos mediante cuan-

tiles (prescindiendo del criterio M.D.P.).

TEOREMA III.9. Sea un modelo (7,V) en el que § = R, T es ML—COE

tinua y todas las distribuciones a posteriori son uL—continuas. :
Para todo B 6 (0,1) sea eéal el cuantil de orden B de la
’
a
distribucidn 'F1$ Y 1x) (e.d. F,'([")(eéailx) = 8), y definamos como

regiones de confianza con nivel l-Bo a los intervalos

(a) (a) .
S = . R 1

a.x [981¢X el-Bz.X] donde Bl 82 € (0,1) son constantes prefija
das tales que B, = B; + B,.

Si (wm,V) es estable en fa entonces el método de estimacidn
: o
asi definido es cualitativamente robusto en f

%

Demostracidn:

d
Sea {fur)rgn <V tal que Far(.le) —= Fao(_|e) ¥0 6 Q.
Entonces por la estabilidad en fa , @8e tiene
[
(ar a (a)) o
F Clx) ——F F ]z ¥x 6 [ X, » siendo

r=o r

X, = {xs R" | 0 < L; fa(xle)dvr(e) < o}

Teniendo en cuenta la robustez de los cuantiles a posteriori (ver

apartado II1I.3.3), esto implica:
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(a )
() (a,) (ar] 0 °
—_— —_—
eBl,X r =+ m—’ eBljx y QIBZ,X T I-Bz’x
(a )
Denotando por Il(r) e I;f)‘ los intervalos ¢errados de extramos eB r )
1°*
(o) (a ) (o)
o r ] . jend
681;X y el—Bz,X’ Bl*BZ,X regpectivamente, y haciendo
T =5 As se sigue que
r a_,x o, X
r o
- (r) (r)
UL(Tr) uL(I1 v, 50
A partir de aqui demostraremos que H(Tt) T 0. En efecto,
si no fuese asi existirfian € > 0 y una subsucesidn {Tr }mGN tales
m
que
w (T ) <Ly wmr_)>e
L r m r
m 2 m
L]
Entonces, el conjunto A = lim sup Tr = /ﬁ\ Bp (siendo
m p=1
o
B =) T ), verificaria
P m=p Tm
s 1
- . - 13 < =
u () = uy (Lim Bp) Lim py (B ) < mzo uL(Trm) P 0

y ademds mw(A) = 7(lim Bp) = lim n(Bp) > €.

v
™

Sin embargo, uL(A) =0 y =n(A) contradice la hipdtesis

de ser T ul—continua.

En definitiva, se concluye W(Tr) Ty e 0 vy, por tanto, la ro

bustez cualitativa del método.

5. ESTABILIDAD CONJUNTA

El concepto de estabilidad propuesto y analizado en esta memoria

sugiere la posibilidad de esbozar lo que podria llamarse la "teoria ge
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neralizada de la estabilidad en inferencia bayesiana” cuya principal
linea de trabajo consistirfa en estudiar la estabilidad (en el senti
do de "continuidad") de los métodos de inferencia cuando todos los
elementos del problema (distribucibn a priori, verosimilitud y fun-
cién de pérdida) varian simulténeamentejla teorfa desarrollada en el
presente trabajo puede considerarse como un primer paso en esta direc
cidn. Una segunda etaﬁa serfa analizar la "estabilidad conjunta", res
pecto a la verosimilitud y a la distribucidn a priori, del "operador
Bayes". En otras palabras, se tratarfia de estudiar como afectan a la
distribucidn a posteriori los "bequeﬁos cambios" simulténeos en W

y en f. Este es preciamente el objetivo de esta seccidn.

El concepto fundamental se establece en la siguiente

DEFINICION III.4. Consideremos el "modelo generalizado" (P,V) don
de, con la notacidn usual, V  es una familia de verosimilitudes y

P es un conjunto de distribuciones a priori sobre .

Diremos que (P,V) es estable en (w,f_ ) 6 P x V cuando, para

a
o
. ~ d

toda sucesidn S{(wr,far)}rsn cP x V tal que T Y e Ty
rar(.le) ;~g—;+ Fao(.le) ¥0 6 Q, se verifica

(a ) (o ) o s

r d o
F“ (.lx) r—':-:* FTI ('Ix), ¥x 6 Q X.r
r =

siendo x:»r {x 6. R"| 0 < I L QX|0)de(9) < =},
Q r

El teorema que demostramos a continuacifn propor¢iona una condi
cidn suficiente para asegurar la estabilidad conjunta de un modelo

generalizado.
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TEOREMA III.l0. Sea un modelo generalizado (P,V¥) donde P es un

conjunto arbitrario de distribuciones sobre Q C Rk.

Supongamos que la familia V verifica

d

(i) Para toda sucesibn {far}rGN ¢V tal que Far(le) g
— Fao(.le) ¥ 6 2 se cumple fur(x].) T Ty (x].) unifor
o
memente en Q ¥x 6 R".
(ii) fu (x|.) es funcidn continua y acotada en @ ¥x 6 R".

o
Entonces, (P,V) es estable en (1r,f(1 ) ¥m e P.
o]

Demostracidn:

d
Sea [(wr,far)}ren cvV tal que T 55 W6 P y
d
Far(.le) —= Fao(.le) Vo € Q.

Por la hipdtesis (i) tenemos, para un x € R" fijo:

¥e > 0, jro = ro(e) € § tal que V¥r > L

[£, (x]8) - £ (x]8)] < ¢
r

o

[+

Esto implica

I (f (x|®)-&)dn_(8) < I £ (x|e)dn_(8) < I (£ (x|8)+e)am_(8)
Q u'o r Q(! r 0 o r

r o

Pero J £ (x|8)yam (@) +-I £ (x|8)dm(8) ya que f_ (x|0)
Q ao r < Q % %

r >

. - d -
es funcidn continua y acotada de ©® y w7 —————7. Asi pues

rYr ¥ > o
Jgfa

< 1im sup I fy (x]e)rdm _(8) < ] £ (x|8)dm(8) + e, ¥e > oW
Q r N %o s

(x|8)dn(8)-¢ < lim inf I £, (x{0)dn_(o)
Q r r

A

o

BIBLIOTECA
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Se sigue
[ﬂ far(X|9)d'lTr(9) = L; fao(X|9)dﬂ(6) (1)
Por otra parte, para toda funcién u : @ —— R continua y acotada

tenemos también

L, £y (x]0)ule)dn () T JQ fq_(x|®)u(0)am(6) (2)

r *+ ©

El razonamiento es idéntico al utilizado para demostrar (l) ya que

8¢ (x|.) = fu (x'.)u(.) T =" 8 (x].) = fu (x]6)u(8) uniformemen
r r o [

te en § (por ser u acotada) y By (xl.) es también funcidén conti
o
nua y acotada en Q.

En definitiva, de (1) y (2) resulta que para toda funcidn

u : @ —> R continua y acotada:

(a,) -1 .
I u(@)ydr = (.lx) = [I £o (xle)dnr(e)] u(®) £ (x|0)dm _(8)~+
Q Q r Q r

r
T e [I £y (xl8)dan(e)] ™! f u(8)f, (x|e)dm(e) =
Q [ Q o
(ao)
=J a(8)dF_ ° (.|x)
Q To

¥x 6 R" l 0 < J £ (x|0)dm(e) < y 0 < I f  (x]o)dw_(8) < o
Q ao 1] Cr T

¥r 6 N

quedando probada la estabilidad en (W,fa ).
o

Discusifén y comentarios

(a) Como puede observarse, la clave de la demostracidn esti en

la convergencia uniforme de las densidades. El teorema II.6 da una
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condicién suficiente, bastante natural y amplia, para que se cumpla

esta hipdtesis.

(b) Se pueden obtener otros teoremas anflogos en los que se utili
ce un esquema de demostracifn distinto (el teorema de Scheffé en lu-
gar de la definicidn de convergencia débil). Para ello, seria necesa
rio imponer hipbtesis mds fuertes sobre P con objeto de asegurar la

convergencia puntual de las densidades a priori aunque, paralelamente,

podrian rebajarse las restricciones sobre V.
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