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Resumen

En este documento realizamos un analisis revisado de las investigaciones sobre Teoria
del Movimiento realizadas por el cientifico espaniol Domingo de Soto en el siglo XVI sobre
cinematica y dinamica, centrado especialmente en aquellas que conciernen al movimiento
de caida de graves y en la posible influencia de estas en la obra de Galileo. Para ello, se
han consultado las fuentes originales, procediendo a una lectura, busqueda de traduccion e
interpretacion de su obra Super Octo Libros Physicorum Aristotelis (1545), comentario a la
Fisica de Aristoteles.

Apoyandonos en las investigaciones previas realizadas por W.A.Wallace, Kyore, Dunham,
Pérez-Camacho e Ignacio Sols i Lucia, hemos hecho hincapié en resaltar la importancia de
la figura de Soto no solo como precursor de las ideas de Galileo, que verian la luz un siglo
més tarde, sino como figura fundamental de cohesion y revision del conocimiento relativo
a la teoria del movimiento en la Europa del Renacimiento. El estudio realizado tiene como
principal objetivo revisar las fuentes originales tanto de Soto como de Galileo para arrojar
una nueva perspectiva sobre puntos en los que existen discrepancias entre algunos autores
modernos, como son la autoria del concepto de resistencia interna, y la aceptacion por parte
de Soto de la velocidad del movimiento de caida de graves como un cociente entre fuerza y
resistencia.

Ademas, en el ultimo capitulo del trabajo planteamos la modelizaciéon de un problema
de fisica medieval empleando herramientas actualizadas, desde la geometria analitica hasta
la programacion y optimizacion no lineal. Esto nos permitira, no solo expandir el horizonte
de resultados que podemos obtener a partir de un problema aparentemente sencillo, sino
también analizar desde una perspectiva puramente matematica las cuestiones histéricas
planteadas en los capitulos anteriores.
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Domingo de Soto, caida libre, fisica, Galileo Galilei, aproximacién geométrica, masa,
modelizacion, resistencia interna, velocidad



Abstract

This document consists of a revised analysis of the investigations on Theory of Movement
carried out by the Spanish scientist Domingo de Soto in the 16th century on kinematics and
dynamics, focused especially on those that concern the movement of free fall and on their
possible influence on the work of Galileo . For this, the original sources have been consulted,
proceeding to a reading, search of a translation and interpretation of his work Super Octo
Libros Physicorum Aristotelis (1545), a commentary on Aristotle’s Physics.

Based on previous research carried out by Wallace, Kyore, Dunham, Pérez-Camacho and
Ignacio Sols i Lucia, we have emphasized the importance of the figure of Soto not only as a
precursor of Galileo’s ideas, which would see the light a century later, but as a fundamental
figure of cohesion and revision of knowledge related to the theory of movement in Renaissan-
ce Europe. The main objective of the study carried out is to review the original sources of
both Soto and Galileo to shed a new perspective on points in which there are discrepancies
between some modern authors, such as the authorship of the concept of internal resistance,
and the acceptance by Soto of the speed of the bass drop movement as a ratio of strength
to endurance.

In addition, in the last chapter we propose the modeling of a medieval physics problem
using updated tools, from analytical geometry to nonlinear programming and optimization.
This will allow us not only to expand the horizon of results that we can obtain from an
apparently simple problem, but also to analyze from a purely mathematical perspective the
historical questions raised in the previous chapters.

Keywords

Domingo de Soto, free fall, physics, Galileo Galilei, geometric aproximation, mass, mo-
deling, internal resistance, speed.
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Capitulo 1

La teoria del movimiento en la Europa
Medieval

Domingo de Soto, fraile dominico y tedlogo espanol, estudié y coment6 varios libros de
fisica y logica aristotélica, en su obra Super Octo Libros Physicorum Aristotelis (1545). Es en
estos comentarios donde Soto da respuesta a algunas de las cuestiones fundamentales de la
Teoria del Movimiento que llevaban gestandose desde la Fisica de Aristoteles, sentando unas
bases en las que se apoyara Galileo en su trabajo de fundamentaciéon de la fisica moderna,
casi un siglo después.

En este capitulo haremos una introduccién historica a la teoria del movimiento medie-
val, ya que entender las sutilezas y limitaciones del lenguaje mateméatico de la época es
indispensable para comprender el alcance de las investigaciones de Domingo de Soto y su

repercusion en autores posteriores a él.

1.1. Introducciéon historica

Desde los inicios del pensamiento racional, los seres humanos se han planteado cuestiones
acerca de la naturaleza del cambio, y por lo tanto, del movimiento. Lo que hoy conocemos
como teoria del movimiento abarca el estudio de los cambios fisicos que tienen que ver con
el movimiento de la materia, y se divide en dinamica y cinematica. La dindmica estudia el
movimiento en relacién con las causas que lo producen, mientras que la cinemaética describe
el movimiento de los objetos solidos sin considerar las causas que lo originan, esto es, el
estudio de la trayectoria en funciéon del tiempo.

Si indagamos en los origenes de estos estudios sobre teoria del movimiento, podemos
remontarnos al siglo VI a.C, cuando el debate entre los filosofos Heraclito y Parménides
suspuso una de las controversias mas importantes de todos los tiempos, alimentando la

filosofia griega durante mas de 150 anos. Heréclito afirmaba que todo se mueve y todo



experiemnta cambios; mientras que Parménides aseguraba que el movimiento y el cambio
son imposibles. Es necesario tener en cuenta que para los griegos, el movimiento y el cambio
eran exactamente lo mismo, y asi, usaban la misma palabra para ambos (kynesis). Un
siglo mas tarde, los filésofos y pensadores Platon y Aristoteles participaron también de este
debate. Es Aristoteles el que plantea una solucién en su Fisica que pasaria a ser el modelo
aceptado durante mas de diecinueve siglos.

En la Fisica de Aristoteles, cada uno de los elementos tiene un “lugar natural” adecuado,
determinado por su peso relativo o “gravedad especifica”. Cada elemento se mueve, de forma
natural, en linea recta —la tierra hacia abajo, el fuego hacia arriba— hacia el lugar que le
corresponde, en el que se detendri una vez alcanzado, de lo que resulta que el movimiento
terrestre siempre es lineal y siempre acaba por detenerse. Por otra parte, Aristoteles afirmaba
que el movimiento requeria de un medio, puesto que él no podia comprender la idea del vacio.
Para ¢él, el movimiento de un objeto era inversamente proporcional a la densidad del medio.
Cuanto mas tenue fuese el medio, mas rapido seria el movimiento. Aristoteles crefa que si
un objeto se moviera en el vacio debia desplazarse en forma infinitamente rapida, lo cual
simplemente no ocurria, de forma tal que la materia tenia que rellenar todo espacio vacio.

Asi, también concluy6 que, como los objetos que veia a su alrededor acababan detenién-
dose, eso debia ser lo que sucede siempre, y por ello establecié que los objetos y la materia
solo se podian desplazar siempre y cuando una forma de energia los estuviera empujando en
una direcciéon dada. Por lo tanto, si se eliminaran todas las fuerzas que estuvieran aplicadas
sobre un objeto, como ocurre al lanzar una piedra, entonces el movimiento no se produciria.
En esa linea de pensamiento, Aristoteles sostenia también que los cuerpos mas pesados de
una materia especifica caen de forma mas rapida que aquellos que son mas ligeros cuando
sus formas son iguales. Esta vision seria aceptada ampliamente por las escuelas europeas
hasta ser refutada, 1800 anos después, por Galileo Galilei.

Por lo tanto, es justo decir que en el siglo XII, cuando en las escuelas andalusies de
Avicena, Averroes y Avempace florece el estudio de la Teoria del Movimiento, atn existian
multiples problemas abiertos al respecto. Entre otros, las siguientes dos cuestiones funda-
mentales: saber qué era y donde radicaba la resistencia de un cuerpo al movimiento, y cémo
podia expresarse lo que ahora conocemos como la aceleracion de un cuerpo. Respecto al
problema de la resistencia, esta se entendia inicamente como resistencia del medio, postura
que ademas generaba problemas a la hora de debatir la posibilidad de movimiento en el
vacio. Respecto al problema de la determinaciéon de la velocidad media de los cuerpos, los
matematicos andalusies Avempace y Averroes mantenian dos posturas diferentes. Mientras
uno piensa que se trata de una resta entre fuerza y resistencia, el otro piensa que es una

cociente, y entre estas posturas quedan divididos los autores hasta el siglo XIV. El estudio



de estas cuestiones fue protagonista durante toda la Edad Media, destacando especialmente
en el siglo XIV la escuela de los Calculatores del Merton College de Oxford y los escolasti-
cos como Nicolas de Oresme y Guillermo de Ockham. A principios del siglo XIV, Thomas
Bradwardine intenta conciliar ambas posturas, llegando a un resultado erréneo. Es asi como
durante el periodo de mediados del siglo XIV, la confusiéon en torno a estos conceptos y las
devastadoras consecuencias de la Peste Negra, dejaron a la ciencia en un estado de incerti-
dumbre que s6lo veria la luz un siglo mas tarde en la época del Renacimiento, donde haré
su aparicion Domingo de Soto.

La vida de Domingo de Soto (Segovia, 1494 - Salamanca, 1560) se desarrolla principal-
mente entre dos dmbitos: el religioso y el cientifico. Confesor del emperador Carlos V, su
figura siempre estuvo ligada a la Universidad, ocupando en 1525 la catedra de Metafisica de
la Universidad de Alcala y en 1532 la catedra de Teologia en la Universidad de Salamanca.
De orientacién tomista, coment6 varios libros de fisica y logica aristotélica, entre los cuales
se encuentra el libro que es el eje central de este trabajo, Super Octo Libros Physicorum
Aristotelis (1545). Se trata de un texto sobre tratados y cuestiones a los ocho libros de la
Fisica aristotélica donde Soto expone las ideas redactadas durante un curso impartido en
1522-1523.

1.2. Sobre la apariciéon de las distintas unidades y mag-
nitudes matematicas

Del latin mensurabilis, mensurable es aquello que se puede medir. Para que una propiedad
de los cuerpos o de los fenémenos se pueda medir tiene que cumplir unas condiciones muy
especificas. Los pitagoricos estaban firmemente convencidos de que una cantidad, M, se
podia medir siempre comparandola con otra cantidad de esa misma magnitud, u, que se
tomaba como unidad.

En el caso de la Fisica medieval, cuando se habla de magnitudes es siempre de manera
abstracta, sin precisar si se hace referencia a metros por segundo o a kilometros por hora
(pues estas son unas magnitudes basadas en el entendimiento moderno de la naturaleza de
lo que se mide, que no tenian cabida en el imaginario de los cientificos medievales). Es mas,
si asi fuera, el simple hecho de establecer la especificacion metros/segundo, o bien, distancia
entre dos ciudades/horas a caballo ya estaria desvelando la comprension de la velocidad
como cociente de magnitud distancia y tiempo, una cuestién que precisamente no estaba
clara desde la escision entre Avempace y Averroes, y cuyo origen y autoria discutimos en
este trabajo de fin de grado.

Sin embargo, al hablar, por ejemplo, de un objeto que se mueve a velocidad 4, no es



necesario encontrar una especificacion de las unidades en las que se encuentra dicha veloci-
dad. Esto se debe a que la ambigiiedad favorece el tratar estas unidades como magnitudes
estandarizadas (sea 4 metros por segundo u horas que tarda un caballo en ir desde Segovia
a Valladolid).

Como los razonamientos y demostraciones presentados son puramente geométricos, y en
vista de las consideraciones previas, podemos constatar esta falta de internacionalizacion de
los sistemas de medida sin perder de vista su relativo desinterés para las cuestiones tratadas.

Por otra parte, es relevante mencionar que la apariciéon de los simbolos que hoy compren-
den la notacion matemaética, tales como +, —, = y demas, estaban atin por aparecer, o habian
hecho su aparicién tan recientemente que su uso atn no estaba extendido y mucho menos
estandarizado |3]. Muchos signos surgen como evolucion de abreviaturas o grafias utilizadas
al escribir en latin, idioma en el cual la escritura matematica tiene sus propios codigos que
dificultan la comprension de textos antiguos a ojos ajenos a la materia. El signo de =, cuyo
origen simbolico puede atribuirse a la similitud geométrica entre dos lineas paralelas entre si,
fue utilizado por primera vez por el matematico Robert Recorde en su obra The Whetstone
of Witte (1557). El signo + surge de una evolucion de la grafia en forma de cruz de la “t”
en la palabra latina “et”. Aparece por primera vez en un manuscrito en la obra Algorismus
proportionum (aprox. 1356 - 1361) de Nicolas de Oresme (1323 - 1382), aunque este signo
podria no estar en la obra original y haber sido escrito por un copista posterior. Antes del
siglo XV se utilizaron en Italia, como en otros lugares, las palabras mds y menos (en latin,
plus y minus). De ahi derivaron por abreviatura, las letras “p” y “m” (a veces con una tilde
o segmento encima). Estas abreviaturas aparecen por primera vez en la obra Summa de
arithmetica, geometria, proportioni et proportionalita (1494), del matematico italiano Luca
Pacioli (1447 - 1517), y se siguieron utilizando en los siglos XV y XVI. En Italia, Francia y
Espana, los signos + y — empezaron a utilizarse de forma generalizada en el siglo XVII, y
no aparecen en la obra original de Soto que he podido consultar en la Biblioteca Nacional,

Super Octo Libros Physicorum Aristotelis en su edicion de 1572.

1.3. Adimensionalizacién y parametros adimensionales

Al hilo de lo anterior, la idea clave de esta seccion es la siguiente: cualquier ecuacién que
escribimos para un proceso fisico modela equilibrios entre mecanismos fisicos, sin embargo,
no todos ellos pueden ser igualmente importantes, y por lo tanto es posible adimensionalizar
el problema para facilitar su modelizacion.

La experiencia demuestra que podemos considerarnos afortunados si més de dos mecanismos

fisicos estan en equilibrio a la vez. Podemos empezar a evaluar como de importantes son estos



mecanismos al escalar todas las variables con valores tipicos. Esto es: valores del tamano que
esperamos ver, o bien dictados por la geometria del problema, las condiciones de contorno,
etc. De este modo la ecuacion se vuelve adimensional: en lugar de un gran namero de
parametros fisicos y variables, todos ellos con unidades dimensionales, nos quedamos con
una ecuacion escrita en variables adimensionales.

Todos los pardmetros fisicos y los valores tipicos se retinen en un ntmero mas pequeno de
parametros adimensionales que, cuando se interpretan adecuadamente, deben comunicarnos
la importancia relativa de los diversos mecanismos. Todo esto es mucho mas facil de ver con

un ejemplo [11]:

Ejemplo 1.3.1. A wveces, las escalas correctas para una o mds variables solo se pueden
deducir de las ecuaciones, como en el siguiente ejemplo. El modelo bdsico para un péndulo
amortiguado linealmente que se desplaza un dngulo 6 desde la vertical (ver Figura 1.1) es:
2
lcjl—tf +k2_i + gsinf =0
Y supongamos que se proporcionan el dngulo inicial y la velocidad angular: 6 = «, fl—f = qy
ent = 0; donde k es el coeficiente de amortiguamiento (proporcional a la velocidad) y g la

aceleracion de la gravedad.

Figura 1.1: Movimiento de un péndulo simple.

Combinando los parametros dimensionales 1, k, g,wy, es facil ver que hay tres escalas de

l. __ 1. _ 1
Eat2_ katS_ wo

tiempo integradas en los pardmetros de este problema: t| =
El primero es el periodo de pequenas oscilaciones no amortiguadas. El sequndo es el tiempo
durante el cual el amortiguamiento tiene un efecto El tercero viene determinado por nosotros:
nos dice cudanto tarda el péndulo en recorrer un radidn en su velocidad angular inicial si no

actian otras fuerzas. Escalamos el tiempo con t; = \/g, lo cual hacemos st esperamos ver

5



el comportamiento oscilatorio de pequena amplitud. Entonces, escribiendo t = tit' tenemos

el modelo adimensional:

d?0  t,do
az ing =
7072 + 1 dll + sin 0

Donde 0 = ay; & = L en ¢ =0 contiene dos pardmetros obviamente adimensionales.

dt’ ta
tl k2 tl oﬂl
Yy=—=4/=bo=1—= =
123 gl ls g

El primero de ellos, v, es la relacion entre el tiempo durante el cual el sistema responde al

mecanismo fisico de la gravedad (el periodo de pequenas oscilaciones) al escala de tiempo

para la amortiguacion. El sequndo, [y, es el cociente de la velocidad inicial del péndulo a

los cambios de velocidad inducidos por la gravedad. Hay un tercer grupo adimensional, «y,

ya que los dngulos son automdticamente adimensionales, y asi, el modelo adimensional es:
d*0

ag
W+’y%+szn9:0 (1.1)

1.4. Principales problemas abiertos en la Teoria del Mo-
vimiento medieval

Una vez hechas las presentaciones acerca del estado de la comunidad cientifica en el siglo

XVI, vamos a introducir cuéles eran los principales problemas abiertos en esta época.

1.4.1. Descripciéon del movimiento de caida de graves

Este movimiento, hoy conocido en fisica y matematicas como movimiento de caida li-
bre, es aquel que posee un cuerpo bajo la acciéon exclusiva de un campo gravitatorio. En
la caida libre un objeto cae verticalmente desde cierta altura h despreciando cualquier tipo
de rozamiento con el aire o cualquier otro obsticulo. Se trata de un movimiento rectili-
neo uniformemente acelerado (m.r.u.a.) en el que la aceleracion coincide con el valor de la
gravedad.

Respecto a esta primera cuestion, debemos tener en cuenta que de por si la clasificacion
de los tipos de movimiento en este periodo entre los siglos XIV -XVI no era tnica, més
bien todo lo contrario. Tal y como documenta Wallace [29] existe una amplia variedad de
clasificaciones de los tipos de movimiento. Wallace estudia hasta 19 autores de distintas
escuelas y perfodos, encontrando diferencias sustanciales entre ellos tanto en las categorias

en si mismas como en los parametros respecto a los cuales se hacen estas.



vo = 0m/s ® h

a=—9,8m/s?

Figura 1.2: Representacion del movimiento de caida libre.

1.4.2. ;Se produce el movimiento en proporciéon a la diferencia o
al cociente de la fuerza y la resistencia?

Como veiamos, quienes a partir del siglo XII estudiaban la teorfa del movimiento, lo
hacian divididos en dos escuelas, la de Avempace y la de Averroes. Avempace entendia la
relacion entre fuerza y movimiento como una magnitud proporcional a la diferencia entre
fuerza y resistencia. Dominicos como Toméas de Aquino y franciscanos como Roger Bacon y
Duns Scoto [29] se decantan por esta formulacion.

Por otra parte, los seguidores de Averroes, entendian esta relacion entre fuerza y resisten-
cia como un cociente. Entre ellos, destacan el dominico Alberto Magno (maestro de Tomés
de Aquino) y Gil de Roma, obispo de Bourges.

Resulta ttil hacer referencia a las 6rdenes religiosas de cada uno de ellos, ya que las
principales vias de estudio y transmision de conocimientos eran, precisamente, las escuelas
asociadas a cada una de ellas, como la de los dominicos, a la que pertenecia Soto, y que
le permitié entrar en contacto con los intelectuales franceses e italianos que favorecen maéas
tarde la difusion de sus ideas hasta Galileo [30]. Como mencionamos, no sélo no existia
consenso sobre la cuestion de la proporcionalidad de la fuerza y la resistencia, sino que
en el siglo siguiente (s.XIV) el prestigioso cientifico Thomas Bradwardine propondria un
resultado que pretendia conciliar las posturas de Avempace y Averroes, y que consistia en una
suerte de logaritmo de la resta. El resultado que propone Bradwardine en De proportionibus
velocitatum in motibus (1328) supone un tema de estudio igualmente complejo e importante,
lo mencionaremos més adelante 1.5. Esta teoria, claramente errénea, arrastraria durante los
dos siglos posteriores una estela de oscuridad sobre los resultados de aquellos que cultivaban

la teorfa del movimiento, asi como de los llamados Calculatores del Merton College (Thomas



Bradwardine, William Heytesbury, Richard Swineshead, John Dumbleton, Walter Burley y

Gerardo de Bruselas), de cuyo Teorema de la Velocidad Media hablaremos en 1.6.

1.4.3. ;Cual es la naturaleza de la resistencia en el movimiento?

Todos los autores que vamos a citar consideran siempre la resistencia como la ejercida
por el medio en el que se encuentra el cuerpo u objeto movil, ya que atn no se concebia la
existencia de una resistencia inherente al cuerpo. Esto lo veremos a continuacion en detalle,
ya que es precisamente una de las cuestiones clave sobre el trabajo de Soto, en relacion
precisamente a la autoria del concepto de resistencia interna del objeto.

En el articulo de Sols y Pérez-Camacho [4] sobre Domingo de Soto, se expone que no se
ha encontrado una expresion tan clara del concepto de resistencia interna en ningtn autor
anterior.

Para Soto, una mayor resistencia implica una mayor capacidad de recibir el impetus *
Este es un indicio mas de que esa resistencia interna de la que habla Soto es lo que Newton
denominaria mas adelante masa inercial. Otra consecuencia de esta resistencia intrinseca
de la materia es que la velocidad de caida de los cuerpos no dependera de su tamano, ni
tampoco de su naturaleza. Por tanto, Soto habria respondido a la tercera cuestion de esta
manera: Todos los cuerpos caen en el vacio con la misma velocidad, que aumenta de modo

uniformemente disforme con el tiempo de caida.

1.4.4. jEs posible el vacio?

Entendemos como vacio (del latin vaciwus) la ausencia total de materia en un determi-
nado espacio o lugar, o la falta de contenido en el interior de un recipiente.

Histoéricamente, se ha discutido mucho sobre si puede existir el vacio. Los antiguos filo-
sofos griegos debatieron la existencia del vacio, o de la nada, en el contexto del atomismo,
que postulaba el vacio y el atomo como elementos explicativos fundamentales de la fisica.
Siguiendo a Platon, incluso el concepto abstracto de un vacio sin rasgos se enfrentaba a
un considerable escepticismo. Aristoteles creia que ningtin vacio podia producirse de forma
natural, porque el continuo material mas denso que lo rodeara llenaria inmediatamente cual-
quier rareza incipiente que pudiera dar lugar a un vacio. En su Fisica, libro IV, Aristoteles
ofrecié6 numerosos argumentos contra el vacio: por ejemplo, que el movimiento a través de
un medio que no ofrecia ningtn impedimento podia continuar ad infinitum, no habiendo

ninguna razoén para que algo llegara a descansar en algin lugar en particular.

LQuaestiones lib. VIII, vol. 101, col, a.[24]



Asi pues, para Aristoteles, y para aquellos que defendian la formulaciéon de Averroes
(cociente entre fuerza y resistencia), la existencia del vacio suponia un problema, ya que al
no hallar resistencia externa en el vacio, la velocidad del cuerpo seria ;infinita? El concepto
de las magnitudes infinitas escapaba del dominio de los cientificos del siglo XVI, por lo
tanto esta era una cuestion que daba lugar a grandes discrepancias. El concepto de Soto de
resistencia interna del propio cuerpo nos ayudaré a dar una respuesta. Citando al profesor
segoviano:

“En el movimiento de graves y leves por el vacio, donde no hay resistencia [extrinseca/
(...), también son movidos en el tiempo por una fuerza finita” [24]?

Considerando entonces tinicamente la resistencia interna. Soto tendria dos respuestas: v ~ ¢
donde t:= tiempo; y v ~ § donde P:= peso (fuerza motriz para el grave) y r:= resistencia
interna. La unién de estas dos partes de la ley darfa un resultado simple: v = gt

Se deduce de sus ejemplos (esto lo veremos un poco mas adelante) que entendia la
resistencia interna (masa) como proporcional al peso. Si llamamos g a la constante de pro-
porcionalidad, entonces v = gt . Por tanto, la velocidad de caida de los graves en el vacio
aumenta proporcionalmente con el tiempo, lo cual nos da el mayor acercamiento posible a
la respuesta correcta con las herramientas tedricas de la época (este aumento sera explicado

en las cuestiones al libro octavo).

1.5. Sobre las proporciones. Thomas Bradwardine.

Thomas Bradwardine (1290-1349), arzobispo de Canterbury, tedlogo y matematico, estu-
di6 en el Merton College de Oxford, y se convirtioé en supervisor alli. En 1337 fue nombrado
canciller de la Catedral de San Pablo, y fué capellan real y confesor del rey Eduardo III. En
1349 fue nombrado arzobispo de Canterbury y poco después muri6é durante la Peste Negra.

En su tratado De proporcionalibus velocitatum in motibus (1328)[21], Bradwardine afir-
ma que un aumento aritmético de la velocidad se corresponde con un aumento geométrico de
la relacion original entre fuerza y resistencia. Esta vision erronea dominé las teorias europeas
de la mecanica durante casi un siglo. * Esta nueva regla fue ampliamente y casi unanime-
mente aceptada, posiblemente debido a la eficacia de la fundamentacién matematica que le

proporcioné (esto lo veremos en detalle en las conclusiones del trabajo 3.4).

2In motu vero gravium aut Ievium per vacuum ubi nulla est resistentia (...) nempe quod tunc etiam
movebuntur in tempore propter finitam virtutem. Quaestiones lib. 7, q. IV, fol. 95, col. d. [24]

3Para examinar los argumentos de Bradwardine en contra de una simple ley de proporcionalidad “aristo-
télica” entre fuerzas, resistencias y velocidades; ver Bradwardine, Tractatus de proporcionalibus, pp. 94-105.
20 Ibid., pag. 99



1.6. El Teorema del Merton College

1.6.1. Breve historia del calculo de areas

Los matemaéticos helénicos (600 a.C. - 300 d.C.) tenian un desarrollo y comprension li-
mitadas de los conceptos numéricos y por ello no podian medir de manera exacta el area o
volumen de algunas figuras y cuerpos geométricos. Por tanto, tenian que calcular directa-
mente estas medidas utilizando las propias figuras como magnitudes, es decir, se tomaba la
medida sobre el objeto tangible y se comparaba con una unidad de referencia o patréon de
la misma naturaleza de lo que se queria medir [15]|. De este modo, para estudiar la cuadra-
tura o curvatura de una figura, mateméaticos como Eudoxo (408 - 355 a.C.), Euclides (325
- 265 a.C.) y Arquimedes (287 - 212 a.C.) debian comparar su razon con la de otra figura
previamente conocida. De este modo desarrollaron una sofisticada teoria de las magnitudes
y las proporciones, siendo sobresalientes los trabajos de Eudoxo. Gracias a su Teorfa de la
Proporcion, y en particular al denominado Método de Exhaucion, Eudoxo brindé un proce-
dimiento para determinar el area de figuras curvilineas a través de poligonos que aproximen
progresivamente el area al de la figura dada. Este método fue fundamental para la resolucion
de los problemas infinitesimales de cuadraturas y curvaturas (problemas que intuitivamente
usan el calculo de un limite, aunque atun faltan siglos para que ese concepto sea verbalizado

y formalizado).

OO0 C

Figura 1.3: Esquema del Método de Exhaucion de Fudoxo para aproximar el drea del circulo

Posteriormente, también Euclides y Arquimedes aplicaron el Método de Exhauciéon en
gran parte de sus obras (la cuadratura de la parabola, la esfera y el cilindro, la medida
del circulo, las espirales, conoides y esferoides,...). Para poder ampliar el uso del método
de exhaucion a cualquier tipo de regién encerrada por una curva, fue necesario esperar a
que se produjera el desarrollo de técnicas algebraicas, conjuntamente con el desarrollo de la
simbologia y notaciéon matematicas, lo cual tardé aproximadamente dieciocho siglos, como
vefamos en la seccion 1.2. En particular hubo que esperar a los trabajos de Leibniz (1646 -
1716) quien considera area y volumen como una suma de rectangulos recubridores y define

asi la primera nocion de “integral” bajo una curva. Mas tarde, Cauchy (1789 - 1857) y
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Fourier (1768 - 1830) continuaron con la idea de Leibniz y lograron una definicién precisa
de la integral definida de una funcién como el limite de una suma. Habra que esperar a la
segunda mitad del siglo XIX, cuando Riemann (1826 - 1866) realiza un estudio exhaustivo
de las condiciones de estudio del area bajo una curva, para ver formalizarse el grueso de la

teoria de integracion que estudiamos hoy en dia en cursos de Calculo Integral.

Ya

FE) - B R 7z

a = X I¢,1$i€_$i+1 b=z,
7

Figura 1.4: Representacion de una Suma de Riemann (superior) de una funcion f

Por lo tanto, al hablar del resultado que nos ocupa: el Teorema de la velocidad Media
o teorema del Merton College, debemos tener en cuenta el momento historico en el que se
produce y las herramientas y teoria que tenian al alcance sus descubridores para entender
la magnitud de este resultado.

1.6.2. Formulacién del Teorema del Merton College

Retomando los estudios realizados por algunos de los pitagoricos, Platon y Arquimedes
abordaron un proceso de matematizacion de los fendmenos naturales en términos de aquellos
que podian ser explicados por la astronomia, y otros, planteados por Aristoteles, sobre la
cuantificaciéon del movimiento. Los intelectuales de varias universidades de la Edad Media,
como la de Parfs y de Oxford, realizaron aportes significativos a los problemas planteados,
siendo uno de los més importantes el formulado por Gerard de Bruselas (final s.XII - prin-
cipio s.XIII) sobre el movimiento. Este buscaba encontrar una explicacion distinta de la
aristotélica acerca de las causas y leyes del movimiento [18|. En el segundo cuarto del siglo

XIV, un grupo destacado de matemaéticos y logicos asociados con el Merton College de la
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Universidad de Oxford, los llamados Calculadores, realizan la diferenciacion de la cineméti-
ca y la dinamica, proporcionando los elementos conceptuales necesarios para el estudio de
movimiento de forma descriptiva desde una nueva perspectiva: introduciendo términos como
velocidad y velocidad media, a los que era posible asignar una magnitud. También hacen

referencia a las caracteristicas del movimiento uniforme y del uniformemente acelerado [29].

Es importante senalar que el origen de estos estudios se debe a la a apariciéon de textos
como el Tractatus de Latitudinibus Formarum (1361) del francés Nicolas de Oresme (1309-
1382), donde se abordaba el tema denominado entonces como “La latitud de las formas”.
Este texto expone por primera vez, aunque de un modo rudimentario, el sistema de re-
presentar graficamente funciones mediante coordenadas rectangulares. En cuanto a qué se
entendia por estos conceptos de forma y latitud, volvemos a entenderlos en el contexto de
adimensionalidad que exponiamos en 1.3. Para Riestra [20]: Con el término forma se refieren
a cualquier cualidad o caracteristica que admita variacion y la nocion de intensidad. Estas
incluyen la temperatura, la velocidad, luminosidad, tristeza, etc., con lo cual se aprecia que
tan libremente especulaban estos filosofos medievales. La latitud de una forma se refiere al
grado con el cual la cualidad es poseida por un objeto o sujeto y se hablaba como objeto de
estudio del intensio y remisio de la forma, esto es, del crecimiento o decrecimiento de la

intensidad de la cualidad en cuestion.

La interpretacion mas interesante de las hechas por los Calculadores es conocida como el

Teorema del Merton College o Teorema de la velocidad media [3]:

Theorem 1.6.1 (Teorema del Merton College). El efecto de una forma que varia unifor-
memente o de una que es uniforme en cada una de dos mitades (iguales) es el mismo de

otra que es uniforme con una intensidad promedio de la minima a la mdxima.
Expresado en términos del movimiento [18]:

Theorem 1.6.2 (Teorema del Merton College). Un cuerpo que tiene movimiento uniforme-
mente acelerado y que cubre cierta distancia en un tiempo dado, cubriria la misma distancia
st se mowviera por el mismo espacio de tiempo con una velocidad uniforme igual a la velocidad

promedio.

Este es el enunciado de una ley basica de la cinemética, que se emplea a dia de hoy. La
importancia que toma lo descrito anteriormente como ley, y que se debe observar realmente
como una postulaciéon de tipo empirico, pues no se le habia dado una explicacion formal a

la. misma, radica en la manera en que se relacionan los dos tipos de movimiento al poder
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establecer el espacio que se recorre en el primero en términos del espacio recorrido por el
segundo. Es importante mencionar que los razonamientos formulados por los Calculadores
de Oxford fueron expuestos retéricamente, sin recurrir a una representacion grafica de los
mismos, lo cual permite hacer una exploraciéon de los elementos que se omitieron en ese
momento, pero que son necesarios para poder entender el concepto como un calculo de area
bajo la curva tal como se presenta en la actualidad.

Formulaciones como la anterior trascendieron a otras universidades y en particular hasta
la Universidad de Paris, donde sera Nicolas de Oresme quien proporcione la comprobacién
formal del Teorema del Merton College empleando una representacion grafica y aplicando

razonamientos puramente geométricos.

1.6.3. Demostracion del Teorema del Merton College

Antes de pasar a la interpretacion geométrica del Teorema de la velocidad media, es
oportuno mostrar en qué consistié el método empleado por Oresme y donde radica su im-
portancia. Oresme traza una linea horizontal para representar una de las magnitudes a
trabajar, a la que llamo6 longitud, y trazé un segmento perpendicular a esta que denomind

latitud. Esta tdltima es la que indicara la forma en que esta cambiando la magnitud.

velocidad

tiempo
Figura 1.5: Representacion de magnitudes segun Oresme.

Partiendo de esta idea resultaba posible establecer algunos patrones segun el tipo de mo-
vimiento que se queria describir, si el movimiento era uniforme los segmentos paralelos de
las latitudes eran todos de igual medida formando un rectangulo. Si por el contrario el mo-
vimiento era acelerado los segmentos paralelos cambian de tamano, pero de forma tal que
va creciendo de manera proporcional el siguiente con respecto al anterior hasta formar un
triangulo o un trapecio; pero, si el movimiento es variado en su totalidad, las lineas para-

lelas también resultan serlo, de tal suerte que las figuras resultantes podrian ser desde un
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semicirculo o una figura totalmente irregular. Para cada una de las representaciones Oresme
emple6 un nombre. A la figura (a) la denominé uniforme, a la (b) uniformemente disforme
y a la (c) disformemente disforme.

velocidad velocidad velocidad

tiempo tiempo tiempo
Figura 1.6: Representacion de distintos tipos de movimiento.

Partiendo de lo propuesto por Oresme, el camino hacia la demostracion del teorema de
la velocidad media puede ser reconstruido. Para tal efecto se dibuja un tridngulo y un

rectangulo, como en la siguiente figura:

B G C

Figura 1.7: Demostracion del teorema del valor medio.

El segmento BA representa la velocidad de un objeto que se mueve de manera uniforme-
mente acelerada, empezando desde una posicion de reposo en tiempo inicial B, y alcanzando
una velocidad final A en tiempo C. El punto H, sobre el eje de ordenadas, representa la ve-
locidad media del objeto, que es la mitad de la velocidad final A puesto que se parte del
reposo. Dibujando AC obtenemos el tridngulo BAC. Por otra parte, para representar el

movimiento uniforme que se produce en el mismo tiempo a la velocidad media del anterior,
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trazamos la paralela al eje de abcisas HI y dibujamos el rectangulo BCIH. La recta HI corta
a BA en el punto F. Trazando una paralela a AC por F, obtenemos el punto G.

El Teorema indica que la distancia recorrida en un movimiento (el representado por el
triangulo BAC) es igual a la distancia recorrida del otro (el representado por el rectangulo
BCIH). Para Oresme la distancia recorrida es equivalente (aunque no lo meciona explicita-
mente) al area de las figuras. Si se prueba entonces que el triangulo HBF' tiene el mismo
area que el triangulo AFT la demostracion quedaria completada. Aunque esto ultimo pueda
parecer evidente, como este es un trabajo de contenido histoérico, y aprovechando lo apren-
dido en las asignaturas de Historia de las Matemaéticas y Matemética Elemental, vamos a
hacer esta demostracion al estilo de Euclides, probando la congruencia de triangulos por el
criterio LAL (Lado - Angulo - Lado), la Proposiciéon 1.4 de los Elementos.

Demostracion:

Sean AHBF y NAFI. Para ver que son congruentes probaremos que lo son dos de sus
lados y el angulo comprendido entre ellos. Como HI es paralela a BC e I es punto medio
de AC, HI corta a BA en su punto medio F. Analogamente, G es punto medio de BC vy,
por paralelismo, F es punto medio de HI. Ademés Z/BFH = ZFIA por ser opuestos por el
vértice. Entonces:

/BFH = /FIA
BF = BA por (LAL) = AHBF = ANAFI
HF =2 FI

O
Dice Riestra, sobre el enfoque de Oresme: “FEste problema es abordado por Oresme en
general, es decir, para cualquier cualidad que tenga la configuracion de la figura (1.7) (...)
Es en esta instancia que Oresme a partir de la relacion entre las dreas concluye lo mismo
para los espacios recorridos: el espacio recorrido por el movil serd entonces cuatro veces el

espacio recorrido en la primera mitad del intervalo de tiempo” [20)].

Observacion. Resulta pertinente aclarar que aun cuando en la obra de Oresme no se di-
ce explicitamente que el drea representa el espacio recorrido, este resultado es conclusion
evidente del razonamiento anterior.

Observacion. La demostracion de Galileo para el movimiento de los cuerpos en caida (s.
XVII) fue idéntica a la demostracion geométrica del teorema del valor medio hecha por

Oresme en el siglo XIV.

Segun cuenta la historia, entre 1589 y 1592, el cientifico italiano Galileo Galilei (entonces

profesor de matematicas de la Universidad de Pisa) dejo caer dos esferas de distintas masas
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P R Q 0

Figura 1.8: Demostracion original de Galileo para el movimiento de los cuerpos en caida
(s. XVII) [8]

desde la parte alta de la torre inclinada de Pisa para demostrar que el tiempo de descenso
es independiente de la masa del cuerpo que cae, de acuerdo con la biografia del alumno de
Galileo, Vincenzo Viviani, realizada en 1654 y publicada en 1717 [22].

Galileo estaba convencido de que en un espacio completamente libre de aire, dos cuerpos
en caida libre cubrian distancias iguales en tiempos iguales sin importar su peso. Sin embar-
go, muchos historiadores consideran que el de la torre de Pisa fue un experimento mental
mas que una prueba fisica. Sin embargo, Galileo si se dio cuenta de que el movimiento de
un objeto en caida libre era equivalente al movimiento de una esfera rodando por un plano
inclinado. Por lo tanto, disen6 un plano inclinado para estudiar el movimiento de esferas ro-

dando hacia abajo, donde se podria medir el tiempo transcurrido utilizando un reloj de agua.

De acuerdo con dicha historia, Galileo descubri6 a través de este experimento que los
objetos caen con la misma aceleracion, probando que su prediccion era cierta, y al mismo
tiempo negando la teoria gravitatoria aristotélica que enunciaba que los objetos cajan a una

velocidad proporcional a sus masas.
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Capitulo 2

Aportaciones de Domingo de Soto y
repercusion en la fisica y matematica del
siglo X V1 y posteriores

2.1. La clasificaciéon de los tipos de movimiento por Do-
mingo de Soto y ejemplos fundamentales

Como resultado de una extraordinaria labor de investigacion y recopilacion de textos
sobre Teoria del Movimiento medieval, W.A Wallace afirma en su ensayo The Enigma of
Domingo de Soto: Uniformiter difformis and Falling Bodies in Late Medieval Physics [29]
que Domingo de Soto es el primero en dar una clasificacion correcta y completa de los tipos
de movimiento, que ademas ilustra con ejemplos que demuestran su total comprension de

la misma.

2.1.1. Descripcion y clasificacion de los tipos de movimiento

En las distintas clasificaciones hechas por los estudiosos de la época, las distinciones entre
U y D se aplicaron generalmente a la intensificacion de cambios o movimientos; aplicado al
movimiento local intensidad se convirtié en sinénimo de velocidad o de el cambio de esta, y
por lo tanto, adjetivos calificativos como uniforme y disforme llegaron a tener un significa-
do cinematico. Para nosotros, un movimiento uniforme U es uno con velocidad constante v,
mientras que un movimiento disforme D tiene una velocidad cambiante. Ademas, un movi-
miento puede ser uniforme en cualquiera de estos dos sentidos: con respecto a las partes del
objeto movido, denotado U (x), en la medida en que todas las partes del objeto se mueven
con la misma velocidad; o con respeto del tiempo, simbolizado U (t), en el sentido de que la

velocidad del objeto en su conjunto permanece constante durante un intervalo de tiempo.
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Figura 2.1: Clasificacion de los tipos de movimiento segin Domingo de Soto.[29]

Esta distincion también se puede aplicar para movimientos disformes, produciendo los dos
tipos correspondientes, D (x) y D (t). Con la disformidad, ademas, puede introducirse una
serie adicional de distinciones.

Un movimiento disforme con respecto a las partes del objeto movido puede ser unifor-
memente disforme UD (x), en el sentido de que hay una variacion (espacial) uniforme en la
velocidad de las diversas partes del objeto, o disformemente disforme DD (x), en el sentido
de que no existe tal variacion (espacial) uniforme. Nuevamente, el movimiento puede ser
uniformemente disforme con respecto al tiempo, UD (t), o disforme en el mismo sentido,
DD (t). Ambos, a su vez, pueden subdividirse sobre la base de la direccién del cambio, es
decir, si esta aumentando o disminuyendo, para producir movimiento uniformemente acele-
rado UDacc (t), y movimiento uniformemente desacelerado, UDdec (t), o alternativamente,
movimiento de aceleracion disforme, DDacc (t), y movimiento de desaceleracion disforme,
DDdec (t). Las ocho posibilidades resultantes, de las cuales de todas es posible extraer una
ejemplificaciéon, se muestran en la Figura 2.1; en adelante los indices a la derecha serviréan

para enumerar tipos particulares de movimiento.

Los resultados muestran que Soto sigue siendo probablemente el primero en asociar la
expresion uniformiter difformis (con respecto al tiempo) con el movimiento de los cuerpos
en caida libre, algo resultado de una progresiéon de esquemas y ejemplificaciones utilizados
en la ensenanza de la fisica desde el siglo XIV al XVI. A continuacion detallaremos una lista

de los ejemplos que propone Soto para cada uno de los movimientos.
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2.1.2. Ejemplos de clasificaciéon de Domingo de Soto

La mayoria de los ejemplos que da Soto no son originales, ya habian sido utilizados
por uno o més de sus predecesores [30]. Aqui damos una lista de aquellos relevantes en la
cuestion de la clasificacion, aunque la obra de Soto contiene numerosos ejemplos de toda

clase para ilustrar sus ensenanzas de manera practica.

Ejemplo 2.1.1. Para el tipo I-1, da el caso de una piedra de un pie de longitud extendida

sobre una superficie plana (“si ... pedalem lapidem trahas super planitiem”)

Ejemplo 2.1.2. Para el tipo I-2 menciona el movimiento invariante de los cielos (“in

requlatissimo motu celorum perspectum est”)
Ejemplo 2.1.3. Para el tipo I-3, la rotacion de una piedra de molino (“mola frumentaria”)

Ejemplificar el tipo I-4 es méas complicado: Soto no puede proporcionar un ejemplo que
implique movimiento local y, por lo tanto, da uno que implique cambios cualitativos, como

es el caso del calentamiento. Su ejemplo es:

Ejemplo 2.1.4. El ejemplo de I-4 es un objeto de cuatro pies de largo que estd tan alterado
(cambiado en el sentido de siendo calentado) en una hora que su primer pie (de tamano)
adquiere uniformemente un grado de calor, y el sequndo uniformemente dos grados, el tercero

tres, etc.

Para lo cual proporciona el diagrama de una funcion escalonada. Soto observa que este tipo
de movimiento no es especialmente relevante, pero que ha dado este ejemplo por la sen-
cilla razén de que un movimiento local de este tipo es dificilmente posible: el movimiento
rectilineo debe ser uniforme en este sentido, y el movimiento rotatorio sélo puede ser uni-

formemente disforme.

Los tipos I-5 y I-6 Soto los define en conjunto y luego observa que “se encuentran en objetos

que se mueven de forma natural y en proyectiles”. Argumenta, para estos, lo siguente:

Ejemplo 2.1.5. Porque cuando un objeto pesado cae a través de un medio homogéneo
desde una altura, se mueve con mayor velocidad al final que al principio. La velocidad de los
proyectiles, por otro lado, es menor al final que al principio. Y lo que es mds, el [movimiento
del| primero aumenta de modo uniformemente disforme, mientras que el [movimiento dell

sequndo disminuye de manera uniformemente disforme.

Més adelante en el texto, mientras discute el mismo caso, “movimiento uniformemente dis-
forme con respecto al tiempo”, Soto elimina cualquier posible ambigiiedad en cuanto a lo

que se refiere con uniformemente disforme al hacer la observacion que sigue:
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Observacion. Si la velocidad de un objeto que se mueve uniformemente diferente debe ser
a juzgar por su velocidad mdaxima, como cuando un objeto pesado cae en una hora con un

aumento de velocidad de 0 a 8, ;deberia decirse que se mueve con una velocidad de 87

Su respuesta es en términos del Teorema de la velocidad media del que hablamos en la
seccion anterior, ya que Soto se decide a favor de la velocidad media (“gradus medius”) en

oposicién a la méxima. Lo justifica con la observacion:

Observacion. Por ejemplo, si el objeto en movimiento A sigue aumentando su velocidad
de 0 a 8, cubre tanto espacio como [otro objeto] B que se mueve con una velocidad uniforme

de 4 en el mismo [periodo de| tiempo.

Por lo tanto, no cabe ninguna duda sobre su comprension del término uniformiter difformis
y como esto se debe aplicar al hablar de objetos en caida libre. Finalmente, para ejemplificar
los tipos I-7 y I-8 Soto recurre al movimiento de los animales y a otros cambios biologicos,

afirmando:

Ejemplo 2.1.6. Un ejemplo seria si algo se moviera durante una hora, y durante una parte
[de la hora] se moviera uniformemente con una velocidad de uno, y en otra [parte] con
una velocidad de dos o tres, etc., como se experimenta en el movimiento progresivo de los
animales. Este tipo de movimiento ocurre con frecuencia en la alteracion de los cuerpos de

los antmales, y quizds pueda tener lugar en movimientos de aumento y disminucion.

Aunque se alude principalmente al tipo I-7, la mencién de la disminucioén al final (aunque no
es estrictamente un movimiento local) indica que también es consciente de las variaciones

decrecientes y, por lo tanto, incluye implicitamente el tipo I-8 en su ejemplificacion.
2.1.3. Ejemplos numéricos de Domingo de Soto
Donde se ejemplifica que la velocidad se da como cociente de magnitudes:

“Si. Pedro lanza una piedra con proporcion doble entre su fuerza motriz y la resistencia

de la piedra, en el caso de [que lance en cambio] una doblemente menos pesada, sobre la que

posee una proporcion doblemente mayor (...)".

Ejemplos como este hacen referencia a que la velocidad del movimiento en caida de

graves, se relaciona con la fuerza y la resistencia mediante un cociente, una proporcion

'Et si Petrus iaciat lapidem a proportione dupla inter vi:n suam motricem, & lapidis resitstentiam, ti
lana duplo leviorem, super quam habet duplo maiorem proportionem [9]
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geométrica. Este es el punto clave de la obra de Soto, ya que arrojaré luz sobre una cuestion
largamente formulada en los circulos cientificos desde el siglo XII. Como hemos visto al
hablar del contexto histérico en el que se enmarcan estos descubrimientos, existia ain una
gran confusion entre los seguidores de la escuela de Avempace y los de la de Averroes.
Domingo de Soto, se decanta por el cociente sentando un precedente que, como senalan
Wallace y Duhem, serda fundamental para el desarrollo de las investigaciones de Galileo
sobre la dindmica de los objetos. Galileo, conocedor de la obra de Soto, que habria llegado
a sus manos a través de los escolasticos italianos [29], da forma entonces a lo que serén los
fundamentos mas so6lidos que la fisica habia conocido hasta el momento. Més adelante, ya
en el siglo XVII, el propio Isaac Newton recogera esta herencia de Galileo para formular las

Leyes de Newton y constatar asi el inicio de una nueva ciencia.

2.2. Importancia y repercusién de las aportaciones de
Soto

Con base en los estudios previos realizados por Wallace, Duhem, Sols y Pérez-Camacho;
que adjudican a Soto no solo la autoria sino ademés el haber sido el primero en poner de
manifiesto todos estos conceptos en una obra de carécter académico (Super Octo Libros Phy-
sicorum Aristotelis, 1545), resumimos pues las diversas aportaciones de Soto y su respectiva

repercusion en la ciencia:

2.2.1. En cuanto a cinemaéatica:

Soto realiza una clasificacién completa de los tipos de movimiento y adjudica la caida
de graves a lo que él es pionero en denominar movimiento uniformiter difformis, esto es,
uniformemente disforme [29]. A dia de hoy esto se corresponde con una clasificacién atn
vigente: la de MRUA o movimiento uniformemente acelerado. Ademés, Soto considera la
medida de la velocidad del movimiento wuniformiter difformis (MRUA) por la velocidad
media en vez de por la velocidad final. Esto es de gran importancia, ya que debido a las
diferentes clasificaciones de los tipos de movimiento que desarrolla Wallace en su articulo,
algunos autores aun se refieren a la velocidad final como la magnitud escalar de sus estu-
dios. Soto da un ejemplo ilustrando cémo esto supone un error, y asi lo reproducimos a
continuacion Ejemplo de Soto (velocidad media) “Si la velocidad de un mdvil que es movido
uniformemente disforme ha de ser denominada por su velocidad mdxima, como en el caso de

un grave que cayera durante una hora desde velocidad nula hasta 8, ;ha de decirse movido
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con velocidad 8772. Este ejemplo muestra como el concepto de velocidad de Soto responde
en términos del Teorema de la Velocidad Media del Merton College, ya que es partidario de
nombrar la velocidad del movimiento uniformemente disforme por la velocidad media, no
por la maxima.

Su ejemplo termina de aclarar el asunto: “Si el movil A, durante una hora, va aumentando
siempre su velocidad de O a 8, recorre precisamente tanto espacio como [otro movil] B que
se mueve con velocidad uniforme de magnitud 4 en el mismo [periodo de] tiempo” ®. No cabe
duda sobre su correcta comprension del término uniformiter difformis, y de como se aplica

a un objeto en caida de graves.

2.2.2. En cuanto a dindmica:

Para Sols y Perez-Camacho, las palabras textuales de Soto “La velocidad del movimien-
to es alcanzada en cuanto a la causa segun la proporcion de los agentes sobre sus propias
resistencias” *. La expresion “proportionen proportionum” no esté libre de confusion. En la
tradicion de Bradwardine la proporcion de proporciones se entendié como una progresion
geométrica, que conduce a la anteriormente citada expresion y log(%). Sin embargo, no todos
los autores medievales y renacentistas entendieron esto. Un ejemplo es Giovanni Marliani
(1420 - 1483), quien por “proportionen proportionum” entendio6 la simple razon entre el mo-
tor y lo movido [14]. Nos hemos inclinado por esta interpretacion en el caso de Soto ya que

a la luz de sus ejemplos numéricos se elimina toda posible duda respecto a que se refiere a

fuerza motriz
resistencia interna’

la ley: v ~

2.3. Influencia en autores posteriores: Galileo y Newton

En sus estudios, Soto une los dos conceptos sobre los que se cimienta lo que hoy conocemos
como la cinemética o el estudio del movimiento de los cuerpos. Estos son: el movimiento uni-
formemente disforme, a lo que hoy llamamos movimiento uniformemente acelerado o MRUA
y la caida de graves. Esta relacion es ni mas ni menos que el principio que Galileo buscaba
en 1604 para establecer el fundamento de la cinematica. Curiosamente, Galileo al principio

no partia de esta concepcion, ya que seguia una corriente equivocada que consideraba que

2Utrum velocitas niobilis uniformiter difformis noli sil denominanda a grado velocistimo, ut si grave
decidat in una hora velocitate a non gradu usque ad 8. discendus sil moverit ut 8. [6]

3Si .a. mobile una hora moveatur intendendo semper motum non a grado usque ad .8. tantudem spatii
transmittet, quantum .b. quod per simile spatium eodem tempore uniformiter moveretur, ut .4. [7]

4Velocitas motus penes causam attenditur penes proportionem proportionum agentioni super suas ipsa-
rum resistentias [8]
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la velocidad era uniformemente disforme con respecto al espacio en vez de con respecto al
tiempo [29]. Fue més tarde, en 1609, y después de haber leido a Soto, que publica sus ideas
sobre la caida de graves en Quaestiones Super Octo Libros Physicorum Aristotelis en el ano

1545, cuando se di6 cuenta de su error.

Para establecer la correlacion dentre Domingo de Soto y Galileo Galilei, es necesario mirar
hacia las fuentes de las que beben ambos autores, ya que Galileo llega a conocer las ideas
de Soto, no por él mismo sino por sus discipulos, al moverse en los circulos de estudiosos
dominicos, orden religiosa a la cual pertenecia Soto.

En primer lugar hay que resaltar que las ideas de Soto son originales y que no corresponden
a un conocimiento colectivo de la época. William Wallace en The Enigma of Domingo
de Soto: Uniformiter Difformis and Falling Bodies in Late Medieval Physics estudia a 19
autores anteriores y contemporaneos a Soto con el resultado de que Soto es el tinico que parte
de describir el movimiento con una séla variable independiente que es el tiempo. Los demas
tratan de describirlo con dos variables independientes, el tiempo y el espacio, lo que no les
permiti6 llegar a la descripcion correcta. Curiosamente hay otro que partié de utilizar una
sola variable, pero utiliz6 la espacial, un espanol llamado Diego Diest. Galileo cita a Soto en
dos ocasiones aunque no relacionadas con la caida de graves, que senalamos a continuaciéon

y que se encuentran en la obra Le Opere di Galileo Galilei (8] :

Deus potest supplere concursnm cuiuscungue' causae extrinsecae ;
ergo [ete.]. De gualitatibus vero Seotus et Durandus in 3° distinctione
13, Richardus et Aegidiug in p.” distinetione 17, Henvicus quodl. 5 .°
22, Caletanus 3* parte q. 7 et q. 10 art. 4, et 2* 2% q. 24 art. 7, lo-
quentes de qualitate gratiae, negant, qualitatem posse augeri in infi-
nitum intensive ; quia, enm aliae qualitates a gratia sint creatac ot
limitatae, proprietates essentiae debent habere certum terminum, licet

(1)
intrinsecum, in intensione. At vero Capreolus in 3° distint. 13 q. p.*
ot p.* dist. 17 . 4, Almainus et Gregorius ibidemn, Occam ibidem
et in 3° distinetione 13 . 7, SotuS p.” Phys. q. 4 art. 2°, ubi ostendit
hanc csse sententimm D. Thomae in De veritate q. 29 art. 5; quod
gl, 13 part. q.
de lege ordinaria; dicunt: licet qualitas de se habeat certum ter-
minn in intensione, tamen de potentia absoluta potest angeri. It
potest assignari haec ratio: quia qualitates non sunt ita intrinsece
instrumenta formaruw, ut essentialiter includant latitudinem debitau

-

7 art. 12, videtur dicere contrarium, debet intelligi

formae. Ad hane sententiam accedunt Bonaventura et Cartarius. Equi- @

Figura 2.2: Galileo cita a Soto en su manuscrito Juvenalia. Fuente [S] p. 144

Traduccion del texto: “las propiedades de la esencia deben tener un limite fijo, aunque 10

23



intrinseco, en intensidad, pero de hecho Capreolus distingue en 3°, 13 q.p. y P. en dist. 17
p. 4, Almainus y Gregory en el mismo lugar, Occam en el mismo lugar y en 3° distincion 13
q. 7, Sotus p.° Phys. q. 4 arte. 2, donde muestra que esta es la opinion de Santo Tomds en
De Verity, q. 29 arte. 3; si, 13 parte. q. 7 arte. 12, parece decir lo contrario, debe entenderse
de la ley ordinaria; dicen: aunque la calidad de la misma se fija al menos tres veces en

intensidad, todavia se puede aumentar desde la potencia absoluta.”

Prima opinio est dicentiun, omnes res naturales, practer elementa,
habere terminos magnitudinis et parvitatis intrinsecos; elementa vero
habere terminum intrinsecum parvitatis, magnitudinis vero nullum:
ita 1). Thomae in p.* Phys. t. 36, 38, De generatione t. 41, et p.* parte
q. 7 art. 3; Capreoli 2° dist. 19; 86H p.° Phys. q. 4; et Thomista-
rnm ommnium. Probatur, primo, authoritate Aristotelis p.” Phys. 36, =
ubi hoe dieif ; et t. 38 affert argumentum contra antiquos, quod, si
non datur maximum et minimum, nihil valeret. Sic enim conelndit
contra Anaxagoram: Si ex quolibet potest quodlibet separari, non
datur minimum ; sed omnes res naturales habent minimum; ergo ete.

Figura 2.3: Galileo cita a Soto en su manuscrito Juvenalia. Fuente [S] p. 146

Traduccion del texto: “ La primera opinion es la de quienes dicen que todas las cosas natura-
les, excepto los elementos, tienen limites intrinsecos de magnitud y pequenez; los elementos,
sin embargo, tienen un limite intrinseco de pequenez, pero minguno de grandeza, asi Santo
Tomds en p.Soti, Phys., q.4, y tomista de todas las cosas: estd probado, primero, por la
autoridad de Aristoteles en Phys. porque asi concluye contra Anaxdgoras: «Si algo puede
separarse de algo, no hay un minimo, pero todas las cosas naturales tienen un minimo, por

lo tanto, etcy.”

2.3.1. Newton y el concepto de masa inercial.

El concepto de Resistentia Interna (Resistencia Interna) de Domingo de Soto, constituye
un antecedente indudable de la resistanza interna de Galileo, y se encuentra muy proximo
a la masa inercial de Newton. No hemos encontrado una expresiéon tan clara del concepto
de resistencia interna en ningtn autor anterior a Soto [4]. El concepto de resistencia interna
(que Newton llamaria masa inercial) es claro en Domingo de Soto. Veamos a continuacion

algunos de los ejemplos més claros de ello:

“Por que, sno es absurdo (ineptitud) decir que a mayor mole, mayor resistencia?” °

?Quare non dicerciur inepte quod major mole major est quodanimodo resistentia’, Quaestiones lib. 7.
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También en las Quaestiones lib. 7, tenemos:
“Lo que es movido es una resistencia, que ha de ser superada por la fuerza motriz.” °

Sobre el cardcter de esta resistencia, vemos que Soto la entiende como como interna y
no soélo la resistencia externa del medio. Esta resistencia interna es proporcional al peso,
y debe ser superada para producir el movimiento. Sin duda es un claro antecedente de la
resistanza interna de Galileo, ya que la distinciéon entre peso y masa esta implicada en la
hipotesis de Galileo de que en el vacio todos los cuerpos caerian con la misma aceleracion.
Para Soto, una mayor resistencia implica una mayor capacidad de recibir el impetus. Este es
un dato més que sostiene la hipétesis de que esa resistencia interna es lo que Newton llama-

ria masa inercial. Aun mas claramente es expresado por su discipulo Francisco de Toledo [26]:

“La velocidad del movimiento consiste en el exceso de la fuerza sobre la resistencia: (...)

porque la resistencia estd en el cuerpo.””
Y también:

“FEl caballo no es fuerza motriz pura, sino que a la vez tiene resistencia, pues su cuerpo

le resiste, y no sdlo el peso. (...) No sdlo la piedra tiene resistencia, sino la densidad del

aire, (...), por las que resisten a la fuerza motriz.” ®

q. IV, fol. 95. col. d.

6(Quod movetur est resisientia quae a virtute motrice superanda est, Quaestiones lib. 7, q. IV, fol. 93.
col, e.)

"F.Toledo. op. cd, p. 447. {Quia resistentia est in corpore!

8F.Toledo. op. cii., p. 448.
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Capitulo 3

Modelizacion matematica actualizada de
un problema medieval

Una vez analizados los métodos que emplearon Bradwardine, Soto y Galileo en el perio-
do de los siglos XIV - XVII para abordar el problema de la modelizaciéon del movimiento
uniformiter difformis, en este capitulo daremos un salto técnico de cinco siglos para diseniar
un experimento propio. Apoyandonos en los métodos numéricos y herramientas de modeli-
zacion conocidas en la actualidad, trataremos de determinar si la formalizacion correcta que
hace Domingo de Soto del problema del movimiento como v = % es compatible con la de
Bradwardine v = log% en el rango de datos que manejaban los autores medievales, y por lo
tanto facilmente confundibles entre si. Ademas, estudiaremos cual es la solucién en funcién
de varias variables sobre las cuales daremos condiciones para que el problema se resuelva
con una tasa de error aceptable.

El objetivo de este capitulo es entonces determinar si, asumiendo el error en las medicio-
nes que pudieran cometer Soto y Bradwardine, sus modelos resultan razonadamente similares
para los casos que manejaban. Teniendo en cuenta la poca precision de los instrumentos de
medida de la época y las limitaciones técnicas, pretendemos dar asi una justificacién de por
qué se di6 la confusion entre ambos modelos durante los siglos XIV-XVI.

3.1. El problema a resolver

En todo momento haremos referencia a un experimento del tipo caida libre (I-5 segun la
clasificacion de Soto 2.1.5), aunque el estudio para otros tipos de movimiento es igualmente
interesante y quizéas halle lugar en un trabajo posterior. Como nota histérica, un experimen-
to de estas caracteristicas (similar al supuestamente planteado por Galileo en Pisa) se llevo
a cabo varios anos después en Delft, Paises Bajos, donde Simon Stevin y Jan Cornets de

Groot (matematico y fisico, respectivamente) realizaron el experimento desde lo alto de la
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iglesia Nieuwe Kerk. El experimento es descrito en un libro de Stevin de 1586: De Beghinse-

len der Weeghconst (Los principios de Estdtica), un manual sobre el estudio de la estética:

“Vamos a tomar (tal como Jan Cornets de Groot, diligente investigador de los misterios
de la Naturaleza, y yo hemos hecho) dos bolas de plomo, una de ellas diez veces mds grande
y pesada que la otra, y las dejaremos caer juntas desde una altura de 30 pies de alto y esto
nos mostrard, que la bola mds ligera no se adelanta diez veces a la pesada, sino que caen
guntas al mismo tiempo en el suelo. (...) Esto nos permitird comprobar que Aristdteles estaba

equivocado.”

3.2. Modelizacién de los datos del problema

Estudiaremos y analizaremos la idoneidad de tres modelizaciones distintas, atribuidas
respectivamente a Domingo de Soto/ Galileo, Avempace y Thomas Bradwardine segin lo

visto en capitulos anteriores.

vo = 0m/s ® h

a=—9,8m/s

Figura 3.1: Representacion del movimiento de caida libre.

Definicion 3.2.1 (Modelizacién de Avempace).
n=F-R (3.1)
donde vy:= velocidad, F:= fuerza y R:=resistencia.
Definicion 3.2.2 (Modelizacién de Thomas Bradwardine).
vy = log(F/R) (3.2)
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donde vy:= wvelocidad, F:= fuerza , R:=resistencia y log hace referencia al logaritmo

NePeriano.
Definicion 3.2.3 (Modelizacién de Domingo de Soto).
vs=F/R (3.3)
donde vs:= velocidad, F:= fuerza y R:=resistencia.

Al representar las graficas de estas ecuaciones como funciones con parametros fuerza y

resistencia, obtenemos el siguiente resultado:

Figura 3.2: Comparacion de las funciones vy (violeta), vy (rosa), vs (azul).

Estudiando estas graficas', y asumiendo la existencia de un rango de error en los datos,
daremos condiciones sobre el dominio en el cual son compatibles las distintas expresiones.
Para tener en cuenta este error consideraremos un engrosamiento de la funciéon, que veremos
mas adelante. Para analizar esto, resulta conveniente disminuir el problema en una dimen-
sion. Geométricamente, esto supondra intersecar las superficies anteriores con el plano dado
por un valor constante de la resistencia. Sean entonces, en el problema clasico de hallar la

ecuacion de la velocidad, las magnitudes:
xr = Fuerza
y = Variacién del movimiento (Aceleracion %(t) =a(t))
A = Resistencia

Y sean los modelos dados por:

Link al applet de Geogebra para una mejor visualizacion: https://www.geogebra.org/m/tqm7huzb (Rea-
lizado por la autora)
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A (Avempace) y =z — A

B (Bradwardine) e’ = ¢

C (Soto) y = %

Veamos de modo algebraico, si fijamos un valor A de resistencia (es decir, una masa fija),
para qué valores de x se verifican las igualdades entre modelos. Lo que queremos es, para el

mismo movimiento y (esto es, el mismo resultado en los modelos) obtener un valor de fuerza
x en funcion de la resistencia \.

Observacion. Si estuviéramos en otro caso que no fuera el de la caida libre (ej. 16 - Tiro

parabolico o lanzamiento de proyectiles 2.1.5) y quisiéramos variar la fuerza con la que se
lanza el objeto desde cierta altura, tendriamos como variable la x en lugar de la y.

1. Comparativa entre los modelos A y B

ey:§ < y = logx — logA\

logr —logh =2 — A <= logr —x =logh — \ <= x =\

2. Comparativa entre los modelos A y C

yz%;y:x—)\... — x—)\:§ = A-N-2=0 <= 1(A-1)-\N=0 = 2=

3. Comparativa entre los modelos B y C (Nétese que estamos tomando A = —)

x
ey:X <~ y = logr — logy

1
y = logx — logy = § < logz — = logh <— elogT=XT =\ = elooe

T e’ 1
= T EAES — = = =AM = " —Ar =0
ex T Aex

A
y\e| =
>~

De estos resultados podemos concluir que los puntos de encuentro entre los modelos A
y B, y los modelos B y C se dan para un tnico valor de la fuerza. Por lo tanto, su relacion
es practicamente anecdética. No ocurre lo mismo con los modelos B y C, de hecho estos
se encuentran en el conjunto de valores de A tal que e* — Az = 0, que se corresponde
geométricamente con los puntos de corte de las funciones y = e y y = Ax

Por lo tanto, se entiende que en ciertos intervalos de valores, los modelos de Soto y
de Bradwardine devuelvan resultados muy similares. Esto es, las graficas se cortan en dos
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Figura 3.3: Grdficas para Figura 3.4: Grdficas para Figura 3.5: Grdficas para

puntos y/6 la distancia que las separa es muy pequena. Veamos ahora cuél es este conjunto
de valores dentro del cuil nos podemos mover entre ambos modelos con una tasa de error
baja. Una opcién podria ser resolver el problema utilizando geometria analitica. Para ello,
buscariamos la solucién de:

[f(2) = g(2)| <€ &= —e< f(x) —g(x) <e = g(v) —e< flr) <g(r)+e

Para ¢ > 0 tan pequeno como queramos para que los modelos estén lo mas proximos

que estimemos oportuno. Geométricamente, representamos el engrosamiento de g, g(m) +e

iy

como la franja:

Figura 3.6: Engrosamiento de g(x)

Los puntos A, B son los puntos de corte (si los hay) de f(z) y g(x)+ €. Del mismo modo,
los puntos C, D lo seran (si los hay) de f(z) y g(z) — €. Asi, el conjunto de puntos que
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verifican |f(z) — g(z)| < esera: X :={xr e R: 2z € (A,B)JR\ (C,D)}

Sin embargo, después de estudiar esta opcion, hemos considerado més interesante resol-
verlo como un problema de optimizaciéon, para asi utilizar herramientas lo mas modernas
posible en contraste con el origen del problema. Sean entonces P = (z1,y1) v Q = (22, y2)
puntos pertenecientes a las curvas Cy := f(z) = y = e* y Cy := g(x) = y = az res-
pectivamente. El problema consiste en resolver el problema de minimizacién sujeto a las

restricciones:
min z = dist(P, Q) (3.4)

s.a PeC]
Qe

Esto es, de forma explicita:

min z = /(22 — 1)% + (y2 — 11)?
sa y1 = f(r1) =™
Yo = f(x2) = Azy

Observaciéon. En todo momento con la funcion z = dist(P,Q) hacemos referencia a la

distancia euclidea usual de R?.
Observacion. Este problema se puede extender de forma trivial a curvas en R™.

Tenemos pues un problema de optimizacion no lineal sujeto a restricciones paramétricas no
lineales. Como el tema de la optimizacion paramétrica excede el contenido de este trabajo,
planteremos de forma general la teoria utilizada para resolver dichos problemas tal como
aparece en [7] y [25], y utilizando programas de calculo simbolico daremos una primera
aproximacion a la solucién tomando valores para el parametro A. En la siguiente seccion,
contemplaremos brevemente y tnicamente de forma tedrica la optimizacion paramétrica,
empleando como base los conocimientos adquiridos en las asignaturas de Investigacion Ope-

rativa y Optimizacion del Grado de Matematicas.

Consideremos problemas no lineales de la forma

P :min f(x)
A (3.5)
sa veF:={xeR" g;(z) <0,j€J}

Donde J denota el conjunto de indices J = {1,...,m} y F' la region factible. Supondremos

f,g9; € C* j € J alo largo de esta seccion.

31



Definicion 3.2.4 (Conjunto de indices activos). Sea 7 € F
(@) = {j € Tlg;(x) = 0}
Definicion 3.2.5 (Funcion y Multiplicadores de Lagrange). En un entorno de x, sea
L(z,p) = f(x)+ > pig;(x)
J€Jo(2)
la funcion de Lagrange. Los coeficientes ji; se denominan multiplicadores de Lagrange.

Definicion 3.2.6. 1. Decimos que la Cualificacion de Restriccion de Independencia Li-
neal (LICQ por sus siglas en inglés) se satisface en T € F' si los vectores Vg;(Z),j €

Jo(z) son linealmente independientes.

2. La cualificacion de restriccion Mangasarian Fromovitz (MFCQ) (mds débil), es satis-

fecha en & € F si existe un vector € tal que Vg;(z)§ = 0 para todo j € Jo(Z)

Definicion 3.2.7 (Puntos Karush-Kuhn-Tucker (KKT)). Sea el problema P y supongamos
T una solucion local, siendo T un punto reqular para las restricciones. Entonces existen

multiplicadores f1; con j € Jo(Z) (unicos) tales que:

fr; >0
;" g(z) =0

Estas condiciones son conocidas como condiciones KKT y los puntos que las verifican como
puntos KKT.

Enunciamos a continuaciéon las condiciones necesarias y suficientes de optimalidad del

problema P.

Theorem 3.2.1 (Condiciones necesarias de optimalidad de primer orden (FOC)). Seaz € F

un minimizador local de P.

1. Entonces existen multiplicadores fig, ji; > 0 para j € Jo(Z) no todos nulos, tales que

se cumple la condicion de Fritz John (FJ):

OV (E) + Y Vg(E) =0

Jj€Jo(Z)
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2. Si ademds se verifica MFCQ en T, entonces existen multiplicadores i; > 0 para j €
Jo(Z) tales que se cumple la condicion de Karush-Kuhn-Tucker (KKT):

Vi@ + Y V(@) =0

j€Jo(Z)

Demostracion:

Podemos encontrar una demostracion en [7]. La prueba de 1 (Condiciéon primal) se deriva
del Lema de Farkas. Para probar 2 (Condicion dual) se adapta la demostracion del Teorema
de KKT, extendiendo el vector 15, j € Jo(Z) a un vector fi > 0 definiendo fi; = 0Vj ¢ Jo(Z).
O

Theorem 3.2.2 (Condiciones suficientes de optimalidad de primer orden (SOC)). Sea & € F
tal que satisface LICQ. Supongamos que la condicion KKT se satisface con multiplicadores

ftj > 0 para j € Jo(Z)

V.L(Z, i) = Vf(x)+ > 5Vg(x) =0
J€Jo(@)
de tal manera que se cumpla la complementariedad estricta (CS): g; > O0Vj € Jo(z)

y|Jo(Z)| = n. Entonces T es un minimizador local de P de orden 1.

Demostracién:
De nuevo, se puede encontrar en |7]. La ultima afirmacion se puede probar de forma

sencilla modificando la demostracion anterior. O

Theorem 3.2.3. Sean f,g; funciones C*. Supongamos que T € F satisface MFCQ y la
condicion KKT para un cierto multiplicador i > 0, asi como SOC. Entonces T es un punto
KKT aislado de P (localmente tinico).

Demostracion:

Se puede consultar en [25]. O

Aplicando esta teoria al problema de minimizacion (3.4) obtenemos la existencia de solucion
factible y obtenemos dicha solucion utilizando el programa de célculo simbolico MATLAB.
Para ello, utilizaremos la funciéon fmincon, una herramienta de MATLAB para optimizar

problemas no lineales con restriciones no lineales como es nuestro caso. 23]
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function f = objectiveFcn(optimInput)

x = optimInput(1);

y = optimInput(2);

f = sqrt((y-x)~2+(y-x)~2)-1;

end

function [c,ceq] = constraintFcn(optimInput)

% Note, if no inequality constraints, specify c = []
% Note, if no equality constraints, specify ceq = []

x = optimInput(1);
y = optimInput(2);
ceq(1l) = y-exp(x);
ceq(2) = y-4x*x;
c=1[1;

end

[x,fval] = fmincon(objectiveFcn, [0,0],A,b,Aeq,beq,1lb,ub,constraintFcn,options)

First-order Norm of

Iter F-count f(x) Feasibility optimality step
@ 3 -1.000000e+0@ 1.000e+0@ ?.000e+00 E
1 6 4.142136e-01 6.228e-02 1.482e+0@ 1.374e+00 —
2 9 5.156684e-01 4,022e-04 1.82%e-01 9.860e-02
3 12 5.163323e-01 1.750e-08 2.300e-06 6.452e-04
4 15 5.163323e-081 2.220e-16 1.6@86e-08 2.887e-08
06 Best Function Value: 0.516332
Best function value (infeasible) | =
0.4l " Best function value
0.2}
@ oF
=
2
5 02
54
=
=]
T 04t
0.6 |
08}
-1

0 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4
Rteration

Figura 3.7: Resultado de la optimizacion para A = 4

Interpretacion de los resultados obtenidos: La tabla de iteraciones tanto en el drea de salida
de tareas del Live Editor (Figura 3.5) como en la ventana de comandos de MATLAB muestra

cémo MATLAB busco el valor minimo de la funciéon dada por objectiveFen.
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1. La primera columna, denominada Iter, es el nimero de iteraciones que fmincon tarda

€1 converger.

2. La segunda columna, etiquetada F-count, informa sobre el ntimero acumulativo de

veces que se evalu6 la funcién objectiveFen en el proceso de encontrar un minimo.

3. La tercera columna, etiquetada como f(x), muestra el valor de la funcion objetivo. El
valor final, en este caso 0.516332, es el minimo informado en la ejecuciéon de Optimize

y al final del mensaje de salida en la ventana de comandos.

4. La cuarta columna, Feasibility o, en castellano, Viabilidad, muestra el valor de la
funcién de restricciones constraintFen en cada iteracion donde la restriccion es positi-
va. Cuando el valor de constraintFen es negativo en una iteracion, esto significa que

satisface la restriccion.

Una vez estudiado el problema para un valor fijo de A, nos hacemos la siguiente pregunta:
JEn qué rango de valores podemos mover este pardmetro si queremos que el problema
converja a una solucion factible? Esto entra en el campo de la oprtimizaciéon paramétrica. Por
el momento, veamos para algunos valores enteros de A si el problema tiene solucion factible.
Haciendo pruebas en MATLAB, modificando en constraintFen la restricion ceq(2) = y—4xx;

por ceq(2) =y — A xz; para A € {0,1,2....}, obtenemos que para A = 1,2 el problema es

infactible.
iier 1 —wuwne fwAr i smsivitiiy  uplameiiiy aiep
31 228 4.142136e-01 3.86%e-01 5.767e-86 6.635e-1@
First-order Norm of i - =
Iter F-count f(x) Feasibility optimality step 0.5 Best Function Value: 0.414214
] 3 -1.0000@0e+00  1.000e+80  1.41de+oe@ B =l oLl &
o Best Function Value: -1 = T h
-0.2
0 T
-0.4 o
=2
08 5 .
2
QY Z
2 Z
5§ 4 - 05
g
512
-1.4
-1.6
1 . . :
18 0 .1 10 15 20 25 30 35
Reration
'20 0.2 0.4 0.6 0‘_8 1 Converged to an infeasible peint.

Rteration fmincon stopped because the size of the current step is less than
. . . the value of the step size tolerance but constraints are not
Converged te an infeasible point. satisfied to within the value of the constraint tolerance.

Figura 3.8: Resultado de la optimizacion para  Figura 3.9: Resultado de la optimizacion para

A=1 A=2
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First-order Norm of First-order Norm of

Iter F-count f(x) Feasibility optimality step ‘ Iter F-count f(x) Feasibility optimality step %
] 3 -l.0000@de+@e 1.00802+00 1.332e-15 E ] 3 -l.c080e0c+@e 1.00@e+0@ 2.220e-16
1 6 4.142136e-01 1.487e-081 1.508e+00 1.581e+00 — 1 6 4.142136e-81 5.573e-14 2.828e+@@ 1.0802+00 E
2 9 7.255093e-01 1.036e-02 2.969e-a1 3.480e-01 2 ] 4.142136e-01 3.000e+00 1.49¢e-08 5.573e-14
3 12 7.507873e-01 7.372e-85 5.667e-@3 2.826e-02
4 15 7.509697e-01 3.862e-89 1.951e-06 2.040e-04 Best Function Value: 0.414214
5 18 7.509697e-01 2.220e-16 1.553e-08 1.069¢-08 05

. *  Best function vaiue (infeasibie) | =
0 Best Function Value: 0.75097 = Best function vaiue
1 *  Best function vaie (infeasibie,
0.6 % Best funciion vae
0.4

0.2

Function value

02 08

Function value

-0.4

-0.6

1 | ! |
-0.8 0 05 1 15 2

Iteration

o 1 2 3 4 5 Local minimum found that satisfies the constraints.

Figura 3.10: Resultado de la optimizacion  Figura 3.11: Resultado de la optimizacion
para A =3 para A = 107

Sin embargo, para valores del parametro mayores que 2, obtenemos soluciéon factible.
Por lo tanto, concluimos que el problema de minimizacion (3.4) tiene una solucién factible

para valores enteros del parametro A > 2. Recordemos que este parametro lo tomamos como

A= 1% donde A es la resistencia o masa. por lo tanto, para valores grandes de A, esto es,
Valoré\g pequenos de la resistencia, se tiene una compatibilidad entre los modelos de Soto y
de Bradwardine que, como veremos en el siguiente capitulo, dadas las condiciones materiales
de los experimentos que se hacian en la época, pudo ser la causa de confusion entre ambos

modelos.

3.3. Optimizacién paramétrica. Analisis de sensibilidad
y algoritmos mp-QP y p-NSGAII

No existe una forma obvia de extender las técnicas tradicionales para la optimizaciéon
multiobjetivo al caso de los parametros. El enfoque técnico mas comun empleado para la
optimizaciéon paramétrica es combinar técnicas de optimizacion tradicionales de funciones
lineales, cuadraticas, convexas no lineales, etc; lo cual da lugar a los llamados analisis de sen-
sibilidad. En general, el analisis de sensibilidad tiene como objetivo describir como cambia la
respuesta de un modelo con la perturbaciéon de un cierto parametro. En la bibliografia con-
sultada, la mayoria de las técnicas basadas en el anélisis de sensibilidad para la optimizacion

paramétrica se limitan a problemas lineales, cuadraticos y enteros mixtos. Dentro de este
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campo existe una diversa gama de algoritmos y resultados generales. Vamos a introducir dos
de ellos: el algoritmo de programacion cuadratica multiparamétrica (mp-QP) y el algoritmo
p-NSGAII [9]. El algoritmo mp-QP asume restricciones lineales con parametros en el RHS
(Right Hand Side). Como resultado, los parametros deben ser términos lineales aditivos. El
algoritmo mp-QP divide iterativamente el espacio de busqueda para encontrar el conjunto
de soluciones 6ptimas en funciéon del parametro. La soluciéon es un conjunto de funciones
lineales por partes sobre el parametro. En cuanto a p-NSGAII, surge como una extension del
Algoritmo Genético de Ordenacion No Dominada IT (NSGAII) para el caso paramétrico. En
p-NSGALII el problema se resuelve restringiendo el valor del parametro, para luego resolver el
problema multiobjetivo resultante con NSGAIIL. Un ejemplo de optimizacién multiobjetivo

que se puede resolver con NSGAII es:
min, f(x,6) (3.6)

sa e <0, <eVi=1.p
gi(z,0) <0Vi=1..4q
hi(x,0) =0Vi=1..r
Donde x € X CR"y f(z,0) = (fi(z,0), fo(x,0), ..., fr(x,0)).

3.4. Analisis de los datos obtenidos y correlacién con los
resultados medievales

Las caracteristicas de los experimentos realizados por Bradwardine y Soto respectiva-
mente hacen caer sus resultados sobre la “tierra de nadie” de los dos modelos, haciendo que
se puedan confundir. Otras cuestiones que se podrian analizar, pero que por su extension
debemos dejar para trabajos posteriores son: ;Cuantos datos y en qué rango de valores son
necesarios entonces para modelizar satisfactoriamente un experiemento dado? O bien ; Cuél
es la probabilidad de que, escogiendo una serie de datos al azar, el resultado de la modeli-
zacion sea satisfactorio? Respecto a la cuestion que nos ocupa en este caso, discernir si los
experimentos practicos bastan para diferenciar entre modelos; analizando ejemplos numérico
de Soto (visto en la seccion 2.1.3) y de Bradwardine (visto en la seccion 1.5) vemos que para
el tipo de datos que manejaban estos autores del siglo XIV-XVI, los modelos propuestos por
Soto y por Bradwardine proporcionan unos resultados notablemente similares. En el caso de
Soto, en varias ocasiones menciona resultados numéricos como v = 4 6 v = 8. Recordemos

que A = -1, Teniendo en cuenta que los objetos de estudio de la teoria del movimiento son

e
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tradicionalmente similares a piedras y plumas, y asumiendo que la masa de una pluma de
gallina es aproximadamente de 8,2210 %kg y la de una piedra que pueda ser lanzada a pulso
desde lo alto de la torre de Pisa es de 1kg, tendremos valores de A en el intervalo [0, 0,36788].
Para un valor en este intervalo (p.ej A = 0,1) el resultado del problema de optimizacion es

infactible:

Best Function Value: -1

o

[ = Best function value [infeasblel |

Function value
[ o
o~

[

\ \ \ \ )
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Iteration

o

Figura 3.12: Resultado de la optimizacion para A = 0,1

Esto puede deberse a errores en el algoritmo de optimizacién fmincon debido a que el
valor de A tiende a 0 y MATLAB no puede procesar la segunda reestriccién del problema.
Sin embargo, volviendo al plano geométrico vemos que para valores de A — 0 se tiene que
las imagenes de las funciones y = expx y y = Az practicamente se superponen, ya que la
asintota horizontal de y = exp x es precisamente la imagen de y = Az para valores pequenos
de A. Para aceptar este razonamiento, como nos encontramos al lado izquierdo del eje de
abcisas, tenemos que asumir que la x, e.d la fuerza, pueda tomar valores negativos. Como
estamos en el caso de la caida libre, la fuerza es precisamente la masa por la aceleracion
de la gravedad y = f = ma = —9,8m. Como el origen de coordenadas esta en el suelo,

tendremos valores negativos de la fuerza.

Figura 3.13: Grdficas para A =0, e =1 Figura 3.14: Grdficas para A =0, e = 0,2

Por lo tanto, asumiendo que el error en las mediciones sea mas pequeno que el error

admitido e, se tendria que los modelos resultan, en efecto, intercambiables.
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Capitulo 4

Conclusiones

En cuanto al desarrollo de este trabajo, he tenido que recurrir a conocimientos adquiridos
en diferentes asignaturas cursadas durante el grado. Por supuesto, ha sido indispensable
para mi el haber cursado Historia de las Matemaéticas, asignatura que no solo me inspird
para solicitar este trabajo sino que también me proporciond conocimientos y herramientas
de busqueda a las que he echado mano de forma recurrente durante todo el proceso de
investigacion llevado a cabo en los Capitulos 1 y 2. Sin embargo, para el Capitulo 3, he
tenido que hacer uso no solo de asignaturas vistas durante la carrera como Geometria y
Algebra Lineal para plantear los sistemas que me llevaron a encontrar los modelos; también
han sido fundamentales los conocimientos adquiridos tomando como base las asignaturas de
Investigacion Operativa y Optimizacion; y las asignaturas de Métodos y Analisis Numérico,
que me ensenaron a utilizar el software MATLAB con soltura y que han sido indispensables

para la resolucién del problema.

Figura 4.1: Polinomio de Bézier de grado 5.

Aparte de todos los conocimientos que ya tenia, he adquirido otros que se encontraban
fuera del curriculum académico del Grado de Matematicas, como los polinomios de Bézier

(ver Figura 4.1) y de Bernstein (usados y luego descartados para el problema de modeliza-
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cion) y todo el tema de la optimizacion no lineal y optimizacion paramétrica, para lo cudl
ha sido indispensable recurrir a trabajos de investigacion especificos sobre la materia.

En la realizacion de este trabajo ha sido fundamental el conocimiento y uso de sistemas
de busqueda de bibliografia, tanto en digital como en fisico. Esto me ha ensenado a valo-
rar el hecho de poder consultar bibliografia especifica sobre un tema, ya que en numerosas
ocasiones he tenido que poner en marcha todas mis habilidades de biisqueda para encontrar
documentos que a veces eran complicados de encontrar por su antiguedad o por la falta de
medios digitales. Uno de los mayores retos y también uno de los momentos més emocionan-
tes que he vivido realizando este trabajo ha sido el poder acceder a las fuentes originales en
el Archivo Historico de la Biblioteca Nacional, donde pude consultar in situ los textos de

Domingo de Soto en su edicion de 1572.

Por otra parte, en cuanto a los resultados de la investigacion, estas son mis conclusiones:
a la luz del momento histérico en que Domingo de Soto lleva a cabo sus estudios, podemos
afirmar que sus ideas son un adelanto de la revoluciéon galileana que tendria lugar un siglo
mas tarde, y suponen un avance cualitativo en el desarrollo de la Fisica clasica que comienza
con Aristoteles y alcanza su cumbre con Newton. Hay un amplio consenso entre los autores
més citados en esta cuestion sobre el evidente influjo del concepto de Resistencia Interna de
Soto en la resistanza interna de Galileo, preludio del concepto de masa que acunaria Newton.
Ademaés, para los historiadores de la ciencia que han seguido la estela de las ensefianzas de
Soto, el rastro de su doctrina puede seguirse a través de las lecciones de los jesuitas y
discipulos de Soto en el Colegio Romano (fundado por Ignacio de Loyola en 1551), al que
asistio Galileo [30]. Esta afirmacion se basa en el hecho conocido de que el Tractatus de
Elementis, asi como otros escritos por el joven Galileo en Pisa alrededor de 1589 - 1591,
estan basados en las Lecciones impartidas por jesuitas contemporéneos de Galileo en el
Colegio Romano. Ademas, los resultados obtenidos en el Capitulo 3 nos confirman que dada
la tasa de error de las mediciones y la falta de herramientas matematicas para abordar
el problema del movimiento uniformiter difformis, los experimentos que se hacian en el
siglo XVI no servian para diferenciar los métodos de manera numeérica, y por lo tanto una
correcta interpretacion y modelizaciéon como la de Domingo de Soto, ha de deberse a un
pormenorizado estudio tedrico de la materia y a una comprension absoluta de la misma.

Finalmente, ante el resultado de nuestro anélisis de las aportaciones de Domingo de
Soto a la Mecéanica Clasica, proponemos esta consideracion: tras una lenta maduracion en
el seno de la fisica de la Edad Media, las ideas de Domingo de Soto fueron recogidas por
Galileo y posteriormente por Newton, quienes las llevarian hasta lugares que solo era posible

vislumbrar subidos a hombros de gigantes.
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