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RESUME

Ce travail propose une réponse au probleme didactique de comment mettre en place un processus d’étude sur
les systémes de numération qui fasse apparaitre, de maniere explicite, les raisons d’étre de ce savoir, c’est-a-
dire des questions successives auxquelles cette organisation mathématique apporte une réponse. Nos analyses
font apparaitre les dépendances entre, d’une part, les taches didactiques mises en oeuvre par le professeur et
ses ¢éléves, les techniques didactiques disponibles pour réaliser ces tiches et le discours technologique qui sert
a interpréter et justifier ces techniques et, d’autre part, les composants et la raison d’étre de I’organisation
mathématique a mettre en place. Nous montrons aussi que 1’objectif du processus didactique ne peut pas se
réduire a 1’organisation mathématique finalement construite, mais doit embrasser tout le parcours d’étude, car
ce sont justement les organisations intermédiaires qui donnent sens a la construction finale. Le cas présenté est
ainsi une illustration exemplaire de détermination réciproque entre le mathématique et le didactique.

ABSTRACT

This paper addresses the didactic problem of how to work out a process of study related to systems of
numeration that explicitly shows the raisons d’étre of this piece of knowledge, that is the successive questions
to which this mathematical organization gives an answer. Our analyses highlight the dependences between
didactic and mathematical organizations. These dependences affect, on the one hand, the didactic tasks carried
out by the teacher and the students, the didactic techniques available and the technological discourse to
interpret and justify them and, on the other hand, the components and the rationale of the mathematical
organization at stake. We also show that the objective of the didactic process may not be reduced to the
mathematical organization finally obtained, but has to include the course of study, as the intermediate
organizations are precisely the ones that give sense to the final result. The considered case is thus a model
example of the reciprocal determination between the mathematics and the didactics.

1. PLANTEAMIENTO DE UN PROBLEMA DIDACTICO.

En las instituciones escolares se ha considerado tradicionalmente y, en gran medida se sigue
considerando, que una cosa es “lo matematico”, que se supone representado por el contenido
de la ensefianza, y otra muy distinta “lo pedagogico”, que se identifica con la forma de
ensefiar dicho contenido. Este mismo punto de vista es sustentado en todos aquellos
enfoques de investigacion que, al no cuestionar el modelo epistemolégico dominante en las
instituciones escolares (que es relativo a lo que se considera “matematico”), tampoco pueden
cuestionar lo que se entiende por “ensefiar y aprender matematicas” en dichas instituciones,
puesto que el modelo epistemologico determina fuertemente el modelo didactico
correspondiente.

Con la emergencia del Programa Epistemoldgico de investigacion en didactica de las
matematicas (Brousseau, 1998) se produce una importante ampliacion de “lo matemético”,
es decir, del modelo epistemologico que llevd a asumir la naturaleza “matematica” de
muchos aspectos de la actividad de estudio que clasicamente se habian considerado como
“cognitivos”, “metacognitivos” o “pedagdgicos”. Este Programa Epistemoldgico aparece
como consecuencia de una redefinicion de “lo didactico” que abarca, mas alld de lo
pedagbgico (“;qué ensefiar?, ;como ensefiar?, ;cuando ensefiar? y ¢qué, como y cuando
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evaluar?”), incluyendo todas las actividades relacionadas con el estudio de las matematicas
en el conjunto de instituciones sociales. Esta doble ampliacion puso de manifiesto que “lo
didactico” y “lo matematico”, lejos de ser dimensiones independientes, estan profundamente
interrelacionados. De hecho, podemos incluso considerar que la didactica de las matematicas
se constituye como disciplina cientifica en el momento en que se hace cargo de manera
integrada de “lo pedagogico” y “lo matematico”.

En un trabajo anterior (Gascon y Sierra, 2003) hemos llevado a cabo una reconstruccion
matematica de la organizacion matematica (en adelante, OM) en torno a los Sistema de
Numeracion a partir del andlisis de las cuestiones a las que dicha OM responde. Esta
reconstruccion se ha materializado en una sucesion “creciente” de OM que abarca campos
de problemas cada vez mas amplios y técnicas progresivamente mas potentes, hasta
desembocar en una OM en torno al sistema de numeracidon posicional completo que
designaremos mediante OM,. Utilizando este modelo de referencia, nos planteamos el
problema didactico de disefiar y experimentar un proceso de estudio sobre los Sistemas de
Numeracion en el que aparezcan de forma explicita las razones de ser de dicha OM, esto es,
las sucesivas cuestiones a las que dicha organizacion responde.

Mostraremos que las tareas didacticas a las que tienen que enfrentarse el profesor y sus
alumnos para reconstruir OM,, las técnicas didacticas que estan a su alcance para llevar
cabo dichas tareas, y hasta el discurso tecnoldgico del que se dispone para interpretar y
justificar dichas técnicas, dependen esencialmente de la estructura de los componentes
“matematicos” y de la razén de ser de OM,. Mostraremos, ademas, que el objetivo del
proceso didactico no puede reducirse solamente a la OM finalmente construida sino que
debe abarcar todo el recorrido de estudio, puesto que OM,, resultard inseparable de las OM
que la motivan y le dan sentido.

Una vez planteado el problema didactico que queremos abordar, describimos brevemente el
Modelo Epistemoldgico de Referencia de la OM en torno a los Sistemas de Numeracién (en
adelante SN). A continuacion, explicamos de forma esquematica un proceso de estudio
llevado a cabo en la Formacion de Maestros; y terminamos con el analisis del proceso
didactico desarrollado, lo que nos conduce a mostrar la estrecha interrelacion y
codeterminacion que existe entre el modelo epistemoldgico y la organizacion didactica
implementada.

Estudiar una cuestion matematica en una instituciéon didactica I (incluyendo las de nivel
universitario) consiste normalmente en estudiar la OM que otra institucion I’ propone como
respuesta —en el sentido fuerte'— a esta cuestion. Pero, para llevar a cabo el estudio de la
OM construida en I’, ésta debe ser reconstruida en I mediante una reconstruccion escolar
que es “artificial” en el sentido de no primigenia, esto es, la OM debe ser transpuesta de I’ a
I. Es lo que llamamos el proceso de transposicion didactica de una OM (Chevallard 1985 y
1991). Surge asi un gran tipo de problemas didacticos que podemos describir del siguiente
modo:

Dada una cuestion q que queremos que sea estudiada en una institucion docente I, ;como disefar y gestionar el
proceso de estudio en I para construir la OM que se da como respuesta a dicha cuestion en otra institucion I°?

En nuestro problema didactico, los parametros I, OM, I’ y g toman los siguientes valores:
I = FM = Institucion de Formacion de Maestros.

OM = OM,, esto es, el sistema de numeracion posicional completo (por ejemplo de base 10).

* Una respuesta en sentido fuerte no puede reducirse a una simple informacién sino que requiere la
construccion de toda una praxeologia. Ver (Chevallard, 1999).
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I’ = institucion matematica sabia.

Como cuestion inicial, elegimos en primer momento la cuestion:

g = “;,Como expresar los nimeros naturales mediante una representacion escrita que sea un instrumento util
para el desarrollo de la aritmética elemental?”’

Veremos mas adelante las debilidades didacticas de esta cuestion, en el sentido de que no
ayudo al profesor y los alumnos a generar las cuestiones “cruciales” del proceso de estudio.
Veremos también en qué sentido el proceso de estudio experimentado nos ayudo6 a formular
una cuestion alternativa con mayor poder generador.

Para abordar el problema didactico formulado inicialmente es imprescindible partir de una
descripcion de la OM,, esto es, de un modelo epistemologico de la OM que se da como
respuesta en I’ a la cuestion q que queremos que sea estudiada en la institucion de
Formacion de Maestros. En el ambito del Programa Epistemolégico de Investigacion en
Didéctica de las Matematicas dicho modelo epistemoldgico ha de ser construido
explicitamente y, desde el punto de vista de la TAD, ha de tener una estructura praxeoldgica.

2. MODELO EPISTEMOLOGICO DE LOS SISTEMAS DE NUMERACION

En lugar de proponer una OM cristalizada (modelo epistemologico estatico) de OM,,
propondremos un modelo epistemologico dinamico guiado por el desarrollo evolutivo de
una sucesion de OM de modo que cada nueva OM amplia y “completa” relativamente los
distintos componentes de la anterior hasta desembocar en OM,,. En cierto sentido, cada OM
se presenta como la razon de ser de la anterior. Ademas los tipos de tareas asociadas a cada
OM, asi como las técnicas y el entorno tecnoldgico-tedrico, han de adaptarse a las
restricciones ecologicas que impone la institucion docente de Formacion de Maestros.

La eleccion de las OM intermedias proviene del analisis detallado de la cuestion matematica
de partida q que nos ha llevado a considerar tres grandes categorias de sistemas de
numeracion’: “aditivos”, “hibridos” y “de posicion”. Cada una de estas categorias dara
origen a un nuevo eslabon en la sucesion de OM que desemboca en OM,,

2.1. La organizacion matematica inicial en torno a un sistema aditivo rudimentario

Partimos de una OM generada por un tipo de cuestiones problematicas muy elementales
relativas a la designacion de los numeros naturales:

(Coémo expresar los nimeros naturales que necesitamos mediante simbolos de manera que:
(1) no haya ninguna ambigiiedad?
(2) se utilice una pequefia cantidad de simbolos diferentes y fijados de antemano?

(3) la “cadena” resultante no sea excesivamente larga?

Para responder a dichas cuestiones partiremos de dos técnicas extremas de representacion de
los niimeros: (a) Utilizar un unico simbolo y repetirlo tantas veces como indica el numero
que queramos representar; o bien (b) utilizar un simbolo diferente para cada numero
natural®. Estd claro que la técnica (a) no responde a (3) mientras que la técnica (b) no
responde a (2).

> Estas categorias estan basadas en la clasificacion jerarquizada que propone Guitel (1975)
® La técnica (a) es la que consiste en la correspondencia término a término, donde cada objeto de la coleccion
es representado por el simbolo I. Es un SN, donde s6lo se dispone de un simbolo y con el se puede representar
cualquier nimero, por ejemplo, el 12 se representa ITIIIIIIII. La técnica (b) es la que se utiliza en el conteo,
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Pero el trabajo con estas técnicas extremas permitira desarrollarlas y hacerlas evolucionar
hacia técnicas intermedias que sean mas utiles y mas eficaces. Obtendremos asi en primer
lugar una nueva técnica, que llamaremos, técnica inicial de representacion de los niUmeros
naturales, z, que solo sirve para describir niimeros pequefios y aporta una tnica novedad
respecto a la representacion “lineal” de los numeros (coleccion uniforme sin ningun tipo de
agrupamientos): el empleo de un Unico tipo de agrupamiento, que ayuda a leer y describirlos
mejor. Esta técnica es muy utilizada en los recuentos de las votaciones y en Estadistica
Descriptiva rudimentaria, (por ejemplo, 13 es Il I1I). Designaremos mediante OM; =
< 7> a la OM generada por esta técnica inicial y que puede ser considerada como una OM
en torno a un sistema de numeracion “aditivo rudimentario”.

2.2. La organizacion matematica OM, en torno a un sistema de numeracion aditivo.

La técnica que permite generar una nueva OM se caracteriza por utilizar agrupamientos
regulares de primer orden, de segundo orden, etc. Esta técnica, que designaremos
mediantez,, responde a las cuestiones (2) y (3) de manera mucho més econdémica y eficaz
que 7 y, ademas, permite empezar a dar respuesta a nuevas cuestiones ante las cuales la
técnica 7 era completamente ineficaz como, por ejemplo:

(4) ({Coémo comparar dos niimeros mediante sus expresiones escritas?
(5) (Como simplificar los algoritmos de las operaciones suma y resta?”

(6) “;,Como simplificar el algoritmo de la operacion multiplicacion?”

Denominaremos OM, a la OM en torno a un Sistema de numeracion aditivo y generada por
esta técnica, OM, = < 7, >, en el bien entendido que 7, sigue teniendo muchas limitaciones
para llevar a cabo las tareas asociadas a las cuestiones (5) y (6).

La técnica 7, es similar a la utilizada en el sistema egipcio con agrupamientos de forma
regular y cuyos simbolos’ I, A, B, C, D, E y F designan unidades de 6rdenes sucesivos, cada
una de las cuales es diez veces la anterior (aqui los simbolos representan a cada una de las 7
primeras potencias de la base: 10°, 10', 10° 103, 104, 10° y 106). Resumiendo las
caracteristicas de OM,, podemos decir que:

e Permite representar los nlimeros naturales sin ningun tipo de ambigiiedad.

e  Sigue presentando dificultades para resolver la tarea de disminuir la cantidad de simbolos necesarios para
representar cada numero. Asi, por ejemplo, para representar el nimero 9.999.999 necesitamos 63
simbolos.

e No permite comparar dos numeros de forma satisfactoria, pues la cantidad de simbolos utilizados para
representar un numero no esté relacionada con su tamafio.

e Permite realizar las tareas de sumar, restar, multiplicar y dividir para numeros pequefios de forma
“razonablemente econdmica”. Pero si el tamafio de los nimeros aumenta, entonces la técnica se vuelve
muy poco econdmica.

e Presenta la ventaja de no tener que recurrir a utilizar las tablas de sumar y de multiplicar.

usando las palabras-numero de forma global, representando cada niimero por una palabra distinta: “uno”,
“dos”, “tres”, etc.
" Los simbolos que utilizamos en todo este trabajo generalmente no son los mismos que fueron usados
historicamente. Dado que no pretendemos llevar a cabo un estudio historico de los sistemas de numeracion, nos
servimos de simbolos mas comodos de representar.

4



La evolucioén de la técnica de representacion z, provoca el desarrollo de la praxeologia OM,.
En concreto aparecen dos variaciones de 7, encaminadas a responder de un modo mas eficaz
a la cuestion (3). En ambos casos tenemos el ejemplo historico del sistema romano.

(a) Afiadir nuevos simbolos a la serie de potencias basica: I, V, X, L, C, D y M designan unidades sucesivas
que son alternativamente el quintuplo o el doble de la anterior (es decir, 10°, 5x10°, 10", 5x10', 10?, 5x10? y
10%). De esta manera se escribira VIIII en lugar de ITITIIIIL.

(b) Introducir la condicion de que todo simbolo colocado a la izquierda de un simbolo de valor inmediatamente
superior, indica que el menor debe restarse del mayor:

9-51X;4—>1V;40 - XL; 90 —» XC; 400 —» CD; 900 - CM

Sin embargo, estas posibles evoluciones de la técnica 7, (y, por tanto, del sistema de
numeracion aditivo OM, = < 7, >) si bien mejoran la eficacia y la economia de las tareas
asociadas a (3), provocan un aumento de complejidad en los algoritmos correspondientes a
las operaciones aritméticas, incluso con nimeros pequefios (tareas asociadas a las cuestiones
(5) y (6)). Podemos concluir que la “razoén de ser” de los sistemas de numeracion aditivos
(esto es, la cuestion a la que responden) es la representacion de los nimeros naturales sin
ambigiiedades y con una pequefia cantidad de simbolos, y no la simplificacién de los
algoritmos de las operaciones aritméticas®.

Al comprobar que la direccion anterior de evolucion de OM, = < 7, > nos lleva a un callejon
sin salida, creemos que es necesario ampliar la problematica y hacer evolucionar la técnica
de representacion hacia la busqueda de un sistema de numeracién que proporcione mayor
fiabilidad y economia en la realizacion de los céalculos aritméticos.

2.3. La organizacion matematica OMy, en torno a un sistema de numeracion hibrido

Existe una direccion de evolucion de la técnica 7, que ademas de mejorar la representacion
de los nimeros y de proporcionar una respuesta mas eficaz a la tarea de comparar dos
numeros (cuestiones (1), (2), (3), (4)) permite optimizar la economia y la fiabilidad de los
algoritmos de las operaciones aritméticas respondiendo asi a las cuestiones (5) y (6).
Pretendemos, incluso, obtener una técnica capaz de llevar a cabo las tareas asociadas a la
cuestion:

(7) (Coémo representar los niimeros naturales de manera que se simplifique el algoritmo de la division?
Esta nueva direccion de variacion de la técnica 7, se caracteriza por evitar la repeticion de
simbolos, gracias a la introduccién de un nuevo tipo de simbolos que haran el papel de

multiplicadores de las potencias de la base. Designaremos mediante 7, a la técnica que se
obtiene como resultado de dicha evolucion. Sus principales caracteristicas son las siguientes:

e Genera una OM;, = < 7, > en torno a un sistema de representacién hibrido (aditivo-multiplicativo)
semejante al sistema chino o a nuestro sistema oral.

e  Utiliza los simbolos para las potencias de la base:
[-10%A—10;B—10%5C— 10 D— 10> E— 10’ F > 10 ...

e  Utiliza un nuevo tipo de simbolos que hacen la funciéon de multiplicadores de dichas potencias: 2, 3, 4, 5,
6,7,83y09.

e  Mejora la solucidn a las tareas asociadas a la cuestion (3) puesto que evita la repeticion de simbolos de las
potencias de la base.

¥ De hecho, los contables romanos siempre utilizaban dbacos de fichas para practicar el calculo, donde cada
una de las posiciones del dbaco indicaba cada una de las potencias de diez, siguiendo un sistema semejante al
sistema posicional
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e La representacion de los nimeros se simplifica, aunque todavia no podemos escribir todos los niimeros
naturales con un nimero finito de simbolos (cuestion (2)).

e El algoritmo de comparacion es mas econémico que con 7, puesto que con 7, no es necesario contar
cuantas veces se repite cada simbolo (cuestion (4)).

e Sin embargo, hay que utilizar la tabla de sumar de los coeficientes y las dos tablas de multiplicar (la de las
potencias de la base y la de los coeficientes).

Podemos afirmar que con esta nueva técnica 7, de representacion se pueden realizar las
operaciones aritméticas de forma mas econdmica y con mayor alcance que con la técnica z,,
especialmente cuando intervienen nimeros grandes, aunque ello suponga tener que utilizar
las tablas de multiplicar. La representacion de los ntimeros también se simplifica, pero
todavia no podemos responder plenamente a la cuestion (2), pues se necesita un nuevo
simbolo para cada potencia de la base.

2.4. La organizacion matematica OM, en torno a un sistema posicional completo

Las limitaciones de la actividad matematica que es posible llevar a cabo en OM};, ponen de
manifiesto la necesidad de ampliarla y construir una nueva OM,, donde puedan realizarse de
forma mas econodmica y eficaz las tareas realizadas en OM} y, al mismo tiempo, se puedan
llevar a cabo tareas que en OM}, solo podian llevarse a cabo de manera muy limitada (como
las asociadas a las cuestiones (2), (6) y (7)) e, incluso, tareas aritméticas mas complejas
asociadas a la cuestion:

(8) ¢Qué representacion simplifica la divisibilidad elemental (multiplos y divisores de un niimero,

maximo comun divisor y minimo comun multiplo de dos nimeros, descomposicion de un numero
en factores, ...) sin complicar la suma?

La nueva técnica de representacionz, generadora de la OM en torno a un sistema posicional
completo, OM,, = < 7, >, se caracteriza por:

e Dar una respuesta definitiva a la cuestion (3).

e Prescindir de los simbolos de las potencias de la base ya que éstas vienen indicadas por las distintas
posiciones que ocupan los respectivos coeficientes. Los tinicos simbolos utilizados son los coeficientes o
multiplicadores de las potencias de la base.

e  Permitir escribir todos los nimeros con un numero finito de simbolos (fijados de antemano). Se da asi una
respuesta definitiva a la cuestion (2).

e Afiadir un nuevo simbolo como coeficiente multiplicador: el cero, para indicar que en una determinada
posicion hay ausencia de elementos.

e No presentar ambigiiedades. Cuestion (1).
e  Permitir comparar dos numeros de una forma muy eficaz. Cuestion (4).
e Calcular de forma méas econdmica y eficaz. Cuestiones (5) a (8).

En resumen, dentro de cada una de estas OM consideradas hemos valorado el alcance (o
dominio de validez), la economia, la eficacia y la fiabilidad de los distintos algoritmos
asociados, lo que nos ha permitido ir ampliando y optimizando los distintos ingredientes
praxeoldgicos. Hemos obtenido de esta manera una sucesion evolutiva de OM mediante
ampliaciones y completaciones progresivas que ha culminado en OM, y que puede
considerarse como el esqueleto (o nucleo duro) de una posible reconstruccion escolar de
OM,, en la institucion docente de Formacion de Maestros. Dicho proceso puede interpretarse
como un proceso de modelizacion matematica u que transforma OM; (que hace el papel de
sistema) en OM,, (que hace el papel de modelo): p(OM;) = OM,,.



OMi = [Ti/’ti/ei/@i] —> OMa = [Ta/’ta/ea/@a] —> OMh= [Th/Th/eh/Gh]

u l

OM, = [Ty/7,/0,/®,]

Dado que u es un proceso de modelizacion podemos considerar que el proceso de estudio
correspondiente requerira una organizacion didactica con caracteristicas similares a las que
se sugieren en el trabajo sobre modelizacion algebraica de Bolea, Bosch y Gascon (2001).
Estas caracteristicas pueden sintetizarse en seis puntos (0p. Cit. pp. 299-300):

1. En el momento del primer encuentro deben aparecer algunos de los tipos de tareas que se
pueden formular en términos de OM; (y, sucesivamente, de OM, y de OM;) pero cuya
problematicidad provocara la necesidad de “ampliar” esta organizaciéon con un modelo de la
misma. El profesor tiene que poner en marcha técnicas didacticas que permitan que el
estudiante manipule efectivamente dichas tareas que seran la razéon de ser de las futuras
ampliaciones de OM;.

2. Para poder dirigir y gestionar adecuadamente un proceso de estudio que abarque OM; y sus
sucesivas ampliaciones seria necesario que existiese un dispositivo didactico en el que pudiese
vivir y desarrollarse con normalidad el caracter manipulativo escrito del momento exploratorio
(Bosch y Gascon, 1994).

3. En el momento del trabajo de la técnica debe provocarse la necesidad de cuestionar la
eficacia, el alcance y hasta la justificacion de las técnicas inicialmente validas en OM; (y,
sucesivamente, en OM, y en OM,). Para ello serd preciso que en cada una de las OM
intermedias aparezcan problemas situados en la frontera del dominio de validez de las técnicas
disponibles. Este cuestionamiento tecnoldgico sera el motor de los sucesivos procesos de
modelizacion que desembocaran en la construccion de OM,,.

4. El entorno tecnoldgico-tedrico debe constituirse de manera que permita justificar, explicar y
producir las técnicas iniciales, las nuevas técnicas y las relaciones entre ambas.

5. En el momento de la institucionalizacién no debe prescindirse completamente de OM;, OM,,
ni OM,, puesto que estas organizaciones intermedias constituyen, en cierta manera, la razon de
ser de OM,. Aunque a la larga las OM intermedias pueden llegar a ser “matematicamente
contingentes” y hasta prescindibles, durante el proceso de estudio son “didacticamente
necesarias”.

6. En el momento de la evaluacion debe ponerse el acento en la evaluacion de la eficacia, la
pertinencia y la fecundidad de la modelizacidn utilizada. ;Se han ampliado adecuadamente los
tipos de problemas de OM;, OM, y OM,;? ;Cada nuevo modelo ha producido técnicas mas
eficaces y potentes? ;Qué se ha perdido? ;Ha unificado y simplificado los objetos ostensivos y
no ostensivos? ;Ha permitido justificar las técnicas que se utilizaban en las OM intermedias?

3. DESCRIPCION DEL PROCESO DE ESTUDIO EXPERIMENTADO

Como acabamos de ver, antes de disefar el proceso de estudio de una OM, es necesario
explicitar su razon de ser, esto es, el conjunto de cuestiones a las que dicha OM debe
responder y que, por lo tanto, dan sentido a su estudio. En el caso de los sistemas de
numeracion, esta razon de ser debe incluir tanto las cuestiones relativas a la designacion o
representacion de los numeros naturales (propiedades (1) a (3)), como las que hacen
referencia a la fiabilidad, la economia y el alcance (o dominio de validez) de los algoritmos
de calculo aritmético que pueden elaborarse mediante dicha representacion (propiedades (4)
a (8)). Postulamos que es imposible separar ambos tipos de condiciones.

Por tanto, el proceso de estudio que proponemos consistird en analizar las caracteristicas de
la correspondiente técnica de representacion escrita de cada una de las OM que van
7



apareciendo y su relacion con la fiabilidad, el alcance (o dominio de validez) y la economia
de los algoritmos de comparacion y de célculo aritmético que forman parte de dicha OM.
Este proceso de estudio es necesario para sacar a la luz y dar sentido a las propiedades del
SN posicional, que son transparentes en nuestra practica matematica habitual.

La primera sesion del proceso tiene una doble funcion: llevar a cabo el primer encuentro con
la “razén de ser” de la OM, que se pretende reconstruir (esto es, con algunas de las
cuestiones que ésta OM debera responder) y, al mismo tiempo, vivir un primer encuentro
con la Organizacion Didactica (en adelante OD) que estructurard el proceso de estudio.
Aparece aqui un primer aspecto de la interrelacion o codeterminacion entre lo matematico —
que en este caso podria identificarse con la OM,, que se pretende reconstruir— y lo didactico
—que se identifica con la manera como el profesor propone que se lleve a cabo el proceso de
estudio—.

El proceso de estudio que vamos a describir se desarrollé a lo largo de 11 sesiones de unos
80 minutos de duracion cada una. Se llevo a cabo durante el primer cuatrimestre del curso
2003-04, con un grupo de unos 60 de alumnos del segundo curso de la diplomatura de
Maestro de Educacion Primaria, dentro de la asignatura “Matematicas y su Didactica I”. La
descripcion que vamos a realizar serd esquemadtica y se limitard a explicitar la practica
matematica que se desarroll6 en cada sesion.

En la primera sesion se abord6 el problema general de la numeracion y el de la existencia de
multiples SN, provocando asi un primer encuentro con la cuestion d. El primer tipo de tareas
que se abordd (T;) fue el hallar diferentes representaciones escritas de una cantidad dada
mediante una coleccion de objetos dibujados. Surgieron asi espontineamente los distintos
tipos de SN: aditivo, hibrido, posicional en distintas bases.

En la segunda sesion se realizo el primer encuentro con un SN aditivo (sistema egipcio) y se
pidi6 a los estudiantes que contestaran a unas preguntas que les permitiria analizar las

caracteristicas del SN considerado:
(a) ¢Qué numero natural representa cada uno de los simbolos que aparecen en el
sistema egipcio?
(b) ¢Existe algin simbolo en el sistema egipcio para representar al nimero cero? ¢Cémo
se representa el nimero cero?
(c) ¢Qué operaciones aritméticas se corresponden con la yuxtaposicion o adjuncion de
los simbolos en el sistema egipcio?
(d) ¢Qué papel juega la posicion de los simbolos dentro del grupo de simbolos que
representa a un ndmero en el sistema egipcio?

Posteriormente se les propuso realizar algunas operaciones elementales (suma, resta,
producto, division) en el SN considerado, lo que suponia un primer trabajo exploratorio en
OM.,. En la tercera sesion se planteo la tarea de evaluar la economia, fiabilidad y alcance de
las técnicas de OM, mediante un desarrollo apropiado del trabajo de la técnica, con el
objetivo de poner en evidencia las limitaciones del SN aditivo. Con el fin de llevar a cabo
un analisis sistematico de estas limitaciones, en la cuarta sesion se propuso a los estudiantes
que respondieran a las siguientes preguntas:
a) ¢Se pueden escribir todos los nimeros naturales mediante el SN aditivo?
b) ¢Se pueden realizar siempre las distintas operaciones aritméticas? ¢A partir de qué
magnitud de los nimeros el calculo es casi impracticable? (alcance o dominio de validez)
c) ¢En OM, se necesitan tablas de sumar y multiplicar? ¢Por qué? ;CAmo son estas tablas?
d) ¢A partir de qué nimeros o de qué magnitud de nimeros las operaciones son muy dificiles
de realizar sin acumular errores? (fiabilidad)
e) ¢A partir de qué nimeros o de qué magnitud de nimeros las operaciones son demasiado
tediosas y lentas? (economia)



f) ¢Como cambia la representacion escrita de un nimero cuando éste se multiplica por una
potencia de la base?
g) ¢Como deberia cambiarse la técnica ¢, para mejorar los algoritmos de multiplicacion y
division?

La quinta sesion se dedico a la transicion del SN aditivo al SN hibrido. Después de una
evaluacion de las técnicas de OM,, los alumnos propusieron de manera espontanea un
sistema hibrido que el profesor document6 con la numeracion china. El estudio exploratorio
de OMj;, siguid las mismas pautas que el de OM, y estuvo dirigido por un conjunto de
cuestiones similares. El trabajo de la técnica y el estudio de las limitaciones de OM,
(evaluacion) se llevo a cabo en la sexta sesion del proceso. Vale la pena comentar aqui que
el trabajo de calculo dentro de OM, y de OM,; fue primordial para poner en evidencia la
tecnologia de los algoritmos de calculo de las operaciones aritméticas basicas (suma, resta,
multiplicacion y divisidon) ya que los alumnos debia reconstruir estos algoritmos desde el
principio. Al mismo tiempo, los algoritmos conocidos del sistema de numeracion posicional
aparecian como las “buenas técnicas” a utilizar. La séptima y octava sesiones fueron las del
trabajo dentro de OM,, con el sistema de numeracion oral (otro caso particular de OMy)
como contrapunto.

En la novena sesion se llevo a cabo una evaluacion de las técnicas de calculo en el sistema
posicional en base 10. El objetivo era que los estudiantes descubriesen que la gran
aportacion del SN posicional completo tiene que ver con el alcance o dominio de validez,
economia y fiabilidad de los algoritmos de calculo de las operaciones aritméticas, mas que
en su efectividad para la representacion (designacion) de los ntmeros. Para ello se
propusieron como tareas matematicas, el analisis de dichas caracteristicas para diferentes
algoritmos de célculo asi como la comparacion de dos o mas algoritmos en términos de su
dominio de validez, su economia y su fiabilidad.” Pudimos comprobar la gran dificultad que
entrafia esta tarea matematica para los estudiantes que estdn habituados a aplicar técnicas,
pero generalmente nunca han tenido que analizar las caracteristicas de una técnica ni, mucho
menos, comparar distintas técnicas que permiten resolver la misma tarea.

En la décima sesion, después de realizar una puesta en comun sobre las caracteristicas de
OM,,, el profesor realizé una sintesis e institucionalizacion de todo el proceso de estudio.
Para ello, explico que el objetivo del proceso de estudio no era “aprender” las distintas OM
que iban apareciendo (OM,, OM;, OM,), en el sentido de aprender a operar en ellas
considerandolas como obras cristalizadas, sino que el objetivo de la ensefianza era el propio
proceso didactico, es decir, la dindmica: ¢ — OM; —-OM, — OM;, — OM,. En otras
palabras, para construir OM, como respuesta a (, se tuvieron que construir las OM
intermedias, e ir explicitando y analizando sus limitaciones. Este trabajo nos permitio
identificar las caracteristicas de OM,, como una “respuesta” a dichas limitaciones, con lo que
las OM intermedias pudieron aparecer como la “razon de ser” de OM,,.

El estudio se interrumpié aqui con una undécima sesion de evaluacion individual del
proceso de estudio realizado. Este hubiera podido proseguir con un estudio mas desarrollado
del sistema posicional, poniendo de manifiesto la arbitrariedad de la base decimal, asi como

® Para precisar el significado de estas caracteristicas, propusimos la siguiente “definicion” provisional: el
dominio de validez de un algoritmo hace referencia al campo numérico al que puede aplicarse; la economia se
refiere al conjunto de tareas (escritas o no) que se requieren para realizar un calculo; y la fiabilidad de un
algoritmo tiene que ver con la probabilidad de cometer un error de calculo. Postulamos que un algoritmo sera
menos fiable cuanto mas operaciones elementales se requieran para su realizacion y sera mas fiable, a igualdad
de las demas condiciones, cuanto mas rastro escrito deje de las operaciones realizadas.
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la existencia de sistemas que permiten dar una respuesta mas eficaz que el SN posicional
completo al trabajo con “ntimeros grandes”.

4. LO MATEMATICO EN LA CREACION Y ANALISIS DE ORGANIZACIONES
DIDACTICAS

El problema didactico de como organizar, en la Institucion de Formacion de Maestros, el
estudio de la cuestion “;COomo expresar los nUmeros naturales mediante una representacion
escrita que sea un instrumento Util para el desarrollo de la aritmética elemental?” tiene
algunas caracteristicas especiales. En particular, se trata de una cuestion cuya respuesta (“el
sistema de numeracion posicional completo™) es perfectamente conocida por los estudiantes
de dicha institucion. Estos han trabajado largamente en el sistema posicional de base 10 y lo
han utilizado para hacer todo tipo de calculos. La OM en torno a dicho sistema de
numeracion estd naturalizada y ha llegado a ser casi transparente para ellos.

Sin embargo, y a pesar de lo anterior, los estudiantes de dicha institucion docente no pueden
justificar la validez de dicha respuesta ya que, para ellos, es s0lo una respuesta en el sentido
“débil”. Por lo tanto, no estan en condiciones de utilizarla para llevar a cabo aquellas
actividades, matematicas o no, que requieren dicha justificacion. Asi, por ejemplo, no
pueden cuestionar la pertinencia de la base 10 para llevar a cabo determinadas actividades
matematicas, ni proponer como podria modificarse dicha base para trabajar con numeros
“grandes”. Tampoco estan en condiciones, como futuros maestros, de ensefiarla a sus
alumnos de Primaria.

Esta situacion ha provocado algunas dificultades para llevar a cabo el proceso de estudio
experimentado porque los estudiantes son reacios a implicarse en el estudio de una cuestion
cuya respuesta supuestamente conocen. De todos modos, ha tenido la virtud de poner de
manifiesto la insuficiencia de las respuestas “débiles” incluso en el caso en que éstas vayan
acompafiadas de un cierto manejo de las técnicas que forman parte de la OM que se insinta
en dichas respuestas. Ha surgido asi la necesidad de reformular el problema didactico inicial
para plantearlo en los siguientes términos:

(Como reconstruir en la Institucion de Formacion de Maestros una OM en torno al sistema
de Numeracion Posicional, OM,, de tal manera que dicha reconstruccion contenga
explicitamente su ““razon de ser”, esto es, las cuestiones a las que OM,, responde?

4.1. Evaluacion del proceso de estudio experimentado

A fin de resolver el problema didéctico tal como ha sido replanteado era necesario disenar
un proceso de estudio fundado en una cuestion, que llamaremos cuestion generatriz, que
fuese susceptible de imponer numerosas cuestiones derivadas. El proceso debia de permitir
integrar de manera funcional las sucesivas respuestas provisionales que fuesen apareciendo
a lo largo de su desarrollo (respuestas que, al ser consideradas en sentido “fuerte”, tienen
estructura praxeologica) en una OM al menos local. Ademas dicho proceso debia disefiarse
de tal forma que permitiese y potenciase una reestructuracion de las responsabilidades
matematicas y didacticas asignadas a los miembros de la comunidad de estudio por el
contrato didactico vigente. Dicha reestructuracion deberia permitir que los alumnos llevaran
a cabo una actividad bastante autonoma y el profesor pudiese considerarse como director
del estudio mas que como un ensefiante que muestra a los alumnos el modo de resolver las
tareas propuestas. Este tipo de proceso de estudio es lo que denominamos un Recorrido de
Estudio e Investigacion (REI), en el sentido introducido recientemente por Chevallard
(2004, 2005).
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Si queremos evaluar, en términos de un REI, el proceso de estudio disehado y
experimentado deberemos empezar por preguntarnos si la cuestion generatriz q elegida:
“;,Clmo expresar los nimeros naturales mediante una representacion escrita que sea un
instrumento Gtil para el desarrollo de la aritmética elemental?” era la mas adecuada. El
analisis retrospectivo del proceso didactico experimentado nos permite afirmar que, dadas
las caracteristicas de la institucion docente de Formacion de Maestros en la que se llevo a
cabo el proceso de estudio, no parece que esta eleccion haya sido la mas acertada. Aunque es
cierto que a lo largo del proceso de estudio el profesor ha planteado cuestiones relativas a las
limitaciones de los sucesivos sistemas de numeracioén que iban apareciendo e intent6 que los
alumnos tomaran conciencia de determinadas caracteristicas de los algoritmos de
designacion y de calculo aritmético que era posible implementar en cada uno de ellos (como
el dominio de validez, la economia y la fiabilidad), lo cierto es que dichas cuestiones no
constituyeron en ningiin momento el motor de la actividad matematica de los alumnos.

Pensamos que en la institucion docente de Formacion de Maestros hubiese cumplido mucho
mejor la funcion de cuestion generatriz una cuestion tecnoldgica como:

q’: ¢Qué propiedades y caracteristicas especiales tiene nuestro sistema de numeracion para
que se haya impuesto sobre todos los que han existido a lo largo de la historia y que han
coexistido durante muchos siglos?

Partiendo de esta nueva cuestion, decidimos experimentar un nuevo proceso de estudio con
alumnos de 14-15 afios de la Ensefianza Secundaria Obligatoria (Bosch, Gascon y Sierra
2004). Los resultados confirmaron que, cuando se trata de alumnos que ya conocen y usan
habitualmente el sistema de numeracién posicional, las cuestiones tecnoldgicas tienen un
poder generador mucho mayor. En efecto, si la cuestion “se toma en serio”, aparecen
inmediatamente las cuestiones derivadas que llevan a comparar las caracteristicas de
distintos sistemas de numeracion con la ventaja adicional de que la propia cuestion
generatriz propone un primer “medio” (los sistemas de numeracion que han existido
histéricamente) para contrastar las conjeturas que vayan surgiendo. Esto no impide, sino que
posibilita, que a lo largo del proceso surja la necesidad de construir sistemas de numeracioén
con caracteristicas prefijadas (que no tienen por qué haber existido historicamente) para
utilizarlos como medio para seguir contrastando hipotesis o bien para compararlos con el
sistema posicional completo o con cualquier otro.

Entre las cuestiones que pueden plantearse para evaluar el proceso de estudio experimentado
en términos de un REI pueden citarse las siguientes:

e /Se ha “tomado en serio” la respuesta a la cuestion g de partida?

e ,;Como se ha reestructurado a lo largo del proceso de estudio el reparto de
responsabilidades entre el profesor y los alumnos?

e ;Hasta qué punto los alumnos han llevado a cabo el recorrido de manera autbnoma y en
qué medida se han dejado conducir por el profesor?

Estas cuestiones pueden responderse, en parte, a partir de la confluencia entre las
restricciones de la institucion docente y la naturaleza de la cuestion inicial q elegida. En
general puede decirse que el proceso de estudio resultd ser demasiado guiado para ser
considerado un REI y, por tanto, la pretendida autonomia de los alumnos bastante relativa.

Pero lo anterior no significa que, en el estado actual de desarrollo de la TAD, estemos en
condiciones de precisar el grado de autonomia que pueden asumir los alumnos ni, mucho
menos, cuales son las condiciones que hacen posible que los alumnos asuman dicha
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autonomia efectivamente. En términos generales, hemos de reconocer que muchas de las
cuestiones relativas a la reestructuracion del reparto de responsabilidades entre el profesor
y los alumnos que el REI provoca estan esencialmente abiertas. Dado que en cada institucion
escolar (por ejemplo en la Formacion de Maestros) se ha forjado histéricamente un contrato
didactico institucional que evoluciona bastante lentamente, se plantean dos cuestiones
abiertas e inseparables (en el sentido que la respuesta que pueda darse a cada una de ellas
condiciona profundamente las posibles respuestas a la otra):

e ,;Como cambiar la distribucion —implicita pero fuertemente arraigada— de las
responsabilidades matematico-didacticas que otorga el contrato didactico institucional
para que sea posible poner en marcha un REI?

e En qué medida y en qué forma la puesta en marcha de un REI en una institucién
docente actual modifica las restricciones institucionales que pesan sobre la
reconstruccion escolar de OM y, en consecuencia, provoca cambios en la distribucion de
responsabilidades matematico-didacticas?

En lo que hace referencia a la evaluacion del proceso de estudio experimentado, hay una
cuestion importante que queremos volver a subrayar. Nos referimos a la estructura de las
OM progresivamente construidas a lo largo del proceso. El cambio en la cuestién inicial q
impide que se considere OM, como Unica respuesta a ( y, por lo tanto, devuelve el
protagonismo a las OM intermedias que, de esta forma, no sélo forman parte del recorrido
sino que constituyen, por asi decirlo, su ndcleo. Por lo tanto, la evaluacion del proceso de
estudio debe comprender una evaluacion de las OM construidas a lo largo del mismo y el
grado de integracion funcional de estas OM que funcionan como respuestas provisionales a
la cuestion inicial Q.

4.2. Una amalgama de organizaciones didacticas “puntuales”

Volviendo a la organizacion OM, estudiada inicialmente en la instituciéon de Formacion de
Maestros, hemos visto mas arriba que ésta aparece como el resultado final de un proceso de
ampliaciones y completaciones progresivas que, partiendo de una praxeologia puntual OM;,
ha pasado por una serie de praxeologias intermedias OM, y OM}, generadas sucesivamente
por un determinado desarrollo evolutivo de las cuestiones problematicas y los tipos de tareas
asociados que debian aparecer como las “razones de ser” de OM,, para los sujetos de dicha
institucion docente. De este modo, el proceso de estudio o reconstruccion de OM,, ha estado
guiado por la actividad matematica que ha sido posible llevar a cabo en cada una de esas
OM intermedias y, en particular, por las restricciones especificas que han ido apareciendo en
cada una de ellas y que han evolucionado a medida que avanzaba el proceso de ampliacion.

Resulta, en definitiva, que la organizacion didactica ha estado fuertemente condicionada por
la estructura de las OM intermedias y, en Ultima instancia, por la cuestion matematica inicial
g (independientemente del caracter mas o menos “generador” del proceso que haya tenido
efectivamente dicha cuestion) asi como por el bloque practico-técnico de OM, que
constituye una respuesta explicita a la citada cuestion inicial.

Para contrastar la tesis anterior y, sobre todo, para bajar a los detalles y mostrar cudl es el
mecanismo mediante el cual “lo matematico” condiciona la organizacion didactica del
proceso de estudio, seria necesario explicitar las tareas didacticas a las que se han
enfrentado el profesor y los alumnos para reconstruir OM,, las técnicas didacticas que han
utilizado para llevar cabo dichas tareas didacticas, asi como el discurso tecnologico-tedrico
disponible para interpretar y justificar dichas técnicas.
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En el caso concreto del proceso de estudio experimentado, un andlisis minucioso del
recorrido vivido por el profesor y los alumnos muestra que se llevaron a cabo una sucesion
de tareas matematicas Tk en los distintos SN considerados (aditivo, hibrido, posicional):

Ti>Ta—>To>Ta>Tu>Th—> Th— Tis— Tu—> Tp1 d sz

Donde T; permite un primer encuentro con los distintos sistemas de numeracion. Ty, Th1 y
T,1 son tareas que provocan un primer encuentro con OM,, OM;, y OM,, respectivamente.
Ta2 y Tho son tareas para un trabajo exploratorio dentro de OM, y OM,, realizando algunas
operaciones elementales en el SN considerado. T,3 y Ths pretenden un trabajo sistematico de
la técnica, de la evaluacion y del andlisis de las limitaciones dentro de OM, y OM,
respectivamente. T,s y Tpa consisten en destacar las limitaciones del SN aditivo e hibrido
respectivamente, para el célculo cuando el tamano de los numeros aumenta y, en
consecuencia, tienen el objetivo de provocar la construccion de una técnica mas eficaz.
Ademas en Ty4 se propone la comparacion del SN oral con el SN posicional. Por ultimo, el
objetivo de Ty, es que el estudiante descubra la gran aportacion del SN posicional completo
en lo que se refiere al alcance, economia y fiabilidad de los algoritmos de calculo de las
operaciones elementales.

Esta sucesion viene guiada por una sucesion paralela de tareas didacticas que, en el caso

presentado, el profesor fue planteando “paso a paso” a los alumnos. Cada una de estas tareas

didacticas tiene como finalidad ayudar a evolucionar el estudio en la direccion marcada por

el modelo epistemologico de referencia. En consecuencia, con la realizacion de cada una de

dichas tareas didacticas, el profesor pretendia ayudar a los alumnos a avanzar un paso en
b

dicha direccion.

A su vez, cada una de dichas tareas didacticas requeria, para su realizacion, de una técnica
didactica. En el caso que nos ocupa, podemos afirmar que las técnicas didacticas utilizadas
por el profesor consistian en proponer una tarea matematica concreta a los alumnos. De este
modo, si denominamos 7" a la técnica didactica que utilizo el profesor para llevar a cabo
la tarea didactica T,;", entonces podemos describir Il como la técnica que consiste en
proponer a los alumnos la tarea Tpy.

De lo anterior se desprende que la OD global efectivamente puesta en practica consistio en
una amalgama de OD “puntuales” en el sentido de que cada una s6lo permitia construir “un
pedazo” de la organizacion praxeoldgica global. A pesar de tener una estrategia didactica
global (la construccion de la sucesion ¢ — OM; < OM, € OM; < OM,,), el profesor se
plante6 tareas didécticas aisladas: una para cada etapa de la construccion. Utilizoé para ello
unicamente técnicas didacticas “puntuales” que consistian en proponer tareas matematicas
concretas que aparecieron, a ojos de los alumnos, como totalmente aisladas las unas de las
otras. En particular, el contrato didactico establecido no consigui6 asignar a los estudiantes
ninguna responsabilidad mas alla de la resolucion de las tareas matematicas aisladas que les
iba proponiendo el profesor.

En resumen, podemos decir que la OD puesta en practica se sustenta en el Modelo
Epistemologico de Referencia que hemos esquematizado mediante la sucesion g — OM;
OM, c OM; < OM, y que constituye, por ello, un ingrediente esencial de la tecnologia
didactica del profesor. Y también podemos decir que este ingrediente “matematico” no ha
sido suficiente para la realizacion efectiva de una OD que vaya mads alla de una amalgama de
construcciones aisladas. La via iniciada por los REI, y el nuevo reparto de responsabilidades
que propone entre profesores y alumnos, podria ser una direccion prometedora en aras de
superar las restricciones que emanan de los contratos didacticos habituales.
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4.3. El papel de lo matematico en la creacion de organizaciones didacticas

Ante todo hay que decir que, si bien es cierto que el proceso de estudio analizado ha sido
realizado en condiciones un poco “especiales” y, en particular, después de explicitar el
modelo epistemologico de referencia de OM,, postulamos que, en términos generales, el
caso descrito muestra claramente el papel central de lo matematico en la creacion de la OD.

En efecto, de un modo general podemos afirmar que, aunque un profesor no utilice de
manera explicita y consciente un modelo epistemologico de la OM que da respuesta a la
cuestion estudiada, su practica docente estard igualmente condicionada por el modelo
epistemologico (de dicha OM) dominante en la institucion docente'®. Incluso es posible que
en este caso, que se corresponde mejor con la practica docente habitual de la inmensa
mayoria de profesores de matematicas, la incidencia del modelo epistemologico especifico
(de la OM que se pretende reconstruir) sobre la OD sea incluso mas determinante que en el
caso relativamente “experimental” que hemos analizado. Dado el caracter implicito,
transparente y, por tanto, no cuestionable del modelo epistemologico dominante en una
institucion docente, es muy dificil que el profesor pueda considerar que existe otra manera
de interpretar la OM en cuestion y, en consecuencia, una forma diferente de organizar el
proceso de reconstruccion escolar de la misma.

Otra de las caracteristicas que podria considerarse como “muy particular” del proceso
didéctico descrito es el hecho de que la organizacién matematica OM,, que acaba siendo la
respuesta a la cuestion planteada, se construya mediante un proceso de ampliaciones y
completaciones sucesivas que parte de una OM puntual. Pues bien, queremos subrayar que
este proceso de reconstruccion escolar de una OM, sin ser universal, es aplicable a una
amplia gama de casos.'! De hecho, la reconstrucciéon de OM,, tal como ha sido descrita,
puede considerarse como el resultado de aplicar una técnica didactica muy general al caso
particular del Sistema de Numeracion y la institucion de Formacion de Maestros: la
construccion de una OM, que aparece como la respuesta a una cuestion generatriz propuesta,
mediante un proceso de ampliaciones y completaciones progresivas a partir de una OM
puntual (o respuesta inicial).

Postulamos que, en general, la reconstruccion “artificial” o “escolar” de una OM en una
institucion docente I puede estar guiada por el desarrollo evolutivo de cierta problematica
que proporcionara las “razones de ser” iniciales de OM en 1. Estas no tienen por qué
coincidir con las “razones de ser” de OM en la institucion I’, en la cual, OM aparece como
respuesta aceptable a la cuestion a estudiar. En todo caso, la problematica y los tipos de
tareas asociados (asi como las técnicas y el entorno tecnologico-tedrico) deberan estar
adaptados a las restricciones ecoldgicas que I impone (Gascon, 2001).

12 Podriamos decir que el modelo epistemoldgico de referencia habitual de los SN consiste en considerarlos
como una técnica de representacion de los nimeros sin hacer hincapié sobre la simplificacion del calculo en las
distintas operaciones. Esto conduce a que las OD propuestas para el estudio de los SN propongan solo tareas
que hacen referencia a la representacion de los numeros y dejen de lado las tareas de calculo.
"' Ver por ejemplo Bolea et al. (2001) y Garcia (2005) para el caso de las magnitudes proporcionales, el
proceso de algebrizacion y la modelizacion funcional. También Gascon (2004) presenta la ampliacion de la
geometria sintética ensefiada en la Secundaria obligatoria hacia la geometria analitica del Bachillerato.
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	La evolución de la técnica de representación (a provoca el desarrollo de la praxeología OMa. En concreto aparecen dos variaciones de (a encaminadas a responder de un modo más eficaz a la cuestión (3). En ambos casos tenemos el ejemplo histórico del sistema romano.
	(a) Añadir nuevos símbolos a la serie de potencias básica: I, V, X, L, C, D y M designan unidades sucesivas que son alternativamente el quíntuplo o el doble de la anterior (es decir, 100, 5(100, 101, 5(101, 102, 5(102 y 103). De esta manera se escribirá VIIII en lugar de IIIIIIIII. 
	(b) Introducir la condición de que todo símbolo colocado a la izquierda de un símbolo de valor inmediatamente superior, indica que el menor debe restarse del mayor:
	El estudio se interrumpió aquí con una undécima sesión de evaluación individual del proceso de estudio realizado. Éste hubiera podido proseguir con un estudio más desarrollado del sistema posicional, poniendo de manifiesto la arbitrariedad de la base decimal, así como la existencia de sistemas que permiten dar una respuesta más eficaz que el SN posicional completo al trabajo con “números grandes”.

	Pero lo anterior no significa que, en el estado actual de desarrollo de la TAD, estemos en condiciones de precisar el grado de autonomía que pueden asumir los alumnos ni, mucho menos, cuáles son las condiciones que hacen posible que los alumnos asuman dicha autonomía efectivamente. En términos generales, hemos de reconocer que muchas de las cuestiones relativas a la reestructuración del reparto de responsabilidades entre el profesor y los alumnos que el REI provoca están esencialmente abiertas. Dado que en cada institución escolar (por ejemplo en la Formación de Maestros) se ha forjado históricamente un contrato didáctico institucional que evoluciona bastante lentamente, se plantean dos cuestiones abiertas e inseparables (en el sentido que la respuesta que pueda darse a cada una de ellas condiciona profundamente las posibles respuestas a la otra):
	 ¿Cómo cambiar la distribución –implícita pero fuertemente arraigada– de las responsabilidades matemático-didácticas que otorga el contrato didáctico institucional para que sea posible poner en marcha un REI?
	Postulamos que, en general, la reconstrucción “artificial” o “escolar” de una OM en una institución docente I puede estar guiada por el desarrollo evolutivo de cierta problemática que proporcionará las “razones de ser” iniciales de OM en I. Éstas no tienen por qué coincidir con las “razones de ser” de OM en la institución I’, en la cual, OM aparece como respuesta aceptable a la cuestión a estudiar. En todo caso, la problemática y los tipos de tareas asociados (así como las técnicas y el entorno tecnológico-teórico) deberán estar adaptados a las restricciones ecológicas que I impone (Gascón, 2001).

