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Resumen

A lo largo de esta memoria se sentaran las bases del Analisis de Fourier y algunas de sus
aplicaciones. Primeramente se introducira el concepto de los espacios L? y se analizaran sus
caracteristicas principales, proporcionando asi un contexto teérico adecuado para el estudio
de la series de Fourier y de sus coeficientes, asi como de las condiciones y requisitos para
la convergencia de dichas series. Esta recopilacion de resultados permitira tener una per-
spectiva general de esta teorfa, util tanto en el &mbito mateméatico como en otra éareas de la
ciencia e ingenierfia.

Palabras clave: funcion periddica, producto interno, convergencia puntual, convolucion,
extension periddica, polinomios de Jacobi, funciones de Bessel, problemas de Sturm-Liouville.

Abstract

This thesis is about discussing Fourier Analysis and their applications. Giving a mathemat-
ical context is imperative, so firstly we are taking a close look at basic vector spaces such as
the Hilbert Space L? and his main characteristics. Afterwards, we will be ready to go into
details about Fourier Series, focusing in their coefficients and types of convergence according
to Analysis fundamental theorems. Thus we will be able to build up a complete theory which
is useful not only in pure mathematics, but also in many fields of science and engineering.

Key words: periodic function, inner product, pointwise convergence, convolution, peri-
odic extension, Jacobi’s polynomials, Bessel’s functions, Sturm-Liouville problems.
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Capitulo 1

Introduccion

A lo largo de la historia, los matematicos se han dedicado a desarrollar numerosas herramien-
tas que consiguiesen medir, explicar y predecir el mundo que nos rodea y todos los fenémenos
que ocurren en él. Ha habido muchos periodos en los que se han producido grandes avances
cientificos, pero sin duda uno de los grandes hitos de las matemaéticas fue el desarrollo del cal-
culo infinitesimal, por parte de Isaac Newton (1643-1727) y Gottfried Leibnitz (1646-1716),
con el fin de dar solucién a varios problemas de la antigiiedad que hasta entonces se consider-
aban irresolubles, como por ejemplo el calculo exacto de areas y voliimenes o la optimizacion
de determinados procesos. Asi, la notacion del anélisis infinitesimal se fue convirtiendo en
el lenguaje matematico usado para modelar numerosos fenémenos en la naturaleza. Por
medio de las ecuaciones en derivadas parciales (EDPs en adelante) se conseguia sintetizar las
variables fundamentales de un sistema fisico y sus variaciones en un conjunto de entidades
conocidas, de las que se podian extraer numerosas conclusiones acerca de la evolucion de
dicho sistema. No obstante, resolver una EDP (o un sistema de EDPs) en general no suele
ser una tarea facil (de hecho, casi nunca se puede obtener una soluciéon general de una dada
arbitrariamente) y hallar muchas de esas soluciones (que a dia de hoy siguen siendo una
incognita) requiere del desarrollo de nuevas técnicas mateméticas.

Jean-Baptiste Joseph Fourier (Auxerre, 1768-Paris, 1830) fue un matemaético y fisico
francés que se valio de su participacion activa en la Revolucion Francesa para optar a una
catedra en la Ecole Polytechnique. Después de sus numerosas expediciones como acom-
panante de Napoledn, Fourier volvié a Paris y en 1816 comenzo6 sus experimentos sobre la
difusion del calor, gracias a los cuales consiguié modelar la evoluciéon de la temperatura por
medio de la ecuacion:

ou 0%u

= (1.1)

ot 0x?
donde u es la funcién temperatura que varia en el espacio y en el tiempo y k es una constante
positiva. Seis anos mas tarde, Fourier public6 un tratado llamado Théorie analytique de la
chaleur (Teoria analitica del calor), en el que incluy6 la deduccion de la ecuacion , para
la cual, ademaés, encontré sus soluciones explicitas en forma de series infinitas de funciones
trigonométricas. Dicho tratado no solo profundiza en los procesos de la difusion del calor,
sino que desarrolla los primeros rudimentos de lo que hoy conocemos como analisis de Fourier
(o analisis armonico) partiendo de la premisa de que toda funcién admite una representacion
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en serie de senos y cosenos, y que esta es siempre convergente.

THEORIE
ANALYTIQUE

DE LLA CHALEUR,

Pin M. FOURIER.

o

A PARIS,

Figura 1.1: J.B Joseph Fourier [6]. Figura 1.2: Théorie analytique de la
chaleur 27].

Sin embargo, Fourier nunca aporté una demostracion precisa de que dichas series fuesen
siempre convergentes (de hecho no siempre lo son) y mucho menos concret6 las hipotesis
bajo las cuales una funciéon admitia esta representacion. Después de la publicacion de su
tratado, numerosos mateméticos como Dirichlet o Jordan se lanzaron a la ardua tarea de de-
sarrollar criterios de convergencia para las series de Fourier mientras que, simultdneamente,
matematicos como Heine y Riemann investigaban las implicaciones que tenia cada tipo de
convergencia a la hora de manipular series y operar con ellas. La llegada del siglo XX trajo
consigo el nacimiento de la teoria de la medida e integral de Lebesgue, que reinventaba el con-
cepto de funciéon integrable e introducia la caracteristica de para casi todo punto de algunas
proposiciones y teoremas. Ademads, durante estos anos también se definieron y fundamen-
taron las bases de los espacios de Hilbert y se establecieron las principales caracteristicas de
los espacios LP, estudiando asi las series de Fourier desde un nuevo enfoque que permitié
extender todo el anélisis de Fourier desarrollado hasta entonces a funciones pertenecientes a
dichos espacios.

Esta memoria estd dividida ensencialmente en tres partes. La primera de ellas esta
dedicada a la construccién del espacio L?, asi como al estudio del mismo como espacio
vectorial y a la introduccion de las primeras nociones y tipos de convergencia de funciones.
A esta seccion le sigue el estudio propiamente dicho de las series de Fourier y sus coeficientes,
que contiene los resultados mas relevantes sobre convergencia, divergencia y extensiones
periddicas, ademas del analisis del fenémeno de Gibbs. Posteriormente, introducimos el
Analisis de Fourier no trigonométrico con el planteamiento de las Series de Fourier-Jacobi y
las Series de Fourier-Bessel. Por tltimo, se dedica un capitulo a las aplicaciones que tienen
las series de Fourier, aparte de la que tienen en la resolucién de EDPs, destacando asi el
papel fundamental de esta herramienta matemética en otras areas de conocimiento como
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la fisica o la ingenieria. Por medio del estudio de una amplia bibliografia se ha conseguido
recopilar las cuestiones mas importantes que atanan al anélisis de Fourier, relacionandolo
con el resto de areas de estudio y profundizar no solo en las aplicaciones de esta herramienta,
sino en los problemas propios que surgen de su desarrollo.



Capitulo 2

Fundamentos teéricos. Los espacios LF

Antes de adentrarnos en el estudio y analisis de las series de Fourier se vera qué condiciones
debemos imponer a las funciones cuya representacion queremos obtener para que dicha de-
scomposicion en serie esté bien definida. Para ello se construiran unos espacios de funciones
con buenas propiedades en cuanto a integracion y convergencia se refieren: Los espacios de
Lebesgue LP (o de forma simplificada, espacios L) para p € [1, 0], generados a partir de un
espacio vectorial y una determinada relaciéon de equivalencia. De esta forma, dispondremos
de un contexto 6ptimo para el estudio de todas las propiedades y caracteristicas de las se-
rie de Fourier, asi como de sus generalizaciones y variantes. La mayoria de los resultados
teoricos, asi como sus demostraciones, se han extraido de [23].

2.1 Construcciéon de los espacios L?

Como punto de partida de toda la teoria que desarrollaremos en esta memoria, consideremos
los espacios de medida (T, .#, ), donde T C R es intervalo de longitud 27, u denota la
medida de Lebesgue y .# la o-algebra de los conjuntos medibles Lebesgue, y (C, %, 1)
(con A la o-algebra de los borelianos en C).

Antes de introducir el espacio de funciones con el que trabajaremos, veamos algunas
definiciones previas.

Definicion 2.1.1. 1. Sea f una funcion f: T — C. Decimos que [ es PBc-medible (o
medible si no hay lugar a confusion) si para todo A € Be, [~H(A) € A . Al conjunto
de dichas funciones medibles lo llamaremos M(T).

2. Denotamos por C(T) el espacio de funciones f : T — C 2mw-periddicas continuas en

T.

3. Denotamos por PC(T) al conjunto de las funciones f : T — C 2w-periddicas que son
continuas a trozos en T, es decir, que verifican las siguientes condiciones:

e Para todo o € T que no sea uno de los extremos del intervalo existen lim f y

=T
lim f(z).
I‘)CES—
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e Para x, extremo izquierdo y xo extremo derecho del intervalo existen lim f y

x%mf
lim f(x).
T—Ty

o f es continua en todo T salvo quizd en una cantidad finita de puntos.

4. Denotamos por PS(T) al conjunto de las funciones f: T — C 2w periddicas que son
requlares a trozos, es decir, a aquellas funciones tal que f, f' € PC(T).

5. En las condiciones de la definicion anterior, si ademds f € C(T), entonces diremos

que f es continua y reqular a trozos en T. El espacio que forman dichas funciones se
denota por PSC(T).

Observacion 2.1.2. Notese que
PSC(T) c PS(T) c PC(T).

Como tltimos preliminares enunciemos algunas propiedades relacionadas con la medida
de Lebesgue.

Definiciéon 2.1.3. Decimos que una funcion f € M(T) cumple una cierta propiedad P casi
para todo punto (y lo denotamos c.p.t.) si el conjunto de puntos en el que f no satisface P
tiene medida nula.

Ahora, comenzaremos definiendo ciertos espacios de funciones, que serén la base de nue-
stros LP(T), y describiremos sus propiedades.

Definiciéon 2.1.4. Sea p € [1,00). Definimos el siguiente conjunto:

£r(T) = {f eMmm): [ 1P dn < oo} . 2.1)

Proposicion 2.1.5. Para p € [1,00), LP(T) es un espacio vectorial.

Demostracion. Sean f,g € LP(T) para p € [1,00). Supongamos que p es finito. En tal caso,
para cada x € T

() + g(2)I" < [2 max (|f ()], lg()])]" < 27 [|f ()" + |g(x)["]

Integrando se tiene que

JURY L Ulﬂp i+ [ ol du] <00 = f+g€ LT,
T T T

Por otro lado, para A € C

[t du= P [ 17 du < 00 = 27 €
T T
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Con el fin de construir un espacio normado, definamos los siguientes funcionales y algunas
de sus propiedades:

Definiciéon 2.1.6. Dada una funcion f € LP(T) con p € [1,00), se define el siguiente

funcional
1/p
= Pd ) )
Ity = ( [ 157 an) 22)

Proposicion 2.1.7. (Desigualdad de Holder) Sean p,q € (1,00) tal que pg = p + qﬂ Y
las funciones f € LP(T) y g € LY(T). Entonces se cumple que

Fglly < I, - Vgl - (2:3)

Demostracion. Distingamos dos casos:

e Supongamos que || f[|, = 0 c.p.t. z € T, entonces f(z) =0c.p.t. z € Ty f(x)g(z) =0
c.p.t. € T. Por tanto ||fg[|, = 0. El caso [|g]|, = 0 es andlogo.

e Supongamos que || f[|, # 0 # [|g][,, entonces tomemos las funciones

~ 1
f= gi=
11, [l
Se tiene que
p
~ 1 1
WAL =7 fll = 7w 11 =1
T A
Anélogamente
q
1 1
allg = || 9|l = e M9l = 1
|| gl llgllg

Por el lema [A.0.1] concluimos que

1 ; Loz 1 11
£all, = 117glh < SNAIE+ =gl = = + = = 1.
/11, 1gll, 7 p e e =y

Despejando, tenemos el resultado buscado.
O

Proposicién 2.1.8. Para cada p € [1,00), los funcionales de la familia ([||[,), son semi-
normas en LP(T).

'En tal caso se dice que p y ¢ son exponentes conjugados.
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Demostracion. Dada f € LP(T), es claro que ||f||, > 0 Vo € T por ser |f|? > 0.
Por otro lado, dado A € Cy f € L£P(T):

1/p 1/p 1/p
sl = ([isran) "= (e [upan) "= ([1rra) -

= [AHIAI -

Demostremos ahora que se cumple la desigualdad triangular (o desigualdad de Minkowski),
que para p = 1 es inmediata. Tomamos p > 1y ¢ su exponente conjugado. Tenemos entonces
que:

Hf+g!|§=/!f+g|”du§/|f\\f+g!p1du+/|g| If+g" dp =1 + L.
T T T

Por la desigualdad de Holder ({2.3]), se obtienen las siguientes estimaciones:

11/ 1 . 11/q 1/q
fls[/uv’du 15+ 9070 a =||f||p-[/|f+g|pdu} .
T | LJ T T

11/p 1 . 11/q 1/q
I, < U!g!”du /|f+g!q(” Y| =1lgll, - [/|f+glpdu} :
T J LJT | T

Sustituyendo en la primera desigualdad obtenemos que

1/q
I +allp= 17+ o< 1Al + ol - | [15 + o]

Dividiendo por el altimo término se concluye que

1F+gll, <AL+ Nll,, - (2:4)
0

La desigualdad se conoce como Desigualdad de Minkowski. Notese que para con-
struir los espacios normados que buscamos necesitamos que los funcionales anteriormente
mencionados sean normas, es decir, que verifiquen que si [|f|[, = 0, entonces f = 0 para
p€[l,00)y f € LP(T) arbitraria.

Para ello, definamos el conjunto A" := {f € M(T) : f(x) =0 c.p.t. « € T}, que es un sube-
spacio vectorial de LP(T) para p € [1,00) y la siguiente relacion de equivalencia en £P(T):

frmgesfoge N, (2.5)

Asi, se tiene el siguiente resultado.
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Proposicion 2.1.9. Para p € [1,00), los espacios LP(T) := LP(T)/ AN con el funcional
definido para cada clase [f] € LP(T) como la expresion

= ([ IfIPdM) | 26)

Se comprueba trivialmente que esta bien definida y que no depende del representante
elegido.

De aqui en adelante, por un pequenio abuso del lenguaje, se trabajara con los elementos
del espacio LP(T) como si fuesen funciones, identificando las clase de equivalencia con uno
de sus representantes.

La norma asi definida permite dar una definicién rigurosa de distancia entre dos
funciones:

son normados.

Definicién 2.1.10. Dadas dos funciones f, g € LP(T), definimos la distancia-p a la canti-

dad: y
1 = gll, = (/ e |de) . (2.7

Por ultimo, finalizamos esta seccién con el resultado principal.
Teorema 2.1.11. Para p € [1,00), los espacios (LP(T), |[-[|,)) son de Banach.

Demostracion. Sea (f,)nen una sucesion de Cauchy en LP(T), entonces existe una subsuce-
sién estrictamente creciente de naturales (ng)ren tales que

1
ankJrl fnka_ ok

para todo k = 1,2,.... Definimos ahora para cada = € T

Z\fw = fu(@)].

Veamos que esta bien definida. Aplicando la desigualdad de Minkowski (2.4]) se tiene que
para todo K € N

3 ’ 1/1’ i 1/p
[/ (Z ‘fnk“ N f"’ﬂ’) du] < Z ( ‘fnk+1 - fnk‘pdﬂ) <
T\ k=1 T
1

k;l -
SZQk SZ@:l
k=1 k=1

Ademas, por el teorema de convergencia monétona,

K p
p — : _ <
/Tlgl dp ]}gnoo/qr<;|fnm fnk!> dp <1

8
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Asi, gP y por tanto g es finita en casi todo punto de T. Sea & = {z € T : g(z) = oc}.
Por lo anterior, p(2/) = 0y de esta forma definimos una nueva funciéon h tal que:

ank-H fnk( ) Sll‘%%
O six € .

Por ser |h| < g deducimos que h € LP(T) y tenemos que para casi todo z € T:

hm ank+1 — [, (z) = I}l_f)ﬂoofn,((x) — foi(2).

Las funciones (f,, )ren convergen casi para todo punto a la funcion f := h + f,, € LP(T).
Veamos que dicha subsucesiéon también converge en norma a f. Como

K-1
h — Z fnk+1 - fnk
k=1

y g? € L}(T), por el teorema de convergencia dominada

|f_fnk’ =

K-1
S TR s = Fru <29
k=1

1/p
. _ _ . . p _
dm lf = gll,= g ([1f = fPa) <o

Demostremos finalmente que la sucesion de partida converge. Sea € > 0 arbitrario. Por ser
(fn)nen de Cauchy existe N € N tal que si m > n > N, entonces

9
U= full, < 5

Por otro lado, por lo anterior sabemos que existe k£ € N con n, > N tal que

g
1o = Fll, < 5

Tomando n > n; deducimos de lo anterior que

||fn _pr S ||fn_fnk||p+ ank _f||p < €.

2.2 Espacios de Hilbert: el espacio L?

Esta seccion estd dedicada al espacio L*(T) por ser el mas significativo para secciones pos-
teriores. Se estudiaran algunas de sus propiedades fundamentales y se vera que, ademés de
ser un espacio de Banach, es también un espacio de Hilbert, lo cual nos proporcionara un
conjunto de generadores de dicho espacio y relaciones de ortogonalidad entre ellos.
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Definicién 2.2.1. Dadas dos funciones f, g € L*(T), llamaremos producto interno al pro-
ducto escalar de funciones definido como:

(1) = [ S5 de 2.9
T
Este producto interno esta bien definido pues:

1. Es lineal respecto al primer operando, es decir, para f, g y h € L*(T), dados «, 3
e C:

<af+ﬂg,h>:/<af< ) + By(a))h(z) d =

_a/f m+5/
=a(f,h)+B(g,h).

2. Es lineal conjugado respecto al segundo operando, es decir, para f, g y h € L*(T),
dados a, € C:

(f, g + Bh) /f (ag() + Ph(z) dw—a/f daz+ﬁ/f
_Oé<f7 >+5<f7 >

3. Es conjugado simétrico, es decir, para f y g € L*(T) se cumple que:

/f d:c—/f dz = (g, f).

De forma natural, este producto interno induce la norma-2, es decir, la norma-p que habiamos

definido en (2.6 para p = 2, de la siguiente forma:

Definicion 2.2.2. Dada una funcion f € L*(T), llamamos norma-2 de f a la expresion

dada por:
1k = .00 = ([ 567 )/2:</T |f<x>\2dx)1/2. (29)

Proposicién 2.2.3. La norma ||-||, verifica las siguientes propiedades:

1. Teorema de pitdgoras: Sean (f;)_, C L*(T) tal que (f;, f;) = 0 para i # j,

entonces: )
= _lIfill;-
2 =1
2. Desigualdad de Cauchy-Schwartz: Dadas f, g € L*(T), entonces:

[(F o < IFlly - Vgl

10
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Demostracion. Para demostrar el teorema de Pitagoras, basta escribir la definicion de la
norma y operar:

Zfz

ot S S L) = Z/fz D@

i,j=1

—lelel +Z/fz G d:v—ZHfm P U =

i#j i#j
2
= Z £l
i=1

La desigualdad de Cauchy-Schwartz es trivial para ||g|| = 0 porque por las propiedades
de la norma, g = 0 = (f, g) = 0. Para ||g|| # 0, sea a € C. Se tiene que:

1f +agll® = (f +ag, f +ag) = (f, [) + (f.a9) + (ag, [) + (ag,ag) =
= IfIP +a(f.g) +alf.g) +lal llgll* =
= |IfII +2Re(a(f,9)) + |of* llglI* = 0
= [|fI” = —2Re(@(f,9)) — lal’ llg||*.
{f,9)
lgll”

2 2 2
1P 2 2 - HRl g = L 0)
— 1P Nl 2 47,9)F

Y tomando raices cuadradas se tiene el resultado.

Por ser ||g|| # 0 se puede sustituir o por —

y se tiene que:

Corolario 2.2.4. El espacio (L*(T),||-||,) es de Hilbert.

2.2.1 Ortogonalidad y ortonormalidad

Esta seccion resulta esencial para poder desarrollar el siguiente capitulo. El fin dltimo de fun-
damentar las bases de los espacios L? no es otro que el de emplear funciones que pertenezcan
a dicho espacio para poder representar cualquier otra dada arbitrariamente. Por ese motivo,
estamos interesados en funciones que tengan buenas propiedades en cuanto a continuidad,
derivabilidad y periodicidad se refiere. Ademaés, seria deseable que, dado que L? es un es-
pacio vectorial completo equipado con un producto escalar, dichas funciones generasen este
espacio y pudiesen establecerse relaciones de ortogonalidad entre ellas. Comencemos primero
introduciendo formalmente estos conceptos con resultados obtenidos principalmente de [11]

y [19].
Definicién 2.2.5. Sea N C N. Sea © = {f,, : fn # 0, n € N} un subconjunto del espacio
de funciones L*(2), con Q un intervalo arbitrario de longitud P. Decimos que © es un

conjunto ortogonal si {fn, fm) = 0 para n # m. Si, ademds, cada elemento de © tiene
norma 1, decimos que es un conjunto ortonormal.

11



2.2. ESPACIOS DE HILBERT: EL ESPACIO L? SERIES DE FOURIER

Lema 2.2.6. (Desigualdad de Bessel) Sea {f, : n € N} un sistema ortonormal en L*((2),
entonces para toda f € L*(Q) se cumple que:

o0

DL LA (2.10)

Demostracion. Tomemos f € L*(Q2) y m € N arbitrarios, entonces tenemos que:

0< f—i<f,fn> n 2§<f ilﬁfn Jns [ — if?fj >—
n= n= J
=r|fr|2—f;<fj,f> <f,fj>—Zm;< ) oo ) +ii 1) U ) U £ =
=||f||2—Zm;|<f,fj>|2—iﬁ,fn . +§m;1 £ b U ) =
=||f||2—§|<f,fj>|2
Y asi obtenemos ]eI resultado. O

Definicion 2.2.7. Sea V. C L*(Q) un espacio vectorial. Decimos que T' es una base de
Schauder ortogonal de V' si es un subconjunto ortogonal de V' y para toda f € V', existe una
unica sucesion de escalares complejos (zp)nen tal que:

Ahora conviene poner el foco en un tipo concreto de funciones que posteriormente nos
seran utiles a la hora de manejar las Series de Fourier por tener propiedades como la con-
tinuidad, periodicidad y derivabilidad.

Teorema 2.2.8. La coleccion de funciones I'p = {eQﬂm/P P> O}neZ es ortogonal en
L2(9).

Demostracion. Demostremos que el conjunto es ortogonal respecto del producto escalar
definido en (2.8)). En efecto, sean f,, f,, € ['p, n # m:

e
Q

:/627rinx/P€2ﬂ'imx/de _ |: » P eQm’x(nm)/P:| —0.
Q 2mi(n —m) o
O
1 .
Corolario 2.2.9. El conjunto Ap := {—Pez’”m/P P> O} es ortonormal en L*(Q).
neZ

12
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1 )
Demostracion. Basta comprobar que la norma de f := ﬁe%mx/ P es 1. En efecto:
1 , —_ 1 : .
||f||2 = <f’ f) — _/ 627”7W/P 627rlnx/de I /6271'271:8/13 G_QWan/Pdl‘ _ /dl’ -1
P Jq P J, 0

O

Por la identidad de Euler, la exponencial compleja puede expresarse en términos de fun-
ciones seno y coseno, por lo que conviene enunciar el siguiente teorema, analogo al anterior.

Teorema 2.2.10. El conjunto Xp := {1, cos (2mnz/P),sen (2mnxz/P) : P > 0}, es ortog-
onal L*(Q).

Demostracion. Comprobemos que para f,, fm € {1,cos (2rnz/P),sen (2rnz/P)}, (fu, fm)
se anula para n # m en ()

Jocos 2mnax/P)dx = [3Zsen (2rnz/P)], =0
Josen (2mna/ P) dx = — [55-cos (2mnz/P)], = 0

Josen (2mna/ P)cos (2mnx/ P) dx = [%SeHQ(ana:/P)]Q =0

]

1 2 2
Corolario 2.2.11. El conjunto ®p := {”F’ \/ peos (2mnx/P), 1/ psen (2mnz/P) : P > O}

es ortonormal L?(§2).

neN

Demostracion. De nuevo, igual que en el anterior corolario, basta ver que la norma de cada

elemento es 1:
1 ? 1 1 1
— = oy oy - ey :1
V3| = (Vov5)- Lo
2
= (\/ 3cos (2mna/ P), 1| cos (2mna/P) ) =
= Pcos TN , Pcos ™I =

' ‘ \/gcos (2mnz/P)

:]% /QCOSQ(QWMJ/P) de = % [Psen S::Lx/P) + g]ﬂ = %g =1
2
2 2 2
H\/;Sen (2mnz/P)|| = <\/;sen (2mnz/P), \/;Sen (27mx/P)> =
:% /Qsenz(27ma:/P) dr = % {_Psen (;l::x/P) + g]ﬂ = %g =1
[

Esta seccién culmina con varios de los teoremas mas importantes de esta memoria, que
nos daran las bases de funciones necesarias para desarrollar el resto del trabajo.

13
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Teorema 2.2.12. Sea {f, : n € N} un conjunto ortonormal de L*(Q). Entonces las sigu-
tentes condiciones son equivalentes:

1. {fn :n € N} es una base ortonormal de L*(2).

2. Para todas f,g € L*(Q) se verifica

=Y {f: fa) (g Fo)- (2.11)
n=1

3. Para toda f € L*(Q) se cumple que:

IfII” = i I(f, f)? (Identidad de Parseval). (2.12)

4. El subespacio span{ fi, f2, f3,...} es denso en L*(Q).
5. Sea f € L*(Q). Si (f, fn) =0 para todo n € N, entonces f = 0.
Demostracion. Por ser { f,, : n € N} una base ortonormal, existen (A, )nen ¥ (fn)nen

tales que f = Z Nfiyg= Z ; f;. Veamos qué valor tienen los coeficientes A; y ;:
i=1 j=1

=1 =1

Por lo tanto tenemos que f = i (f,fyfivg= i (g, f;) f;- Asi se tiene lo siguiente:
=1 j=1
(f,9) = lim <Z (o f) £ ) <g,fj>fj> = (. ) g fo).
i—1 j=1 i=1

Se deduce de la anterior proposiciéon tomando g = f.

Sea f € L*(Q2), entonces por la Identidad de Parseval se tiene:

2

2 [o.¢] m
=> <f Z (f, fu) fn,fj>
j=1

0
m m m+1
=> (/= o) s £ Z

m—+1

=Y [(f P =0
j=1

14
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por ser las colas de una serie convergente.

Sea f € L?(Q) tal que (f, f.) = 0 para todon € N, entonces f L span{fi, fo, f3, ...}

por lo que existe una sucesion (g,) C span{ fi, fa, fs,...} tal que g, —— f. Asi,
(f, f)=lim (g,, f)=1lim 0=0= f =0.
n—oo n—oo

o0

5= 1| Tomemos f € L*(2) y pongamos g := Z (f, fn) fn- Entonces se tiene que

n=1
j=1 j=1
:<f7fn> - <fvfn> =0

o

Asi, por el apartado 2, se tiene que f = g = Z (f, fn) fn- ]

n=1
Teorema 2.2.13. (Stone-Weierstrass) Sea ¢ > 0 arbitrario y f € C(Q2). Entonces ea-
iste un polinomio trigonométrico T(x) tal que |f(z) —T(x)| < €, es decir, los polinomios
trigonométricos son densos en C(£2).

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que T = [P, P]. Fijamos ¢ > 0
arbitrario y sea x € T, veamos que T'(z) definido de la forma

T(x)=cy /Tcos?”(u/Q)f(x +u)du

es un polinomio trigonométrico de grado al menos n que satisface |f(x) — T'(x)| < € para un
n suficientemente grande. Tomemos ¢, que cumpla:

Cn /cosQn(u/Q) du =1 (2.13)

Donde, evaluando la integral, se tiene que:

2n-(2n—2)---4-2
Cp = <n
2r-(2n—1)---5-3

De ([2.13) se deduce que ¢, /cos (u/2) f(x) du = f(z). Por tanto para algin 0 < § < P se
T

tiene que:

T(x) =

“(u/2) |f (@ +u) = f(u)] du+t
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Donde estimaremos cada I; por separado.
En primer lugar, por ser f continua en T, fijado ¢ > 0, se tiene para todo x € T:

|f(z+u) = f)] <e/2
Por lo tanto,

L < %cn /cos2n(u/2) du < e/2.
J

Por otro lado, la continuidad de f garantiza que existe una constante M > 0 tal que |f| < M
en T. Asi,

P

-5 P P
I, <2Me, (/ cos 2" (u/2) du+/ cos " (u/2) du) < 4Mn/ cos " (u/2) du
- 5 5
por ser ¢, < n. Ahora, para § < |u| < P se tiene que
cos ?"(u/2) < cos**(6/2) = n*"

para algiin 0 < n < 1. Asi, como nn*® — 0 cuando n — 0o, para un n suficientemente
grande se tiene que Iy < 4AMmnn*" < g/2.
Finalmente se tiene que para todo x € T:

T(2) - f()] < e/24e/2=e

Por tltimo solo queda probar que T'(z) es de hecho un polinomio trigonométrico. Empleando
el cambio de variable t = x + u se tiene que:

T(2) = / cos ™ (1 — 2)/2) f(¢) di = / cos (¢ — z)/2) £ (1) dt
T+x T
donde, aplicando las identidades trigonométricas del lema se obtiene el polinomio
trigonomeétrico.

]

Teorema 2.2.14. Sea . el conjunto de las funciones simples s definidas en € tales que
p{r € Q @ s(z) # 0} < co. Sea e > 0 arbitrario y f € L*(Q). Entonces ¥ es denso en
L*(Q).

Demostracion. Sea f € L*(Q). Es claro que .¥ C L?(Q) y que toda funcién simple que
pertenezca a L*(Q) también pertenece a .. Por otro lado, por existe (Sp)nen Una

sucesion de funciones simples que convergen a f puntualmente y tales que |s1] < [sg] < ... <
|f]. Esto implica que s,, € L*(Q) y por tanto s, € .. Como |s, — f|" < (2|f])? para todo
n € N, por el teorema de convergencia dominada |[s, — f[[, — 0. ]

Teorema 2.2.15. C(Q2) es denso en L*(2).

16
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Demostracion. Tomemos el conjunto . como en el teorema anterior. Sea f € L*(f2), en-
tonces dado ¢ > 0 arbitrario existe s € . tal que ||f — s|| < 5. Aplicando el teorema de
Lusin tenemos que existe g € C(Q2) tal que

p{z € Q : g(x) # ()}—<4y| oo )2

v 19| <|lsl|,. Por tanto,

3

s — gll? = /|s—gr 2], i € 9 - gla) # s} < (5)

Finalmente se concluye que

f = glly <I1f = slly +[ls — gll, <

Teorema 2.2.16. El conjunto de los polinomios trigonométricos es denso en L*(1).

Demostracion. Por el Teorema de Stone-Weierstrass[2.2.13] resulta que los polinomios trigonométri-
cos son densos en C(f2). Dicha convergencia implica la convergencia en el espacio L?((2).

En efecto, sea € > 0 arbitrario, entonces existe 7T'(x) polinomio trigonométrico tal que
|f(z) — ( )| < —5- Por lo tanto integrando tenemos que

) =@ < 2

Finalmente, teniendo en cuenta el teoremaf2.2.15| concluimos que los polinomios trigonométri-
cos son densos en L*(2).

O
Corolario 2.2.17. Los conjuntos Ap y ®p son dos bases del espacio L*(2).

Demostracion. Se deduce trivialmente de los teoremas [2.2.16] y [2.2.12] ]

17



Capitulo 3

Series de Fourier

Después de construir y describir el espacio L2, en el que se trabajara de aqui en adelante,
estamos en condiciones idéneas de sumergirnos en la teoria que fundamenta y caracteriza el
tema central de esta memoria. Las Series de Fourier son esencialmente una suma infinita de
funciones (inicialmente periodicas) obtenidas a partir de una funcién inicial dada. El obje-
tivo principal de este capitulo es, pues, explicitar el desarrollo de dichas series y obtener sus
coeficientes, asi como estudiar bajo qué condiciones una funcién 2m-peridédica dada admite
una representacion de esta forma. Asi, se extendera la teoria desarrollada para funciones
no necesariamente periddicas, introduciendo la nocién de extension y generalizando los re-
sultados para funciones de periodo arbitrario. Este capitulo finaliza con la introduccién de
algunas variantes de las Series de Fourier usuales incluyendo una pequena secciéon centrada
en los rudimentos del anélisis de Fourier no trigonométrico.

3.1 Coeficientes de las series de Fourier

En esta primera seccion, que se basa en [15] y [23], se pretende obtener una expresion
explicita de cada coeficiente que constituye la serie de Fourier de una funciéon f que, en
principio, suponemos que admite una representacion de este tipo y que esta definida en todo
T (posteriormente incluiremos hipotesis sobre periodicidad, continuidad y regularidad). Las
funciones que forman las Series de Fourier han de ser periddicas, tal y como se ha indicado
anteriormente, y es deseable que tengan ademas buenas propiedades respecto a la continuidad
y derivacion. Por este motivo, emplearemos las familias de funciones descritas en la seccion
anterior para construir estas series.

3.1.1 Forma compleja

Supongamos que f definida en T puede escribirse de manera formal como una combinacién
lineal infinita de elementos del conjunto I'p:

flz) = Z cne™. (3.1)

n=—oo

18
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ikx

Hallemos el coeficiente ¢,(f). Sea k € N fijado. Multiplicamos la expresion (3.1]) por e
e integramos en T:

/f(x)e““”dx:/ Z cne e M dy = Z Cn /ei”“eikmdx. (3.2)
T T T

n=—oo n=—oo

De donde se deduce, empleando las relaciones de ortogonalidad de la seccion anterior (tomando
P = 27), que:

/f(a:)e_mdx =Cp- 2T = = — /f(x)e_“”dx Vk € N. (3.3)
T 21 Jp

Definicion 3.1.1. Sea f : T — C. Se define de manera formal la serie de Fourier en
forma compleja asociada a f como:

S(f)(x) =) coc™. (3.4)

n=—oo

N
Donde ¢, es de la forma (3.3). En general, escribiremos Sn(f)(xz) = Z cn€™ para

n=—N
referirnos a la suma parcial de la Serie de Fourier de f.

3.1.2 Forma trigonométrica

La seccién de ortogonalidad y ortonormalidad también nos proporciona una familia de fun-
ciones trigonométricas que cumplen con los requisitos que buscamos para las funciones em-
pleadas en las Series de Fourier. Supongamos, pues, que f puede escribirse de manera como
combinacion lineal de senos y cosenos de la forma:

flz)=A+ Z ancos (nx) + bysen (nr) Ve T. (3.5)

n=1

Entonces integrando (3.5)) en T se tiene:
/f(x) dx :/A dr + / Zancos (nx) + bysen (nz) do =
T T g —

> 0 0 3.6
:A-27T+Zanw+bnw: (3.6)
n=1 T T

=A-2m.

a
Tomando A := 30, se tiene que:

ap = l/Tf(x)_ (3.7)
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Ahora se obtendra la expresion para a,. Multiplicando (3.5)) por cos (kz), con k € N, y de
nuevo integrando en T:

) o
/Tf(a:)cos (kx) dz :%W—k ;an/Tcos (nz) cos (kx)+

0

—l—bn/ sen (n s (kx) dx.

Que, de nuevo, empleando los resultados de la seccion de ortogonalidad (con P = 27), se
tiene que:

(3.8)

1
(3.8) =ar-m=ar=— /f(x)cos (kz) de Yk € N. (3.9)
T JT
Analogamente, multiplicando de nuevo ([3.5)) esta vez por sen (kx) e integrando en T:
a 0 o] 0
/f(x)sen (kx) dz :EOWJF Zan Cos en (kzr)+
T T n=1 (310)
—l—bn/sen (nx)sen (kz) dx.
T
Y finalmente se tiene que:
1
BI0) = b7 = by =~ /f(x)sen (kz) dz Vk € N. (3.11)
T

Con todo esto ya podemos enunciar la definicion de serie de Fourier.

Definicion 3.1.2. Sea f : T — C. Se define de manera formal la serie de Fourier en
forma trigonométrica asociada a f como:

S(f)(z) == % + Y ancos (nx) + busen (nz). (3.12)
n=1
Donde agy, a, y b, son de la forma (3.7), (3.9) vy (3.11)), respectivamente. En general es-
N
Qo

cribiremos Sy(f)(x) = — + Z ancos (nx) + bysen (nx) para referirnos a la suma parcial

n=1

2
de la Serie de Fourier de f.

Lema 3.1.3. S(f)(z) = S(f)(x) para cada x € T.

o0

Demostracion. Sea S(f)(x) = E cne™”. Podemos descomponer esta suma de la siguiente
n=—oo
forma:
oo oo
n=—oo n=1

=co + Z(Cn + c_p)cos (nx) + (¢, — c_,)isen (nx).

n=1

20
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Es inmediato comprobar que cq = 9. Por otro lado,

, 1
Cn +Cop ——/ e 4 e dy = — [ 2f(x)cos ( /f x)cos (nz) = ay,.
21 Jr
Anélogamente,
(cn—cC_p 27r/f Y dy = 27r 22f( x)sen ( /f x)sen (nx) = by,.
Ademas, es claro que para cada N € N, SN(f) = Sn(f). m

Finalizamos el desarrollo tedérico de esta seccién con dos resultados de gran importancia:

Teorema 3.1.4. Sea f una funcion 2w periddica definida en T. Si f € L*(T) entonces
Sn(f) converge a f en norma, es decir, para todo x € T

Tim [1£(@) = Sx () (@)1, = 0. (3.13)
Demostracion. Para todo n € N se tiene que
N N 1
_ nxr __ —int nr __
Sn(f)(z) = _X_:N cpe™ = 2_: <% /f(t)e dt) eine —
_ Z (/ —mt dt) Z < mc> 1 einx
T 27T V2 vV Var V2T
Como el conjunto { m””} es una base de Hilbert del espacio L?(T) concluimos que
neN

Sn(f) = f en norma.
[

Ejemplo practico

Sea f(r) = 2? € L'(—x, ). Calculemos su serie de Fourier compleja:

1 T ) 1 s ) Z s O
¢ = % 3 re~ T Jr :% _W:U coS (nx) — %M:

() = (1)

27 n? n

1 272 1 [ 4
a0 = — / fl@)de =" a,= /x2cos(nx>d:c=<—1>"—2 bn = 0.
T

(e
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Por lo tanto se tiene que la serie de Fourier de f en forma trigonométrica en (—m, ) es:

En la siguiente figura se han representado las primeras 4 sumas parciales de la Serie de
Fourier anterior, calculadas de forma numérica con el programa Matlab (se puede consultar

el codigo en [B.1)).

f(x)=x2
Serie de Fourier para n=2

f(x)=x
Serie de Fourier para n=1

f(x)=x2

Serie de Fourier para n=3 Serie de Fourier para n=4

Figura 3.1: Distintas aproximaciones para f(x) = z* por Series de Fourier para
N =1,2,3, 4 respectivamente.

3.2 Convergencia de las Series de Fourier

Esta seccion recoge los resultados fundamentales que describen los diferentes tipos de con-
vergencia de las Series de Fourier a las funciones de partida. Los resultados que veremos

22



3.2. CONVERGENCIA DE LAS SERIES DE FOURIER SERIES DE FOURIER

seran cruciales porque permitiran describir las condiciones en las que podemos identificar una
funcién con su Serie de Fourier, que es el objetivo tltimo del Analisis de Fourier. La defini-
cion de convolucion se ha extraido de [13], mientras que lo relativo al Nicleo de Dirichlet y
Condicion de Dini se ha consultado en [15]. El resto de resultados provienen de numerosas
fuentes, entre ellas [12] y [25].

Antes de comenzar con el enunciado de los distintos teoremas y proposiciones es conve-
niente que operemos la expresion de las sumas parciales de las Series de Fourier, pues seran
de gran utilidad para sus demostraciones.

3.2.1 Convolucién y Niucleo de Dirichlet

En primer lugar definiremos qué es el producto de convolucién de funciones, que posterior-
mente nos sera de utilidad para manejar las sumas parciales de las Series de Fourier.

Definicion 3.2.1. Sean f,g : T — C dos funciones L'(T) y 2n periddicas, se define el
producto de convolucion para todo x € R como la operacion:

Frgla) = /Tf(t)g(a:—t) dt. (3.14)

Veamos algunas propiedades de interés sobre la convolucién.

Proposicién 3.2.2. Sean f,g,h: T — C funciones en L*(T) y 27 periddicas. Entonces se
verifica:

1. Existe f % g(x) c.p.t x € R y es 27 periddica. Ademds, f* g € L'(T).
2. La convolucion es conmutativa: f g(x) = g * f(z).
3. La convolucion es asociativa: (f * g) * h(x) = f * (g * h)(x).

4. La convolucion es distributiva y lineal por el producto por escalares: (af + Bg)*h(x) =
a(f = h(x))+ B(g* h(x)) para todos o, 8 € C.

Demostracion. La demostracion del primer apartado se deduce de la propia definicion de
convolucion, empleando el Teorema de Fubini, aplicando el cambio de variable u :=x —t y
teniendo en cuenta que ambas funciones f, g pertenecen a L'(T). Veamos en primer lugar
que la convolucion esta bien definida y existe. Para ello veamos que F(t,x) := f(t)g(x — t)
es integrable:

/T|F| :/T(/T|F<t’x)| dx) dt:/Tlf(t)l (/T|g(x—t)| dx) it —
~([irora) ( [lstwrav).

donde el producto existe por ser f,g € L'(T). Para comprobar que la convolucién esté en

L*(T) basta ver que:
/Tf(t)g(a:—t)dt‘ drx < /T</T|f(t)| lg(a — 1) dt) dr —

159t aa = [
=[50 ( [iate—orac) ai= (101 ae) ( [lol au) <o
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de nuevo, por ser f,g € L'(T). La periodicidad se deduce trivialmente dado que f, g son 27
periddicas.

La conmutatividad y asociatividad se deduce de la siguiente forma realizando el mismo
cambio de variable que anteriormente. En efecto:

:/Tf(t)g(x—t)dtz/Tg(u)f(x_u)duzg*f(x)-

(f *xg)*h(zx /(/f t—s)ds)h(:):—tdt /(/f g(t—s)h $—t)d>dt
:/}@>(/mr—@Mx—wm)dszﬁy@>(4mwh@—s—uwm)ds:

/f B —5)) ds = [+ (g h) (z).

Por 1ltimo, demostremos que la convolucion es distributiva y lineal respecto al producto
por escalares:

(ozf+59)*h(:v):/T(af+59)(t) (x—1) dt—a/f x—tdt+5/ h(z —t)dt =
=a (f *h(x)) + B (g*h(z)) .
0

Después de describir las propiedades de la convolucion de funciones, para definir el nicleo
de Dirichlet tomaremos como punto de partida una funcion f € L*(T) que sea 27 periodica.
Entonces sus coeficientes de Fourier existen y podemos sustituirlos en la expresion de Sy (f).
En efecto:

Sn(f)(x) :% + Z a,cos (nx) + by, sin(nz) =

:%/T %+ cos (nt)cos (nx) + sen (nt)sen (nx)| f(t)dt = (3.15)
:%/T % + ;cos (k(t —2))| f(t) dt.

Por otro lado, por la formula trigonométrica para el seno:

WE

228611 (0/2) cos (nf) =

n=1 n=1

sen (n 4+ 6/2) —sen (nf — 0/2).

2sen (6/2) ZCOS (nf) =sen (N0 +6/2) —sen (0/2)

n=1

24
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por ser una suma telescopica. Reordenando se obtiene:

- ~sen ((N +1/2)0)
g T2 cos (nf) === = 6/2)

De esta forma la expresion (3.15)) se lee:

R e e UL (3.16)
)

_ 1 fsen (N+1/2)u
_7T/r[[~ 2sen (u/2)

flu+z)du (3.17)

donde se ha hecho el cambio de variable uw =t — z.

Definiciéon 3.2.3. (Nicleo de Dirichlet) La expresion

sen (N +1/2)x)
2sen (z/2)

Dy(z) = (3.18)

recibe el nombre de niucleo de Dirichlet

Proposicién 3.2.4. Dada f : T — C una funcion L'(T) y 27 periddica, se tiene que:

Sw(f)(x) = ~(f = Dy(a)) (3.19)

Demostracion. La demostracion se deduce de la igualdad (3.16]). O

Observacion 3.2.5. Ndtese que

1 [sen (N +1/2)u) "
- /T e (a7 = (3.20)

Este desarrollo nos lleva a concluir que para demostrar que las sumas parciales de la Serie
de Fourier de f converja a ella puntualmente basta con ver que la expresion:

Sn(f)(zo) — / I “”02;5 v /2( ) tsen (N +1/2)u)] du (3.21)

tenga limite 0 cuando N — oo para cada zy € T fijo.
Por ultimo, veremos dos resultados interesantes sobre la acotacién del niicleo de Dirichlet
que nos sera 1til en secciones posteriores.

Proposicion 3.2.6. Sea [a,b] C T. Entonces existe una constante C' > 0 tal que para todo

N € N se cumple que:
b
/ Dy (z)dx
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3.2. CONVERGENCIA DE LAS SERIES DE FOURIER SERIES DE FOURIER

Demostracion. Por la definicién de Dy (z) se tiene que:

/D dx_/sen((N—l—l/Q) )

sen (x/2)
’ 1
:/ sen ((N +1/2)z) (Sen (196/2) _ $}2) dm+/ se ((J\;;;ﬁ) ) .

Computando la primera integral se obtiene:

sen (N +1/2 , .
/ ( e /2)z) dx‘ — 2[Si(b(N + 1/2))] — Si(a(N + 1/2))]
donde Si(z) es la funcion definida en |[A.0.10, Por las propiedades de dicha funcion, se tiene
que la integral anterior esta acotada por una constante K;. Empleando el desarrollo en series
de Taylor del seno y el cambio de variable u := x/2, veamos que la primera integral también
esta acotada:

[sen v (ot -5 ) o] < | b/sen - |
1 1| [*u—senu
:/a/2 sen (u) Tl /a/g usenu |

/b/2 u—(u—u?/31+0W))|

a/2 usen u

b2, 4 b/2
:/ “u/3'+0 )| dx < Kydr =C

a/2 senu a/2
para cierta contante K. O

Proposicion 3.2.7. Para todo N € N se verifica que
N
2 1
D de > = —.
[1pstar= 5375

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que T = (—m, 7), entonces:
sen (N +1/2)x) sen (N +1/2)x)

1 ™
— D de = — de = — dx =
/ [D(2)] dv / 2sen (x/2) v 7r/0 2sen (x/2) ‘
w/2 w/2
:_/ sen ((2N + 1)x) de > l/ sen ((2N + 1)x) dr —
T Jo 2sen (x) T Jo x
1 /2N2+1 sen (mu) P 1 /N sen (mu) du—
T Jo u T
1 = /k“ sen ( Z/ sen (
_7T 0 k u"’k
N-1 1 N
1 sen (mu) 1 1 2 1
> — du = — - du=—» —
_Wko/o 1+k W(;k)/osen(wu) " WQ;IC
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3.2. CONVERGENCIA DE LAS SERIES DE FOURIER SERIES DE FOURIER

3.2.2 Criterio de Dini

Introducimos ahora la condicién de Dini, que, como se vera ahora, es un concepto que hace
referencia a un punto y su entorno, sin importar el resto de la funcién. El comportamiento
que describe la condicién de Dini recibe el nombre de Principio de localizacién de Riemann.

Definiciéon 3.2.8. (Condicion de Dini) Sea T un intervalo centrado en xy. Decimos que
una funcion f satisface la condicion de Dini en un punto yo € T si

/9"’0+a fyo+u) — f(wo)

u
El siguiente lema resultara fundamental para probar los siguientes resultados sobre con-
vergencia puntual.

du < 0o (3.22)

para algin € > 0

Lema 3.2.9. (Riemann-Lebesgue) Sea g € L'[a,b] una funcion continua excepto en una
cantidad finita de puntos, entonces

b b
li de=0= li d
Jim ’ g(x)sen (\x) doz =0 Jim ’ g(x)cos (Az) dx
b
Demostracion. Demostremos que, en general, Alirin g(x)sen (Ax +¢) dz = 0.
—00 a

e Supongamos en primer lugar que g € C([a, b))

b
Sea I = / g(x)sen (Azx + ¢) dx. Efectuamos el cambio de variable z = ¢ + 7/X:

b—m/A b—m /X
I:/ g(t+7/N)sen (At + ¢+ ) dt:—/ g(t+7/N)sen (Xt + c¢) dt
a—m/X a—m/\

b b—m /A
=2[=1+4+1 :/ g(z)sen (A\x + ¢) dx — / gz +7m/N)sen (A\x + ¢) do =

—7/A

b a
:/ g(x)sen (A\x + ¢) do — / g(x +7/N)sen (\x + ¢) do+
b—m/\ a—m/A

b—m/A
+/ lg(x) —g(lx+m/N)]sen Az +c¢)de =1+ I+ I3
Donde se tiene que, por ser g € C([a,b]), IM > 0 tal que |g(x)| < M Vz € [a,b)]:

M o0
|11|ST7T/\_>—>O

M ~
|12\§T7”;>0
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Para acotar I3 empleamos que por ser g continua en un compacto, entonces Ve > 0
36 > 0 tal que si |z — y| < 6, entonces |g(x) — g(y)| < € para todos z,y del compacto
(g es uniformemente continua en [a,b]). Tomemos A suficientemente grande tal que
/A < 0, entonces |g(z) — g(xz + 7/N)| < € para « € [a,b — 7/A]. Esto implica que:

I;<elb—al 2220

e Supongamos ahora que Ja = ¢y < ¢; < ... < ¢, = b tal que g € C(¢;,¢41) v g €
LY(ci,ci01) Vi =0,1,...,n — 1, entonces:

b n—1 Cit1
/ g(x)sen (A\x +¢) do = Z/ g(x)sen (A\x + ¢) dx
a i=0 v ¢

Cit+1
Probemos que Vi = 0,1,...,n — 1, / g(x)sen (\x + ¢) dx A7)
B z—c;
Como g € L'(c;, civ1), supongamos que g — +00, entonces aplicando integrales

impropias:
Cit1 d; Cit1
[ le@lde = [Cgl o+ [ g de -

i d;
di Ci+1—€
=lim lg(x)| dx 4 lim lg(x)| dx
e—0 cite e—0 d;

Por lo tanto, dado 1 > 0 se tiene que

ci+e Ci+1
/ l9(0)] dz <7 yg/ 9(0)] dz <7

i+1—¢€

De esta forma se tiene la siguiente cadena de desigualdades:

< +

Cit1
/ g(x)sen (\x + ¢) dx

ci+e
/ g(x)sen (A\x + ¢) dx

Ci+1—€
/ g(x)sen (A\x + ¢) dx|+

i e

+ =T+ Jo+ Js

Cit+1
/ g(x)sen (A\x + ¢) dx

i+1—€

Donde de nuevo realizamos las siguientes acotaciones:

cit+e Ci+1

ne [Tl <n v oms [ gl <
C; Ci4+1—€

Jo Ao, 0, que se obtiene del caso particular estudiado antes

]

Teorema 3.2.10. (Criterio de Dini) Sea f € PC(T) una funcion L'(T). Si f satisface
la condicion de Dini (3.22)) en un punto xy € T, entonces:

Jim Sy (f)(wo) = f(x0).
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Demostracion. La demostracion de este teorema se basa en aplicar el Lema de Riemann-

Lebesgue (3.2.9) a la expresion (3.21)).

Supongamos sin pérdida de generalidad que T esta centrado en el 0. Para cada zg € T
f(@o +u) — f(x0)
2sen (u/2)

las hipotesis del Lema de Riemann-Lebesgue.

En primer lugar, veamos que ¢ es continua en T salvo en un conjunto finito de puntos.
En efecto, si f es continua a trozos, g es continua en T salvo en los puntos de discontinuidad
de f, x1 — 2,29 — 2,...,Tky1 — . g tampoco es continua en xy,o = 0. Por lo tanto, g tiene
como maximo k + 2 puntos de continuidad.

Ahora probemos que g € L'(T). Por ser f € L'(T):

fijo definimos la funcion g(u) := , Vu € T. Comprobemos que g cumple

T T 2sen (U/Q) T u 2sen (u/2>
< /K ’ﬂxo F9 =T g,
T U
donde la tultima desigualdad se tiene por ser la funcion _r acotada en T por una
2sen (z/2)

cierta constante K y

I - 1
im —— =1
u—0 2sen (u/2)

f(xo +u) = (o)

u

du < 00. Seae > 0,

Por lo tanto, solo queda ver que efectivamente /

T

entonces:

/ f(zo+u) — f(wo) du:/ f(xo +u) — f(mo) du+/ f(zo+u) — f(wo) dut

T U J1 U Ja U

+/ f(xo—i-ui—f(a?o) du =1+ 1, + I3
con J; UJy U (—¢,e) =T. Acotemos las tres integrales:
1
o [; < — /|f zo 4+ u)| + | f(xo)| du < —sup|f( )|+ |f(:0)|(7r—5) < oo parai=1,2.
€ seT

e [3 < oo por satisfacer f la condiciéon de Dini.

Finalmente, por el Lema de Riemann-Lebesgue [3.2.9] se tiene que:

lim lg< Jsen (N +1/2)u) du = lim 1 f(wo +u) = f(xo)

Nooo Jpm N—oo Jpm  2sen (u/2)

= Jim_Sx(f)(w0) — f(w0) =0.

sen (N +1/2)u) du =
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3.2.3 Otros teoremas de convergencia puntual

Esta seccion completa los apartados anteriores con varios resultados relevantes sobre la con-
vergencia puntual de las Series de Fourier, que han sido extraidos de [23] y [9].

Teorema 3.2.11. (Teorema de Dirichlet) Sea f € PC(T) tal que ezisten los limites
laterales de f'(z). Entonces para cada xo € R

i S (o) 10) )

N—o0 2

(3.23)

En particular, si ademds f es continua en x, entonces Sn(f)(z) converge a f(x).

El anterior criterio puede adaptarse para funciones que simplemente sean L' (T) sin necesi-
dad de concretar hipotesis sobre su continuidad o derivabilidad:

Teorema 3.2.12. (Teorema de Dirichlet-Jordan) Sea f € L'(T) una funcion creciente
en un entorno de un punto xo € T, entonces se verifica

lim Sy(f) (o) = L)+ F(@0) (3.24)

N—oo 2

Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que T = (—m, 7). Sea § > 0 tal que
f es creciente en el intervalo (xg — d, 29 + d), entonces por (3.19):

Sx(f)(ao) - LS 0) L [+ Doyt fad) — flag) _

2 2
= [ - 0D - L)
:% /Tf(:vo+t)DN(t) dt — f(xg);f(%) =
= [ ) = )
s [ o+ 0) = Flap Dw (0 de =
:]1 +Ig

Acotemos I, y para I, se realizarfa de manera analoga.

1
|]1|§—'(
T

= (|41 +1B)

1)
/0 [f(xo +1t)— f(:var)] Dy (t) dt‘ +

[ [f (@0 +1) = f(zg)] Dn(t) dtD _
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donde |B| 2% 0 de nuevo por el lema de Riemann-Lebesgue . Ahora, aplicando el teorema

A.0.9, In € (0,0) tal que:

Al = | f(z0 +6) — f(aF)]

/ Dy (t) dt‘ < C|f(xo+6) — flag))

donde la tltima desigualdad se obtiene de la acotacion [3.2.6, Finalmente, basta tomar 6 > 0
tal que | f(zo + 0) — f(zg)| < 5= para algtn ¢ > 0. De esta forma, |A| AN O

Como aplicaciéon directa del criterio de Dirichlet-Jordan, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.2.13. Sea f € L' (T) de variacion acotada en TEL entonces para todo xy €
T se da (3.24). Ademds, si f es continua y P periddica en T, entonces Sn(f) converge
puntualmente a f.

Demostracion. Se demuestra trivialmente teniendo en cuenta el teoremal3.2.12]y la definicion
de funcién de variaciéon acotada. O]

Relajando las hipotesis del anterior teorema se puede generalizar el resultado a uno global
para funciones que no necesariamente son Lebesgue integrables.

Teorema 3.2.14. Sea f : R — R una funcion P periddica tal que f € BV (R). Entonces
se tiene la igualdad (3.24). Si ademds f es continua en un intervalo cerrado y acotado [a,b],
entonces Sy(f) converge uniformemente a f en dicho intervalo.

Finalmente, presentamos el resultado més importante sobre la convergencia puntual de
las Series de Fourier, con el que culmina esta secciéon. Se trata del teorema de Carlesson-
Hunt, que en un primer momento fue la conjetura de Luzin y que decia que la Serie de
Fourier de toda funcién f € LP(T) convergia puntualmente a f en casi todo punto. Sin
embargo, el matematico Kolmogorov dio un ejemplo explicito de una funcién que no lo era
para p = 1.

Omitimos esta demostracién pues se escapa a los contenidos de esta memoria. Puede
consultarse en [2], documento integramente dedicado a este teorema, que explora, ademas,
los fundamentos sobre la transformada de Hilbert necesarios para demostrarlo.

Teorema 3.2.15. (Carlesson-Hunt) Sea f € LP(T) conp > 1. Entonces Sy(f) converge
puntualmente a f c.p.t. v € T.

3.2.4 Convergencia uniforme

En esta seccion se recogen algunos de los teoremas principales sobre la convergencia uniforme
de las Series de Fourier, que completan los resultados vistos hasta el momento. Veamos unos
lemas previos antes de desarrollar el contenido principal de esta seccion.

'Decimos que una funcién f : I — R es de variacién acotada si la podemos escribir como diferencia de
dos funciones crecientes, es decir, si f = g — h con g y h funciones crecientes en I. En tal caso escribiremos
f e BV().
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Lema 3.2.16. Dada f € C(T) tal que sus coeficientes de Fourier son 0 para todo n =
0,1,2,..., entonces f =0

Demostracion. Sia, = b, =0 paratodon = 0,1,2,..., entonces por la Identidad de Parseval

1
—/\f]Qd:c:O:>f2:O:>fEO
T JT

[]

T) tal que sus coeficientes de Fourier son iguales para todo

Lema 3.2.17. Dadas f,g € C(
) = g(x) para todo x € T.

n=0,1,2,... Entonces f(z

Demostracion. Denotemos por a,(f),b,(f) a los coeficientes de Fourier de f y a,(g),b,(g) a
los de g. Sea h := f — g. Entonces sus coeficientes de Fourier son a,(h) = a,(f) — an(g)

=0
y by(h) = b, (f) — bu(g) = 0. Por lo tanto por el lema[3.2.16l h=0y f =g. O

Teorema 3.2.18. Dada f € C(T) tal que las sumas parciales de su Serie de Fourier Sx(f)
son uniformemente convergentes, entonces dicha serie converge a f, es decir, f = S(f).

Demostracion. Por hipotesis Sy (f) converge uniformemente a una funciéon g. Probemos que
g = f. Por ser Sy(f) € C(T) y 27 periddica, también lo es g, cuyos coeficientes de Fourier
son:

N—oo T

an(g) =— /Tg(x)cos (nx) de = lim l/TSN(f)(x)cos (nx) de =

= lim l/ﬂy(@ + Zak(f)cos (kx) 4 bi(f)sen (kx)) cos (nx) dx =

N—oo T —
N

= lim l/T@COS (nx) dx + % Zak(f) /cos (kz)cos (nx) de+

N—oo T 1 T

+ lbk(f) /Tsen (kx)cos (nx) de = lim a,(f) = an(f).

s N—o0

De forma anéloga se tiene que b,(g) = b,(f) y por el lema[3.2.17, f(z) = g(z) para todo
xeT. [

Corolario 3.2.19. Dada f € C(T) tal que Y |ag| < oo y > |bx| < 00, con ay y by los
coeficientes de S(f), entonces S(f) converge uniformemente a f.

Demostracion. La demostracion es inmediata aplicando el criterio M de Weierstrass a S(f).
O

Para demostrar el siguiente resultado conviene enunciar un lema previo:

Lema 3.2.20. Sea f € PSC(T). Denotamos por a,(f),b,(f),cn(f) a los coeficientes de la
Serie de Fourier de f y por an(f"),bn(f"),cn(f") a los de f'. Entonces para todo n € N:
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an(f,) = nbn(f) bn(f/) =N an(f) Cn(fl> = incn(f)

Demostracion. La demostracion se basa en aplicar la integracion por partes a la expresion
de los coeficientes de Fourier de f”:

= %/Tf’(x)cos (nz) dov = %M—E n%/qrf(x)sen (nx) dz =nb,(f).

= %/Tf’(x)sen (nz) dx = %Mg n%/qrf(x)cos (nx) dz = —na,(f).
= /Tf'(x)e_mx dx :M—E in /Tf(x)e_mw dx = inc,(f).

]

Teorema 3.2.21. Sea f € PSC(T). Entonces Sy(f) converge uniformemente a f en T

Demostracion. Partiendo de la forma exponencial de la serie de Fourier de f, veamos que la
suma de los coeficientes ¢,, es absolutamente convergente, es decir,

Z|Cn )| < 0.

Tal suma podemos reescribirla empleando el lema |3.2.20;

[e.9]

S el =l A+ D lealHl =l N+ D

n=—o0 neZ\{0} n€Z\{0}

clf)|

m

(3.25)

Por otro lado, dados z1, 29 € C,
0 < (Jz1] = [2])® = [21]" + |22f” = 2[z1 2] = |21 2] < (|1 + |22[") /2.
Aplicando esta desigualdad al ultimo sumatorio de la identidad , se tiene que:

Z leal N < lao( D+ ) ’c” + Z (3.26)

n=—00 nezZ\{0} nEZ\{O}

1
donde la convergencia esta asegurada por la desigualdad de Bessel|2.2.6|y por ser Z — =

2n?
neZ\{0}
7 /12.
Probemos ahora que dicha convergencia a f es uniforme:
N oo
0<ISn(N@) = f@l=| D el e™ = D ealDe™| =] D eal)e™] <
n=—N n=—oo In|>N
< el e™ = leal ]
[n|>N |n|>N
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Tomando supremos a ambos lados de la desigualdad se tiene que:

0 < sup Sy (f)(@) = (@) < D leal )] == 0.

z€R In[>N
Por el criterio del Sandwich, se tiene la convergencia uniforme. m

El siguiente teorema proporciona una nocién general de la convergencia de la Serie de
Fourier de una funcién continua. Sin embargo, en vez de estudiar la propia sucesion de
sumas parciales de la Serie, en su lugar construye una funcién que resulta ser la media
aritmética de dicha sumas parciales, que usualmente suele tener mejores propiedades en lo
que a convergencia se refiere. Su demostracion puede consultarse en [13].

Teorema 3.2.22. (Féjer) Sea f € C(R) 27 periddica y sea para cada n € N:

on () = =3 S(f)(@). (3.27)

Entonces o converge uniformemente a f.

3.2.5 Divergencia. Teorema de DuBouis-Reymond

Si bien es cierto que nuestro interés suele estar dirigido hacia la convergencia de las Series de
Fourier, resulta interesante hacer un pequeno estudio sobre las condiciones bajo las cuales
podemos asegurar la divergencia de dichas Series. En este caso, veremos un teorema que
asegura la existencia de una funcién cuya serie converge. Ademas, al final del apartado se
incluye la expresion explicita de dicha funcion.

Teorema 3.2.23. (DuBois-Reymond) Existe una funcion f € C(T) tal que su Serie de
Fourier diverge en x = 0, es decir, ﬂ]\}lm Sn(f)(0)
—00

Demostracion. Realicemos esta demostracion por reduccion al absurdo empleando la expre-
sion compleja de la Serie de Fourier. Supongamos que para toda funcion f € C(T) existe
A}im Sn(f)(0). Se define entonces para cada N € N el siguiente operador lineal:

—00

Sn, 1 C(T) — C

s Sw(h)0). (3.28)

Este operador es ademas continuo pues

N

2

n=—N

por ser [c,| < [o|f(t)] dt < [i][f]l dt =27 || f]].

Sno ()] = = 212N + D [[f]l
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Por otro lado, por hipotesis para toda f fija

sup |Sno (f)| = Cf < o0.

Por lo tanto, por el principio de acotaciéon uniforme aplicado a la familia {Sy, }ven,
existe C' constante tal que para toda f € C(T) 27 periddica,

1S (N < CI o - (3.29)

Se tiene por tanto que:

[Sno(f)] = [Sn()(0)] = %

JECENT dt\ < |l (3.30)

empleando la identidad (3.19)) para x = 0.
Tomando, pues, la familia de funciones fy(t) = sen ((2N + 1)7t) € C(T) que son 27
periodicas, el operador (3.28]) aplicado a fy da como resultado:

Sno(fn) = Sn(fn)(0) = 1 /Tsen é:jf(—;t)l)ﬂt) dt.

™

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que T = (—m, 7). En tal caso, teniendo en
cuenta la acotacion [3.2.7] se sigue la siguiente cadena de desigualdades:

1 ["|sen?((N + 1/2)z) 1 [Tlsen?((N +1/2)z)

Sn, (fv) = Sn(fn)(0) 7T/7r 2sen (z/2) r 7r/0 sen (z/2) v
_2 /ﬁ/2 sen?((2N + 1)x) > g/ﬂ/2 sen?((2N + 1)x) dx =
A sen () T Jo x -

21\12+1 2 N 2
:z/ sen 2(7u) du>z/ M du >
™ Jo [ ™ Jo u
N-1 gyl 2 NZboplon2
2 / sen®(ru)| 2 /Mduz
N—-1 .1 2 N 1
2 sen 2(7u) 2 1
>Z du= = - du =
_Fk:o/o " 7T(;k>/osen (mu) du
N N
2 1 1 1 1
DR

De aqui se deduce que A}im Sno (fn) = A}im Sn(fn)(0) = 00, lo cual supone una contradic-
—00 —00
cion con la hipotesis inicial.

]
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Existe una segunda version de este teorema que proporciona una construcciéon explicita
de la funcién f en términos de polinomios trigonométricos. Su expresion es la siguiente:

oo

flz) =) 27" H, (x) (3.31)

n=1

donde {H, },en es una sucesion de polinomios trigonométricos, que verifican |H,(x)| < 1
para todo x € T, y p(n) = Z 2¢(7)+1 con q(j) el grado del polinomio H;. La demostracion
j=1

de esta segunda version, asi como la de los resultados auxiliares que construyen dicha funcién,
pueden leerse con méas detenimiento en [7].

3.3 Extensiones periédicas

Toda la teoria que hemos explicado en los anteriores apartados ha sido desarrollada sobre
funciones definidas en un intervalo de longitud 27. Pero esta situacion no es la usual, pues
las funciones pueden estar definidas en general en un intervalo de longitud P/2 arbitrario.
Esta seccion pretende adaptar todos los resultados vistos en apartados anteriores a estas
funciones por medio de extensiones, que pueden ser pares o impares (segin conveniencia).
De esta forma podemos conseguir una funciéon definida en un intervalo de longitud P, con-
vertirla en periodica y, asi, aplicar la misma teoria que hemos construido hasta ahora.

Nuestro punto de partida sera una funciéon f arbitraria definida en un intervalo de longitud
P/2 (de aqui en adelante supondremos, sin pérdida de generalidad, que este intervalo es de
la forma [0, P/2)). El primer paso es considerar una extension de f, de forma que creemos
una nueva funcion definida en (—P/2, P/2).

Definicion 3.3.1. Sean los conjuntos A,B,X e Y tal que A C X y B C Y. Sea una
funcion f: A — B. Una extension de f a X, que denotaremos por f, es una funcion tal
que [: X — Y yfla=sf.

A lo largo de esta secciéon trabajaremos fundamentalmente con dos tipos de extensiones:
las pares y las impares, que se elegiran segin conveniencia.

Definicion 3.3.2. 1. Sea f : [0, P/2) — C, decimos que la funcion fuq definida como

) f(z) x € [0,P/2)
Soar = {f(—:c) e (_P/2.0] (3.32)

es una extension par de f al intervalo (—P/2, P/2).

2. Sea f:]0,P/2) — C, decimos que la funcion fimper definida como

@ z € [0, P/2)
Jimpar {_f(_x) e (—P/2.0) (3.33)

es una extension impar de f al intervalo (—P/2, P/2).
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Por ultimo debemos de extender de nuevo nuestra funcién f de partida de forma que se
convierta en una funcién P periddica.

Definiciéon 3.3.3. Sea f : (-P/2,P/2) — C y f:R — C una extension de f en R.
Decimos que f es una extension P periddica si para todo x € R y para todo k € Z, se verifica

que f(x) = f(z + kP).

Tomemos ahora el intervalo Tp := (—P/2, P/2). El objetivo es explicitar la Serie de
Fourier para las funciones P peridédicas definidas en dicho intervalo.

Definicion 3.3.4. Sea f € L'(Tp). Se define la serie de Fourier en forma compleja asociada
a f como:

S(f)(z) = Z S (3.34)

n=—0oo

Donde, con un cdlculo similar a la primera seccion, se tiene que los coeficientes son

1 —2minx

Cp = F . f(x)e#

Definicién 3.3.5. Sea f € L'(Tp). Se define la serie de Fourier en forma trigonométrica
asociada a f como:

S(F() =20 30, cos <27;f“"> + by sen (27;196) | (3.35)

n=1

Donde, con un cdlculo similar a la primera seccion, se tiene que los coeficientes son

2 2mnx 2 2mnx
ay, 7 TrPf(x)cos ( 2 > x "= 5 TPf(x)sen ( 5 ) s

No es sorprendente ver que las propiedades que cumplen las funciones 27 periddicas
definidas en T también las cumplen las funciones P periédicas definidas en Tp. Para de-
mostrarlo, dada f una funcién P peridédica definida en T p, podemos definir una nueva funciéon

f* tal que
(@)= f (%) .

f* es 2w periddica y, aplicdndole los resultados previos, podemos emplear un cambio de
variable para deducir las mismas conclusiones en nuestra funciéon f original.

3.4 Fenétmeno de Gibbs

Las Series de Fourier son una buena forma de aproximar ciertas funciones periédicas por
funciones trigonométricas que tienen buen comportamiento y son faciles de manipular. El
problema natural que surge es la aproximacion de una funcién en sus puntos de discon-
tinuidad, que por supuesto no coincidira con el valor que proporciona la Serie de Fourier,
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que podemos calcular por ejemplo con el Teorema de Dirichlet-Jordan Se tiene que,
en general, la representacion de la Serie de Fourier oscila cada vez con mayor frecuencia y
menor amplitud a medida que los términos de sus sumas parciales aumentan. Sin embargo,
esto no ocurre en los puntos de discontinuidad ni en sus entornos, donde los picos no desa-
parecen. Este efecto, que se conoce como fenémeno de Gibbs, supone un importante error
en la evaluacion numérica de la Serie en los entornos de la discontinuidad que conlleva la
inutilizacion de dichas soluciones cuando el nivel de precision exigido es minimamente alto.
El contenido de esta seccion se ha extraido fundamentalmente de [23].
Observemos este fenomeno a partir de la funcion salto en el intervalo (—m, )

f(x):{_l —rT<z<0

1 O<ax<m

4 2n — 1
y de su serie de Fourier S(f)(z) = - Z e ((2(nn_ 0 )x) En la figura (3.2) se pueden

apreciar las protuberancias que comentabamos antes. Vamos a estimar en qué proporcion
diverge la Serie de Fourier [20].

Figura 3.2: Representacion de fy Sy(f) para N = 10, 30, 100, respectivamente. Los
circulos senalan la region en la que ocurre el fenémeno de Gibbs.

Si derivamos término a término la serie Sy (f) y reordenamos tenemos que:
nSy(f) =4 Z cos ((2n — 1)x)
Multiplicando a ambos lados por sen (z):

msenz Sy (f) = 4senx [Z cos ((2n —1) )] = 2sen (2Nx),

donde la tltima igualdad se ha obtenido computando la serie anterior en WolframAlphal.
Asi concluimos que toma el maximo en z = /2N y tiene el siguiente valor:

Sy(f)(m/2N) = %Z - 2;2—_11?/ 21) (3.36)
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Por otro lado, sea Si(z) la funcion definida en|A.0.10, Empleando la particion z;, = (2k—1)5%
para k = 1,..., N y tomando el punto medio de cada intervalo (zj.1,x;) para evaluar el
integrando, se tiene que, sustituyendo por ((3.36)):

o [Tsent . sen (7/2N) T sen (2N —1)7/2N) m
Si(m) = / M AN N T T NS R2N N (337
== Sn(f)(/2N).

Por lo tanto se tiene que

2
lim Sy(f)(m/2N) = —Si(m) ~ 1.17896 (3.38)
N—oo T

donde la integral Si(m) se ha computado de nuevo con WolframAlpha. Con esto concluimos

que el valor que proporciona la serie de Fourier en el punto excede 0,17896 al valor verdadero
de la funcion por la derecha (f(0+) = 1), es decir, alrededor de un 9% del salto entre f(0T)

y f(07).

3.5 Series de fourier no trigonométricas

Durante las tdltimas décadas, parte de la investigacion en torno a las Series de Fourier se
ha ido diversificando hacia el estudio de nuevas expresiones de las funciones por medio de
la suma de series que no son necesariamente trigonométricas. Hablamos del Anélisis de
Fourier no trigonométrico, un area que desde hace anos ha ido cobrando gran relevancia
debido a su actividad investigadora. Los resultados obtenidos durante estos anos no solo
se enmarcas en lineas investigadoras relacionadas con el analisis armoénico y teoria de la
aproximacion, sino que también son considerados como importantes contribuciones al mundo
de la teoria de nimeros, matematica computacional y ecuaciones diferenciales. En esta
seccion introduciremos las Series de Fourier-Jacobi y las Series de Fourier-Bessel, dos de las
variantes més importantes dentro de este campo. La redaccién de este apartado se basa en
los articulos [T y [14].

3.5.1 Series de Fourier-Jacobi

Para definir estas series conviene hacer un breve repaso sobre los polinomios de Jacobi y sus
relaciones de ortogonalidad, asi como una nueva definiciéon de norma. Para ello, y durante
todo el desarrollo que se hara en este apartado, se trabajara con funciones definidas en el
intervalo I = (—1,1) y con valores en C.

Definiciéon 3.5.1. Denotamos por pEf“’B) al polinomio de Jacobi de grado n > 0 y de orden

(v, B) con o, B > —1, que es de la forma:

ST (1—2) %1+ a:)*ﬁw (1 —2)™™(1 +2)""). (3.39)

(a,B)(I) — (

Dn
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Al igual que con las Series de Fourier trigonométricas, antes de plantear el desarrollo de
las Series de Fourier-Jacobi, conviene definir relaciones de ortogonalidad entre los polinomios

de Jacobi.

Teorema 3.5.2. El conjunto {pgf’ﬁ) () }nen es ortonormal en L*(I) respecto de la funcion
peso wa p(z) == (1 —2)(1 + 2)P, es decir, para n,m € N se satisface la relacion:

N N 0 sin#m
/H P () Pl () wa, () da = { petftl  T(ntatD)D(ntf+1) - (3.40)
(

n2ntoatftl)  T(ntath+l) sLn=1m.

Como ultimo preliminar, presentaremos una nueva norma, respecto a la cual estudiaremos
la convergencia.

Definicién 3.5.3. Denotaremos como norma-p de una funcion f (definida en 1) respecto
del peso wa g(x) a la expresion de la forma:

1611y = ( [l wasta >dx)1/p. (3.41)

Ahora si estamos en condiciones de deducir la expresion de las Series de Fourier-Jacobi.
En este caso, nos interesa expresar una funciéon f definida en I como una suma infinita de
polinomios de Jacobi:

Zdnpgaﬂ (3.42)

Obtengamos, pues, la expresion de los coeﬁmentes d,, en funciéon de los polinomios de Jacobi.
Para ello, multiplicamos la expresion (3.42)) por otro polinomio de Jacobi, p,(ﬁf # ), e integramos
en el intervalo I respecto del peso wq g(x):

/Hf( ) Pl (@) wap (@ dx—/zd PO (@)p P (1) we g () do =

= Z dp /R(@a’ﬁ) (2)p' P (1) W g(x) dz = (3.43)
n=1 I

20+A+1 Fm+a+1DI(m+B+1)
m!2m+a+ 5 +1) 'm+a+5+1)

donde la ultima igualdad se obtiene de las relaciones de ortogonalidad del teorema |3.5.2]

=y -

Definicion 3.5.4. Dada una funcion f definida en I, definimos la serie de Fourier-Jacobi
como la expresion:

Z dn p° (3.44)

con d, de la forma (3.43)). Denotaremos a la suma parcial N-ésima de la Serie de Fourier-
Jacobi como:

x) = i d, pl&P) (). (3.45)
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La cuestion que se pretende resolver, al igual que con las Series de Fourier, es bajo qué
condiciones y para qué valores de p ocurre que:

i (1T0(f) = llyp =0 (3.46)

que se sabe que es cierto para p = 2 gracias a la teoria sobre los espacios de Hilbert. El
teorema de acotacion uniforme reduce el problema (3.46) a demostrar que se da la
acotacion:

TN (D p < C Iy (3.47)

donde C' es una constante que no depende de N ni de f. Dicho estudio puede generalizarse
incluyendo otras funciones peso a ambos lado de la desigualdad anterior, desarrollandose
asi numerosos resultados sobre convergencia, entre los que destacamos los realizados en
[16], donde se recogen algunas nociones de la teoria de pesos y se emplean funciones peso
logaritmicas. El siguiente teorema, con el que finaliza este apartado, pertenece al articulo
de referencia de esta seccién y proporciona un intervalo de convergencia media en el que se
cumple y en cuyos extremos se puede obtener una acotaciéon débil.

Teorema 3.5.5. Sean a, f > —1 y 1 < p < oo. Sea u,5(x) := (1 —2)" (1 +x)°. Entonces

lta In ()l < Clluas fll,,

sty solo st

—min{1/4,(a+1)/2} —a < (a+1)(1/p—1/2) < min{1/4, (a +1)/2} — A

—min{1/4,(6+1)/2} —b< (B+1)(1/p—1/2) <min{1/4,(+1)/2} — B
cona<Ayb<B.

3.5.2 Series de Fourier-Bessel

Otro ejemplo de Series de Fourier no trigonométricas son las Series de Fourier-Bessel, que se
construyen a partir de las funciones de Bessel. Al igual que con las series de Fourier-Jacobi,
definiremos primero las funciones de Bessel y estudiaremos las relaciones de ortogonalidad
entre ellas. Después construiremos las Series de Fourier-Bessel y veremos algunos resultados
importantes sobre su convergencia. En este caso, trabajaremos en el intervalo I = (0, 1).

Definiciéon 3.5.6. Sea la ecuacion diferencial de sequndo orden

2y +ay + (2 —a*)y=0 cona €N

Denotamos por J, a las soluciones de dicha ecuacion, que son de la forma

= (=1 T\ 2k+a
Jo = ; E\(k + o) (5) ' (3.48)

41



3.5. SERIES DE FOURIER NO TRIGONOMETRICAS SERIES DE FOURIER

Estas funciones son muy interesantes por tener un conjunto numerable de raices positivas.
Denotaremos por {\,, o }nen al conjunto de ceros de la funcion J,. A partir de ellos seremos
capaces de establecer las siguientes relaciones de ortogonalidad.

Teorema 3.5.7. El conjunto {Jo(An.a®)}nen €s ortogonal en I respecto a la funcion peso
w(x) :=x € C(I), es decir, para n,m € N se satisface

{0 sim#m

§J§+1(>\W) simn=m

/Ja()\n’ax)(]a()\max) rdr =
I

(3.49)

Analogamente a como hemos construido el espacio L? para las series de Fourier, es de-
seable que definamos el espacio de funciones idéneo para desarrollar los resultados sobre las
series de Fourier-Bessel.

Definicion 3.5.8. Denotamos por L2 (1) al espacio vectorial de clases de equivalencia de las
funciones medibles f : 1 — C que verifican que:

/!f ) dx < oo, (3.50)

Teorema 3.5.9. a) Sea N C N y F = {p, : n € N} un conjunto ortogonal en L2 (a,b).
Entonces F es una base ortogonal de L2 (a,b) si y solo si

f=3 e F, Pn) (3.51)

= el

para cada f € L2 (a,b).

b) El conjunto R = {Ja(Ana®)}, oy €5 una base ortogonal de L7 (I).

Vamos, pues, a construir las Series de Fourier-Bessel, que tienen como objetivo expresar
una funcion f € L2 (I) como una suma de elementos del conjunto ortogonal anterior, es decir,

= dnoJo(Anat). (3.52)
n=1

Para obtener la expresion de los coeficientes d,, o, basta con multiplicar la expresion ((3.52))
por una funcion de Bessel J,(A\,.2) € integrar en I respecto del peso w(zx) = x:

/ F(@)Ja(Amat) © de = / > dno Ja(Ana) Ja(Amat) z do =
I I n=1

= Z dp.a /Ja()\n,ax)Ja(Am,ax) rdr =
n=1 I

1
=dpm.a iJO%H()\n,Q).

(3.53)

= dpa = —5—v—— f Jo(Am.a) x d.
Ja+1 mOt
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Definicion 3.5.10. Dada una funcion f € L2 (1), definimos su Serie de Fourier-Bessel como
la expresion:

B(f)(z) := Z o Ja(An,a@ (3.54)

donde los coeficientes d,, o, son de la forma (3.53)). Denotaremos a la suma parcial N -ésima
de la Serie de Fourier-Bessel de [ a

By(£)(x) = dna Ja(Anat). (3.55)

Al igual que en el apartado anterior, nuestro objetivo es estudiar para qué p > 1,p # 2
las series convergen en los espacios L? (I). El problema puede reformularse, por el teorema
de Banach-Steinhaus , en términos de las sumas parciales , resultados que pueden
consultarse en [3]. En dicho articulo, ademas, estos autores plantearon varias estimaciones
de normas de la forma:

1Bn(f)(@) u(@)]],,., < Cllf@)v(@)]],,. (3.56)

con C una constante independiente de N y de f y w = v. Sin embargo, para u # v
tenemos dos resultados muy interesantes, cuya demostracion, junto a los lemas técnicos
complementarios, pueden consultarse en [14].

Teorema 3.5.11. Sea o > —1 y 1 <p<ooy f € L2(I). Sean las funciones peso

u(z) = 2(1 — 2)° H |z — 2p|*
k=1

v(z) =21 —2)P [ o — 2
k=1
con<x <..<zp<lya ADb B,c, C, € R. Si se satisfacen
B<b pB<p—1, —1<pb

Ce<c pCr<p—1; —1<pc
A<a; |1/p—1/24a/4+ A/4| < (a—A)/4+min{l/4, (a+1)/2}

entonces ||B(f)(x) u()ll,,, < C|If(@) v(@)]],,.

El siguiente resultado trata de ser un reciproco en el sentido de que intenta establecer
las caracteristicas de u y v en funcién de la acotacién en norma.

Teorema 3.5.12. Si ||B(f)(z)w(2)]l,, < Cllf(z)v(@)],,

entonces las funciones u,v han de cumplir

para una funcion f € L2(I),

1 1
/ u(z)Pr*?t dr < oo; / u(z)P2' P de < oo
0 0
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/ v(z) Pzt dr < oo; / P2 4y < oo
<

para todo p' exponente conjugado de p.

Ejemplos para las Series de Fourier no trigonométricas

Vamos a calcular algunas aproximaciones a las Series de Fourier-Jacobi y a las Series de
Fourier-Bessel para la funciéon f(z) = z? de forma numérica con el programa Matlab (se
puede consultar el codigo en las secciones y respectivamente).

Serie de Fourier-Jacobi

El objetivo es expresar f(z) de la forma Z dy, p'P)(x) en el intervalo I = (—1,1) donde los

n=1
coeficientes son

m!(2m+a+ f+1) Fm+a+8+1) /2
() = PN (@) wa,p(x) da.
(a,8) 2a+6+1 I‘(m + o+ l)F(m +B + 1) T Pm’ (a:)w 75(1’) T

Se tienen las siguientes aproximaciones:
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1271
1 ()=’
Serie de FJ para (4,5)
— Serie de FJ para (8,9)
08} Serie de FJ para (20,30)
06|
0471
0.2r
ol
-0.2
1 0.5 0 0.5 1
(a)
0.08 1
(x)=x?
0.06 Serie de FJ para (4.5)
Serie de FJ para (8,9)
0.04 | Serie de FJ para (20,30)
0.02 v
ol ]
-0.02 1
-0.04 v
-0.06 | 1
-0.08
0.1
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1
(b)

Figura 3.3: Distintas aproximaciones para f(x) = x? por Series de Fourier-Jacobi para

(@, ) = (4,5),(8,9) v (20, 30).

Serie de Fourier-Bessel

En este caso pondremos f(z) de la forma Z dn.o Jo(Anat) en el intervalo I = (0,1), donde

n=1

2 3
_ Jo(Am.at) dz.
T2 O / o) do

Asi, obtenemos las siguientes aproximaciones:

los coeficientes de la serie son d,, o =
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127
f(x)=x*
1r Serie de FB para J1
Serie de FB para J2
08r Serie de FB para J3

-0.2

Figura 3.4: Distintas aproximaciones para f(z) = 2 por Series de Fourier-Bessel para
a=1,2,3
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Capitulo 4

Aplicaciones: Resolucion de EDPs

Una de las principales aplicaciones de la series de Fourier, asi como de sus variantes, es la res-
olucioén de ciertas ecuaciones en derivadas parciales que modelizan distintos comportamientos
en determinados recintos. Esta seccion girara en torno a la busqueda de una solucién para
la ecuacion del calor bidimensional y la ecuacion de Laplace en un cilindro. Cémo método
de resolucion se empleara la separacion de variables, lo que nos conducird al planteamiento
de varios subsistemas de EDPs. Asi, combinaremos todo el desarrollo teérico explicado en
las anteriores secciones para dar una soluciéon formal a un problema real como muestra de
una de las innumerables aplicaciones del analisis de Fourier. Los resultados de este capitulo
se han extraido principalmente de [15] y [11].

4.1 Ecuaciéon del calor en un rectangulo

Como primera parte de esta seccion, resolveremos el problema que motivé a Fourier a desar-
rollar toda su teoria: encontrar la funciéon que parametriza la difusion del calor en un recinto
rectangular acotado, es decir, un dominio de la forma:

Q:={(z,t) eR*: 0<z < L, t>0}.

El problema consiste en encontrar una funcién u = u(z,t) que es C2(Q)NC(Q) en la primera
variable y C'(©2) N C(9) en la segunda variable, y que sea solucion de la ecuacion

U — gy = 0 (4.1)

con ¢ un coeficiente constante relacionado con el movimiento del flujo inicial de calor.
Suponiendo que la funcion u(z,t) puede expresarse como producto de funciones unidimen-
sionales X (x) y T'(t), sustituimos en la ecuaciéon y reordenamos:

X(2)T'(t) — X" (x)T(t) =0
Y) _X"z) _

AT(t) X(x)

para cierto A € C. Resolvamos ambas ecuaciones:
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T'(t) 2
=-A=T't)+A\’T(t) =0=T(t) = Ke "
¢ T () + AT (1) (t) = Ke
X”(Jf
o () + AX (2)
El polinomio caracteristico de esta ecuacion es P(u) = u* + ), que se anula en los
valores p; = Vi y en g = —\/Xz', por lo que la soluciéon general de la ecuacion es

X(x) = BeYA#® 4 AemVNix|

Condiciones de tipo Dirichlet

Las condiciones de tipo Dirichlet proporcionan la siguiente informacion sobre los puntos de
la frontera:

u(0,t) =u(L,t)=0 Vt>0
u(z,0) =ug(x) Vo e (0,L)
con ug € L*(0,L). Sustituyendo obtenemos que las nuevas condiciones de contorno (para

obetener soluciones no triviales) para cada uno de los problemas unidimensionales son las
siguientes:

X(0)T(t) =0 = X(0) =0
X(L)T(t) = 0 = X(L) = 0.

Ahora particularizamos en las soluciones generales que habiamos encontrado para X:
X(0)=B+A=0= A= -B= X(z)=B (eﬁ” - e—m’w) = Bsen (\/Xa;) .

X (L) = Bsen <\/XL):O:>\/XL:7MT:>)\:)\”:(%)2 conn € N.

Asi, obtenemos soluciones de la forma

Up(x,t) = Ke () Bgen (%x) =B, e (F) @t gen (%x) para cada n € N,

y por tanto también seria soluciéon de nuestra ecuacién inicial una suma finita de ellas:

N
nm 2

un(z,t) = ZBn e () @t gen (%x) :

n=1

Por ultimo, estudiemos qué ocurre con la ultima condicién de contorno original. Sustituyendo
por t = 0 se tiene que:

De las expresiones anteriores surge la siguiente pregunta: ;puede tomarse como solucion
la funcion u(z,t) = lim uyn(z,t)? La respuesta es afirmativa siempre que se pueda ase-
N—o0

gurar la convergencia de dicha serie, que pasa por asegurar la convergencia de u(z,0) :=
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]\}im un(z,0). Para ello, primero extenderemos la funcion wug(z) al intervalo (—L, L) y cal-
—00

cularemos su serie de Fourier. En este caso, conviene elegir una extension impar ag(z) de
la forma , pues la funcién cosx es par y nuestro objetivo es que los coeficientes a,, se
anulen.

Asi, tomando B, = b, los coeficientes de Fourier de ug(z), podemos asegurar, por el
teorema de Carlesson-Hunt, que u(x,0) := A}l_r)noo upn(x,0) esté bien definido y en consecuencia,

u(z,t) también por ser u(z,t) < u(x,0).

Condiciones de tipo Neumann

En este caso, las condiciones de tipo Neumann proporcionan la siguiente informaciéon sobre
los puntos de la frontera:

{um(O,t) =, (L) =0 Vt>0
u(z,0) = ug(x) Vre (0,L)

con ug € L*(0, L).

Sustituyendo se tiene que

{X’(O)T(t) — 0= X'(0)=0
X'(L)T(t) =0= X'(L) =0.
Teniendo en cuenta que X'(x) = V\iBeVXir _ \/Xz'Ae_ﬁ”, se tiene que
X'(0) = VXNi(B—A)=0= B=A= X(z) = Acos (\FM;) .
Por otro lado,
X'(L) = —AVsen (foL) — 0= VAL =nr= A=\, = (%)2 conn € N,
Asi, las soluciones para este problema son las funciones de la forma
x nm

n 2
un(z,t) = Ay e ('E) @ ¢os (Tx) para cada n € N.

Por el mismo razonamiento que anteriormente, también son soluciones una suma finita de
ellas:

N
un(x,t) = ZA” e~ (F) ¢ cog (Ex> :
n=1

Para hallar el valor de los coeficientes A,,, veamos que valor toma la funcién en t = 0:

un(z,0) = ﬁ:An cos (%x) = ug(x).
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Aplicando el mismo razonamiento que en el caso anterior, extenderemos la funcion ug(z)
al intervalo (—L, L) y calcularemos su serie de Fourier. Elegiremos ahora una extension
par tg(z) de la forma , pues en este caso la funciéon senx es impar y queremos que
los coeficientes b,, se anulen. De esta forma tenemos la existencia de una solucién con
condiciones de tipo Neumann tomando A, = a, los coeficientes de Fourier de la funcién
Up. La convergencia de la solucion u(z,0) := ]\}gréo un(z,0) esta asegurada de nuevo por el

Teorema de Carlesson-Hunt y consecuentemente la de u(z,t) := limy o uy(z, ).

4.2 Problemas de Sturm-Liouville

Los problemas de Sturm-Liouville son un conjunto de problemas matematicos que se utilizan
para resolver ecuaciones diferenciales en las que se aplican ciertas condiciones de contorno.
Estos problemas surgen en muchos campos de la fisica y la ingenieria, como la mecanica
cuantica, la teoria de la elasticidad, la teoria del calor o, como en nuestro caso, con la
ecuacion de ondas.

Definiciéon 4.2.1. Un problema de Sturm-Liouville en el intervalo |a,b] es un problema de
autovalores consistente en una EDP de la forma

(p(2)X'(2)) + q(2) X (2) + pw(2)X (z) = 0 (4.2)

con p,q,w funciones reales, p,p’ € Cla,b], ¢,w € C(a,b) y p,w funciones positivas en (a,b),
y condiciones de contorno en un punto a de la frontera del dominio de definicion de la forma
vX(a)+ 7X'(a) =0, para ciertos v, € R.

La funcién w definida anteriormente hace referencia a la funciéon peso de la que hablabamos
en la secciéon anterior, la cual determinara las relaciones de ortogonalidad y propiedades del
espacio en el que viven las soluciones.

Definiciéon 4.2.2. Decimos que el problema de Sturm-Liouville en [a,b] es singular cuando
se cumple alguna de las siguientes condiciones:

e FEl intervalo [a,b] tiene longitud infinita.
e La funcion p o la funcion w se anula en algin punto de dicho intervalo.

e En el caso de que (a,b) sea acotado, algin coeficiente de la ecuacion tiende a infinito
en uno o ambos extremos del intervalo.

Teorema 4.2.3. Sea un problema de Sturm-Liouville en [a,b] y sea la funcion w integrable
Lebesgque en (a,b). Entonces se cumple que:

e Los autovalores i del problema son reales.

e Las autofunciones Xy, Xy correspondientes a distintos autovalores py, pa son ortogo-
nales en L2 (a,b).
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Los siguientes teoremas nos proporcionan caracterizaciones de las soluciones de los prob-
lemas de Sturm-Liouville que apareceran en los posteriores ejemplos.

Teorema 4.2.4. Sean € N y 5 € (0,7/2].
a) El problema de Sturm-Liouville singular

—?—;R(T) +LrR(r)) = —pR(r) para 0<r<b (4.3)
R(b)sen 5 + bR/ (b)cos f =0 '
tiene un autovalor pu = s* para cada solucion positiva s de la ecuacion
Jn(sb)sen 8 + sbJ) (sb)cos 5 = 0, (4.4)

con Jp(x) la funcion de Bessel de orden n.
b) Para cada autovalor pu descrito en a), toda autofuncion es un miltiplo constante de

R(r) = Jo(y/pr) = Ju(sr). (4.5)

¢) El conjunto de las soluciones positivas s de (4.4), {s,;}jen constituyen una sucesion
infinita y no acotada. Ademds, dadas las funciones R,, ; = Jp, j(sn ;1) y w(r) = r, el conjunto
R :={R,;}; U{1} es una base ortonormal del espacio L2 (0,b).

d) Para j € N,
b2
Ejgﬂ(sn,jb) sifB=m/2
| Raslly, = b5, . — n® + tan? 3 (4.6)
u 28127,,j ‘]g(sn,jb) en otro caso.

Teorema 4.2.5. a) El problema de Sturm-Liouville singular

(sen®©'(0)) + AsenH O(H) = 0 (4.7)
para 0 < 0 < 7 tiene para cada n € N los siguientes autovalores y autofunciones:

A =n(n+1), 0,.(0) = 9 (cos 0)
con ngO’O) el polinomio de Jacobi de grado n y de orden (0,0).
b) El conjunto de las autofunciones {O,}nen constituyen una base ortogonal del espacio
L2(0,7), con w(f) = sen .
¢) Para cada n € N,
2

0, = .
O]y, 1
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4.2.1 Ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas

En este apartado se pretende encontrar una solucion u = u(z,y,2) € C}(Q)NC(Q) a la
ecuacion de Laplace Au = 0 en un recinto tridimensional de la forma

Q={(z,y,2) e R : 2” +y* + 2* < %} (4.8)

para algin ¢ > 0. Por la geometria de este recinto conviene emplear el cambio a coordenadas
esféricas (r, ¢,0). La ecuacion de Laplace después de dicho cambio queda de la forma

Au =2 (ru),, +

+ P
r r2senf | sen@

Ugpp + (senBug),| = 0. (4.9)

En particular, trataremos el caso en el que la funciéon que buscamos no depende de la coor-
denada 6. Asi, tenemos el siguiente problema:

r2sen 6

L(ru),, + == (senfug), =0 para0<r <{,0<6<m (4.10)
u(l,0) = f(0) para0<6<m .

para f € C(0, ).

El método empleado para resolver este problema es el de separacion de variables. Asi,
queremos expresar nuestra solucion como u(r, ) = R(r)©(f). Sustituimos esta expresion de
la funcién u en la ecuacion de y multiplicando por 72 tenemos que:

r(rR(r))"O(0) + ﬁ R(r) (sen 0 ©/(8)) = 0. (4.11)

De esta ecuacion obtenemos los siguientes problemas:
(sen®©'(0))" + AsenH O(H) = 0 (4.12)

r(rR(r))" — AR(r) = 0. (4.13)
El problema (4.12)) es justo el estudiando en el teorema m De aqui obtenemos que

0,(0) = p (cos8) y Ap = n(n+1) para n € N. Para estos autovalores, el problema (.13)
queda de la siguiente forma:

r(rR(r))" —n(n+ 1)R(r) = 0.
La solucion a esta ecuacion se puede deducir facilmente y es la siguiente:
R(r) = Kr"+Cr 7",

de donde concluiremos que C' = 0 pues exijimos que lim+ R(r) exista. Por lo tanto, una
r—0

solucion general a la ecuacion original es u, (7, ¢, 6) = u,(r,0) = K,r" PO (cos@).
Concluimos que, formalmente, la solucién en forma de serie del problema inicial es la
siguiente:

u(r,0) = Z K™ pl%0 (cos ). (4.14)

n=1
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La condicién de contorno se traduce en lo siguiente:

f(0) = io: K 0mpl%0 (cos 6). (4.15)
n=0

Finalmente, aplicando los resultados vistos sobre las Series de Fourier-Jacobi y el resultado
[4.2.5] tenemos que los coeficientes toman el siguiente valor:

2n+1
24m

K, = / F(0)p%Y (cos B)sen 8 db. (4.16)
0

4.2.2 FEcuacidon de ondas en un cilindro

En esta seccién se estudiaran las soluciones de la ecuaciéon de ondas
uy = Au (4.17)

dentro de un recinto cilindrico que consta de dos dimensiones espaciales y una temporal.
Como punto de partida, tomemos ahora el siguiente recinto:

Q::{(x,y,t)€R3:x2+y2<b2,O<z<a}.

Nuestro objetivo es encontrar la funcion u = u(z,y,t) € C2(Q) NC(Q) cumpla que Au = Ola
ecuacion anterior en € (méas adelante precisaremos condiciones de contorno en la frontera
del dominio).

Por la geometria del dominio €2, conviene realizar el cambio de variables a coordenadas
cilindricas. En tal caso, el nuevo recinto y el problema, con las condiciones iniciales perti-
nentes, quedan de la siguiente forma.

O ={(ry,t)eR*:0<r<b,0<yp<2m,0<t<a}

(wy — 2 (ur + Lup + Sugy) =0en
u(b, 1, t) =0

u(r,0,t) = u(r,2m,t)

Uy (r,0,t) = uy(r, 2m, t)

u(r,v,0) = f(r,v)

Lue(r, 1, 0) = g(r, ¥).

con f,g € C[(0,b) x (0,27)]. Tal y como deciamos anteriormente, aplicaremos separacion

de variables para construir una solucion de la forma wu(r,,t) = R(r)U(¢)T(t). Asi, susti-
tuyendo en la ecuacion de Laplace y operando se tiene que

(4.18)

& | SRIOVWITE) + 1 RO ¥@)T0] = ROV

2
Tomando ¥” (1)) = —a?¥ (1)), la igualdad queda de la siguiente forma:
1
,

AV (- R0)+ LR ) = ROUOT )
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Simplicando en ¥, tenemos que existe pu € C tal que:

a? 1
— B+ | R(r)) = —pR(r) y T'(t) = —pc*T(1).
Notese que la ecuacion ¥”(¢)) = —a?¥(1)) ya se resolvié en el ejemplo anterior. Los

autovalores de este problema son de la forma {n?}
U, (1) = Ae™ + Be™ ™, con A, B € C.

Por otro lado, para la ecuacion T"(t) = —uc*T(t) y para cada autovalor u las soluciones
son de la forma T),(t) = K cos (y/pct) + Kasen (y/pct) .

El problema de Sturm-Liouville restante no es mas que un caso particular del teorema

para 3 = 7/2, de donde ademas deducimos que /it = s, ;.
Por lo tanto, para cada n,j € N, tenemos la siguiente soluciéon al problema original:

nen v las autofunciones asociadas son

U j(r, 0, 1) = Jn(sp7) (Ae™ + Be ™) (K cos (s ct) + Ko sen (s, jct)) (4.19)

con A, B,K;,K; € Cy s, los ceros positivos de la funcion J,,(sb).

Para seguir operando con la expresion (4.19)) conviene tratar de forma separada los tér-
minos ™ y e~ reemplazando n por —n en el dltimo de ellos. De esta forma, tenemos la
siguiente soluciéon paran € Zy j € N:

Ui (1,9, 1) = Jjp)(S}n) 57) (Dn,j coS (s|n|,jct) + E, ; sen (s|n|7jct)) ey (4.20)

Asi, podriamos tomar como solucién formal del problema inicial la siguiente serie:

u(r,,t) = Z Z Jin| (8n157) (Dw cos (3|n|7jct) + E, jsen (s|n|7jct)) e, (4.21)

n=-—oo j=1

Nuestro objetivo ahora es determinar los valores de los coeficientes D, ; y E, ;. Apli-
cando el lema y tomando W (r,v)) = w(r) = r, podemos concluir que el con-
junto {F,;: n€Z,j € N}, con F,; = Ji(8n;7)e™", es una base ortonormal del espacio
L%:((0,b) x (—m,m)), que por el cambio de variables que realizamos al principio, es el espacio
L3(D), con D el disco de centro (0,0) y de radio b. Esto nos va a permitir poder trabajar
con las condiciones de contorno que nos proporciona el problema.

La condicion u(r,1,0) = f(r, 1) se traduce en lo siguiente:

f(T, 77/1) = Z Z Dn7j<]|n|(8|n|7j7“)6m¢. (4.22)

n=—o0 j=1

Teniendo en cuenta que segin el apartado c) del teorema [4.2.4}

T b s
W= /_W/O [ ot (spapgr)e™ | rr dup = (/_de) (Jfuy(Spug ) dr) =

=27 || Ry 5|12, = b T2 11 (811 3b),

|| F g
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obtenemos el valor de D,, ;:

<faFnj>W 1 /Tr/b —i
D, ;= ’ = F(r, ) (8 7)€ o dr da. 4.23
! szJ\%zl—&—l(SlnI,jb) —rJ0 ( ) | |< s ) ( )

= 2
[l

Por otro lado, de u;(r,1,0) = g(r,1) se tiene que:

g(r,) = Z ZEnyjij Tl (Spuy 7)™ (4.24)

n=—o00 j=1
Con argumentos similares y aplicando los mismos resultados, llegamos a que

1 g b '
E, ;= //0g(r,@Z))J|n|(s|n|,jr)e_m¢rdrdw. (4.25)

J T 2 . 2 i
T2S|n5 J\n|+1(5|”|0b)
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Capitulo 5

Conclusion

En este trabajo se han recopilado algunos de los resultados fundamentales relacionados con
las Series de Fourier y sus aplicaciones. El estudio del espacio de funciones L?, constituido
por las funciones cuadrado integrables, ha permitido establecer un marco teérico adecuado
para desarrollar toda la teoria y ha proporcionado las condiciones necesarias para garantizar
la convergencia en norma de las Series de Fourier.

Seguidamente hemos definido formalmente las Series de Fourier, explorado los distintos
resultados y teoremas relacionados con su convergencia, tanto puntual como uniforme, as-
pectos fundamentales para garantizar su validez. Ademaéas, hemos analizado el fenémeno de
Gibbs, presente en los puntos de discontinuidad de la funcién de partida y que por tanto es
imprescindible tener en cuenta si nuestro objetivo es realizar aproximaciones numéricas con
Series de Fourier. Para finalizar esta seccion, hemos introducido dos variaciones de las Series
de Fourier tradicionales: las Series de Fourier-Jacobi y las Series de Fourier-Bessel, siendo
ambas objeto de investigacion por sus propiedades de convergencia.

Este trabajo culmina con ejemplos de aplicaciones de todo lo explicado anteriormente. No
solo hemos resuelto la ecuaciéon del calor, motivacion principal de Fourier, sino que hemos in-
troducido los problemas de Sturm-Liouville para resolver la ecuacion de Laplace y la ecuacion
de ondas en distintos recintos.

Podemos concluir por tanto que las Series de Fourier no solo tienen importancia en plano
teodrico sino que son una herramienta fundamental en el analisis de senales y de fenémenos
periddicos. Sin embargo, es importante tener en cuenta que las Series de Fourier tienen
limitaciones en cuanto a condiciones de aplicabilidad y precision se refiere. Es por eso que hay
todo un campo de investigacién abierto que trata de ampliar esta teoria y establecer nuevas
variantes que permitan cubrir dichas carencias y generalizar estos objetos a dimensiones
mayores.
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Anexo A

Resultados auxiliares

Este anexo tiene como objetivo recopilar resultados relevantes que se usaran a lo largo de la
memoria, pero que ademas también tienen importancia por si mismos.

Lema A.0.1. Sta>0,5>0y0<t<1, entonces:

BT <ta+ (1—1)B. (A1)

Demostracion. Si a o 3 vale 0, la igualdad se verifica trivialmente. Supongamos que
a,f >0y tomemos x = loga e y = log . Como la funcion f(x) = e* es convexa, tenemos
que:

ol i1 = ey — otrt (1Y < o 4 (1 — t)e? = ta + (1 — )5

O

Teorema A.0.2. (Desigualdad de Tchebyschev) Sea f : X — [0,00] una funcion
medible. Para cada nimero real X se verifica que

p({re X fl@) = A)) < /fdu (A2)

Demostracion. Sea para cada A > 0 el conjunto E\ = {z € X : f(z) > A} y s = Axp,. La
funciéon s es simple y 0 < s < f, por lo que

) = [ sdn< [ ran

Teorema A.0.3. (Principio de acotacion uniforme/Teorema de Banach-Steinhaus)
Tomemos E un espacio normado completo y F C E normado. Sea W un subconjunto del

conjunto de operadores lineales acotados de E en F' tal que para cada x € E, sup{||Tx|| :
T € W} < oo. Entonces sup{||T||: T € W} < .

]

Demostracion. Puede consultarse en [4]. O
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Teorema A.0.4. Dada una sucesion de funciones (gn)nen tal que g, converge a g uniforme-
mente y g, es continua para cada n € N, entonces se tiene que g es continua.

Demostracion. Sea x¢ € (—m, ) = I arbitrario. Sea ¢ > 0. Por la definicién de continuidad
se tiene que 36 > 0 tal que:

lgn(z) — gn(z0)| <€/3 si |z —xo| <9
Como por hipoétesis g, — g uniformemente, 3ng € N tal que:
lgn(x) —g(x)| <e/3 Vn>mng, Ve el

En particular:
|gn (o) — g(z0)| < €/3 Vn =>mng

Teniendo en cuenta todo lo anterior se tiene que:
l9(z) — g(x0)| =19(z) — gn(x) + gn(x) — gn(20) + gn(z0) — g(x0)| <

<|9(z) = gu(@)| + [gn(®) — gu(@0)| + |gn(0) — g(wo)| <
<e

]

Lema A.0.5. Para todo dngulo o y para todo k € Z se dan las siguientes identidades
trigonométricas:

1. cos ((k+ 1)a) + cos ((k — 1)a) = 2cos (ka) cos ()
2. cos"a =Y r_,cpcos (ka)
3. cos a2 =37 dicos (ko)

para ciertos coeficientes cy, dy € C.

Demostracion. La primera identidad se deduce facilmente con las clasicas féormulas para el
angulo suma:

cos ((k+ 1)a) + cos ((k — 1)a) =cos (ka+ o) + cos (ko — a) = cos (ko) cos (o) —
—sen (ka)sen (a) + cos (ka)cos (—a) —sen (ka)sen (—a) =
=2cos (ka) cos ().
La segunda identidad se demuestra con induccion:
e Para n =1, cos () = cocos (0) + cicos (o), que es cierto para cg =0y ¢; = 1

e Supongamos que la igualdad es cierta para n, veamosla para n + 1.

n n

cos™ ! (a) =cos™(a)cos (@) = ) _ cpcos (ka)cos (a) =) CQ_k (cos ((k +1)a) + cos ((k — Do) =
:% + (Co + %) cos (a) + <% + %) cos (20) + ... + %COS (n+1Da) =

= Z cicos (ka)
n=0
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Por ultimo:

1

n n—k
:—n (Z) cjcos ( Z dicos (ko).

Proposicion A.0.6. Sean Q@ C R y f € M(Q), entonces existe una sucesion (S,)nen de
funciones simples que convergen a f puntualmente y tales que

[s1] < [sof < ... <]
Ademds, (Sp)nen converge uniformemente a f en los conjuntos en los que f esté acotada.
Demostracion. Puede consultarse en [11]. O

Teorema A.0.7. (Lusin) Sean Q@ C R y f € M(Q) que se anula fuera de un conjunto
medible Lebesgue de medida finita. FEntonces dado € > 0 arbitrario, existe una funcion
g € C(Q) tal que

p{z € f(z) #g(@)} <e.

Demostracion. Puede consultarse en [11]. O

Teorema A.0.8. (Regla de integracion por partes de la integral de Riemann-
Stieltjes) Sean f,qg: |a,b] — R, se tiene que

/ f(x)dg(x) = f(b)g(b) — f(a)g(a) — / g(x) df (x). (A.3)

Demostracion. Puede consultarse en [21]. O

Teorema A.0.9. (Teorema del valor medio para integrales) Sean 1, s : [a,b] — R
tal que @1 es mondtona creciente en [a,b] y po es continua en |a,b]. Entonces existe una
constante 0 € |a,b] que verifica que

/abgol(x)%(‘t) dr = p1(a”) /js@(ﬂ?) dx + ¢1(b”) /:902(:15) dx.

Demostracion. Notese que si en la expresion

/¢ 2)pa(w) d = (b™ )/s@( ) da (A.4)

con ¢ mondtona creciente, sustituimos ¢(z) por p1(z) — ¢1(a™) tenemos

b b b b
/ o1(2)pa(z) dz — p1(a*) / pa(z) d = o1 (b7) / oa(x) di — pr(a*) / oa(c)dx (A5)
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que despejando y reordenando obtenemos la expresion que queremos demostrar. Por tanto
demostremos la expresion (A.4]), es decir, supongamos que ¢1(a™) = 0. Consideramos

By () = / oot dt.

®, es derivable y @) (z) = —¢o(z), por lo que aplicando la regla de integracion por partes de
la integral de Riemann-Stieltjes y teniendo en cuenta que p1(a™) = 0 = $y(z) tenemos
que

[ e@reata) dn = Fa@n@l + [ @) da) = [@da@  (40)

Definiendo ahora m := min{®y(x) : = € [a,b]} y M := max{®Py(x) : = € [a,b]} podemos
acotar la anterior integral de la siguiente forma:

mp(h™) < / Do) dips () < Mop(b").

Finalmente aplicando el teorema del valor medio a la funcion ®; concluimos que existe
J € [a,b] tal que:

b
[ (o) derta) = 1672200
por lo que sustituyendo en (A.6|) obtenemos

b b b
/ o1(2)pa() dz = / Do) dips (1) = 1 (b Bo(8) = 1 (b7) / oa(c) da.

Proposicion A.0.10. Definimos la funcion Si: R — R dada por la expresion:

Si(x) :—/ Y du.
0

U
Esta funcion verifica que:
e Si(z) € C*(R).
. . 7T
° . Sile) =5

Demostracion. La primera condiciéon se deduce trivialmente del Teorema Fundamental del
Calculo. Para el segundo apartado notese que la funcion Si(z) es impar, por tanto

1
lirf Si(x) = 3 / en du. Calculemos esta integral empleando el Teorema de Cauchy de
r—+o00 R U

los Residuos.
sen u . Rsenu o R giu
du = lim du = lim im —du | =
R U R—oo [ R U R—o R U

—Tr _iu R _iu
. . e e
= lim im —du + —du | .
R—o00;7—0 _R U r u
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Consideramos entonces la funcion f(z) = — y el camino cerrado v(R,r) = I(R,r)xJ(R,r)*
z

C(R)*C*(r) en el plano C, con [ el segmento que vade —R a —r, J el que vade r a R, C' la
semicircunferencia de centro (0, 0) que se recorre en el sentido usual y C* la semicircunferencia
de centro (0, 0) recorrida en el sentido contrario. Por el Teorema de Cauchy de los Residuos

eiz
/ —dz=0.
Y(Rr) #
Teniendo en cuenta que

/ e—dZZ/ e—dz+/ e—dz+/ e—dz+/ € dr=
y(Ryr) * I(Ry) ? J(Ry) # *(r) % C(R) ?

:Il+[2+l3+j4:0
¥y que

—7r _iu R _iu
/ C =10 v | “du=1

basta calcular I3 e 1.

I(R,r) J(R,N)
Figura A.1: Recinto delimitado por los caminos I(R,r), J(R,r), C(R) y C*(r).
En efecto, para I3, por ser z = 0 un polo de orden 1 de f(z),

lim f(z)dz=— hm/ f(z

r—0 C*( ) r—0

Veamos ahora qué ocurre con Iy:

et? echost Rsent R R R
/ ~_dz / Rlezt dt| < / ‘ez cost— sent‘ dt = / }6_ sent| dt =
C(R) z 0 Rett

w/2 /2 T Rsoo
:2/ e Bt dt < 2/ e T = (7R —1) =50
0 0
Por tanto se tiene que

—R
1 1 —r _iu R _iu 1
_/Senudu =— lim im / e—du+/ € du) == lim im ([ + 1) =
2 Jr u 2 R—00;r7—0 _p U r U 2 R—00;r—0
1 s

= — = lim Zm(13—|—]4):§

2 R—o00;7—0
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Lema A.0.11. Sean A, B dos intervalos y sea D

= SiT ={v, :n€Z}y
A = {b,, : m € Z} son bases ortonormales para L*(A) y

X B.

2(B) respectivamente, entonces
Y ={0m :m,n € Z}

es base ortonormal de L*(D).

Demostracion. Puede consultarse en [23]. O
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Anexo B
Codigo de Matlab

B.1 Serie de Fourier

Codigo empleado para elaborar las figuras (3.1)):

x=linspace(-pi,pi,50);

f=@(x) x.42;

c=(1/pi)*integral (f,-pi,pi);

a=zeros(1,4);

b=zeros (1,4);

% calculamos los coeficientes

for n=1:4
a(n)=(1/pi)*integral(x.*2.*cos(n*x),-pi,pi);
b(n)=(1/pi)*integral (x.42.*sin(n*x),-pi,pi);

end

r=linspace(-pi,pi,50);

% calculamos las sumas parciales

itl= c+a(l).*cos(r)+b (1) .*sin(r);

it2=itl1+a(2).*cos(2*r)+b(2) .*sin(2*r);

it3=it2+a(3) .*cos(3*r)+b(3).*sin(3*r);

it4=it3+a(4) .*cos(4*r)+b(4) .*sin(4*r);

% ploteamos la funcion de partida y cada suma parcial

%%

figure (1)

axis equal

axis on

plot(r,r.+22,"LineWidth",1,"Color","blue");

%%

hold on

plot(r,itl,"LineWidth",1,"Color","magenta");

%%

hold on

plot(r,it2,"LineWidth",1,"Color","magenta");

%%

hold on

plot(r,it3,"LineWidth",1,"Color","magenta");

%%

hold on

plot(r,it4,"LineWidth",1,"Color","magenta");
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B.2 Series de Fourier-Jacobi

Codigo empleado para elaborar las figuras (3.3)):

x=linspace(-1,1,40);

c=zeros(1,5);

d=zeros (1,5);

% calculamos los coeficientes

for i=1:5
f=@(x) x.*x.%jacobiP(i,4,5,x).*(1-x).24.%(1+4x) .A5;
c(i)=factorial (i) .*(2*i+4+5+1) *gamma (i+4+5+1) /((2.A(5+4+1))*

gamma (i+4+1) *gamma (i+5+1));

d(i)=c(i) .*integral(f,-1,1);

end

r=linspace(-1,1,40);

%%

% hacemos las sumas parciales

yl=d(1l) .*jacobiP (1,4,5,r);

y2=y1+d(2) .*jacobiP (2,4,5,r);

y3=y2+d(3) .*jacobiP (3,4,5,r);

y4=y3+d(4) .*jacobiP (4,4,5,r);

figure (1)

axis equal

plot(r,r.*r,"LineWidth",1,"Color","blue")

hold on

%%

plot(r,y4,"LineWidth",1,"Color","cyan")

axis equal

x=linspace(-1,1,40);

c=zeros (1,5);

d=zeros (1,5);

% calculamos los coeficientes

for i=1:5
f=@(x) x.*x.%jacobiP(i,8,9,x).*(1-x).48.%(1+x).49;
c(i)=factorial (i) .*(2*1+8+9+1) *gamma (i+8+9+1) /((2.A(8+9+1))*

gamma (i+8+1) *gamma (i+9+1));

d(i)=c(i) .*integral (f,-1,1);

end

r=linspace(-1,1,40);

%%

% hacemos las sumas parciales

yl=d(1l) .*jacobiP (1,8,9,r);

y2=y1+d(2) .*jacobiP (2,8,9,r);

y3=y2+d(3) .*jacobiP (3,8,9,r);

y4=y3+d(4) .*jacobiP (4,8,9,r);

%%

plot(r,y4,"LineWidth",1,"Color","magenta™)

axis equal

x=linspace(-1,1,40);
c=zeros(1,5);

d=zeros (1,5);

% calculamos los coeficientes
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for i=1:5
f=@(x) x.*x.%*jacobiP(i,20,30,x).%*(1-x).220.%(1+x).230;
c(i)=factorial (i) .*(2*1+50+1) *gamma (i+50+1) /((2.2A(50+1))*

gamma (i+20+1) *gamma (i+30+1));

d(i)=c(i) .*integral (f,-1,1);

end

r=linspace(-1,1,40);

%%

% hacemos las sumas parciales

y1=d(1l) .*jacobiP (1,20,30,r);

y2=y1+d(2) .*jacobiP (2,20,30,r);

y3=y2+d(3) .*jacobiP (3,20,30,r);

y4=y3+d(4) .*jacobiP (4,20,30,r);

%%

plot(r,y4,"LineWidth",1,"Color","green")

axis equal

B.3 Series de Fourier-Bessel

Codigo empleado para elaborar la figura (3.4)):

function r = raices(f, x)
y=£(x);
indices=find(y(l:end-1).*y(2:end)<0);
r=zeros (1,length(indices));
for k=1:1length(indices)
r(k)=fzero(f, [x(indices(k)), x(indices(k)+1)1);
end

x=linspace (0,40,40);
f=@(x) besselj(1l,x);
k=raices(f,x); % Obtencion de raices de la func de Bessel

R=1;
a=zeros (1, length(k));
for i=1:length(k)
f=@(r) (r.*r).*besselj(l,k(id)*r/R);
a(i)=2*integral (£,0,R)/(R*besselj(2,k(i)))*2; % Coefs de la serie
end
r=1linspace(0,R,200);
y=zeros (1,length(r));
for i=1:1length(k)
y=y+a(i)*besselj(1,k(i)*r/R); % Obtencion de la serie
end
hold on
fplot(@(r) r,[0,R],"blue","LineWidth",1); % f(x)=x
plot(r,y,"cyan","LineWidth",1);
hold off
grid off
axis square

x=linspace (0,40,40);
f=@(x) besselj(2,x);
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k=raices(f,x);

R=1;

a=zeros (1, length(k));

for i=1:1length(k)
f=@(r) (r.*r).*besselj(2,k(i)*r/R);
a(i)=2*integral (£,0,R)/(R*besselj(3,k(i)))*2;

end

r=linspace(0,R,200);

y=zeros (1, length(r));

for i=1:1length(k)
y=y+a(i)*besselj(2,k(i)*r/R);

end

hold on

plot(r,y,"magenta","LineWidth",1);

hold off

grid off

axis square

x=linspace (0,40,40);
f=@(x) besselj(3,x);
k=raices(f,x);

R=1;

a=zeros (1, length(k));

for i=1:1length(k)
f=@(r) (r.*r).*besselj(3,k(i)*r/R);
a(i)=2*integral (£,0,R)/(R*besselj(4,k(i)))*2;

end

r=linspace(0,R,200);

y=zeros (1, length(r));

for i=1:1length(k)
y=y+a(i)*besselj(3,k(i)*r/R);

end

hold on

plot(r,y,"green","LineWidth" ,f1);

hold off

grid off

axis square
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